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CAPITULO 

I.1 CONVERGENCIA CONMUTATIVA 

I~l.1. DEFINICION: Sea. L un e.a11ac.i..o· l.ineat ,noJr.mado y au

poneJr. que {X }, a e A (A un conjunto de lndi..c.ea) ea una e.otee.-
ª 

c..i6n de. e.temen.toa en L, ae d~c.e que {X } ea aumabte (c.onmutati..-
' . a 

vamenti c.onve.Jr.gen.te) a X e L/ eacni..to t Xª = X o atgunda vece.4 
a e A 

aotamen.te t X = X 4i.. ve > o 3· aega:n c.onju.nto 6úi.ito de lndi..c.e.a 
' A a 

H c.~ tal que paJr.a c.uatqule.Jr. conjunto 6lni...to de lndlc.ea J ~ H 

l:X -XII <e: 
acJ ª 

Antea de pJr.obaJr. algunaa c.onaec.uenc.laa lnmedlataa de la de.6f 

1tlc.l611; notemo-6 R..a .6imi..'eaJr.ldad d·e. eJ.>ta. noc.lcfo c.on la c.onveJr.gen--
1 

e.la lnc.ondic.lonat de ndmeJr.oa Jr.ealea1 una conueJr.genc.i..a au6lc.i..en-

temente 6ueJr.te paJr.a gaJr.anti..zaJr. que el Jr.eagJr.upami..ento de. téJr.mi..noa 

no .Urne e6 e.e.to. 

La pkime.Jr.a obaeJr.vac.l6n que hac.emoa ea que. al . ~ X = X y 
acA ª 

B e: F, en.to He.e.a 

t ax -· ex 
a¡;/\ a 



.. \ ; 

Pa.11.a. p1toba.1t e.a.to~ .&e.a. E > O da.do, pode.mo4 e.te.gil!. un conju!!_ 

to 6inlto de. ,(.ndlce.4 H ta.l que. v conjunto 6lnito J ~. H 

11 EJBX - SX 11 = l B l. h EJX - X ll~E ae a ae a 
.· 1: 

. •· Eni.egu.ida. .&i te.ne.me.& que a~l\Xa = X /J afA Y a== Y e.ntoncu -

X + y 

Pa.11.a p1toba.1t ea to e.le.gimo.& H 
1 

y H 
2 

ta.tu q.ue., pa.11.a. .todoi, lot. 

11 EJ X a - X 11 < E/2 lj 11 :tJ. Y a - Y 11 < E/2 
ae • ae ,. 

' 
y ·nota.moa que pa.Jta. cua.tqu.le.IL conjunto 6.é.n.Lto J ~ H U H 'lmp.t..i.ca. 

J ~ H y J ~ H , poi!. ta.nto 
2 

11 :tJX + Y - (X' + Y) 11 < E ae; a a 

1 2 

El algule.nte 11.eaulta.do mu~at1ta.'.que. al una. ae1t.C.e ea auma.ble 

en el aentldo de.6lnldo ante.a, todoa excepto un núme.Jto nume1ta.ble. 

de. tl1tmlno6 en la. ae1tle deben ae1t ce.Jto. 

I.1.2. TEOREMA: Sea. L un eapa.c.C.o llnea.l no1tmado y aupone.Jt 

que {Xa} e.a aumable a XcL, donde acA. Entonce.a todoa excepto un 

númf!Jto numelta ble de la.6 X a deben a eJt ce.Jto. 

DEMOSTRJ\CION: Sea c>O do.do 1J He un conjunto 6lnl.to de ,(.ndi 

cea ta.l que Y J 1 ~ H e 
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t X -X 11 < ~ 
ae:J i a 2 

Aho~a con.6.lde.~amo6 ot~o conjunta 6.ln.lto de. lndic.e..6 J tal 

que. J n He = ~. En e..6te. c.a.60 

E X 11 
a€He a 

+ 11 X -

Aho~a ~e.a e: = ! n = 1, 2 . n, ' • • . Ex.l.6ten c.onjunto.6 6inf 

to.6 de. lnd.lc.e..6 Hn tal que., ~.l J e..6 un conjunto 6.ln.lto de. lndice.~ 

y JnH == ~. e.1itonc.e..6 
n . ·. 

Co1t~.lde.l!.emo.& 

tal que. 

e.&to .lmp.U .. c.a 

11 1: X 11 < ! 
a-e:J a n 

e.e. c.onjun.to nume.na ble 
00 

UH 
n=1 

{a} "" n { U H ) = ~ n=1 n 

{a} n H = ~ pa.1!.a toda n, 
n 

11 X a 11 < ~ pana toda n. 

alg i111 útd.lce. a lj n 

Con~ e.cue11te.men.te. X a = O, 1J a.&.(. e.&te de.be .6 el!. et c.a.1.;o pa~a. -

c.uatqtcl<.>'t X a donde '-' E u H 
n=1 n 
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Como comenta1tlo 6lnaL nótemoa que e~ ~lnguna pa1tte 4e La - · , 

dücucl611 an:te1t.lo1t lntentamol> awnalt m4.a de: un númelt~' 6ln-ito de 

.U.4m.l_no.&, a pe6ali de que. en La notac.i.6n lo podamo.!. lndica/f.; una 
• ¡ '. 

examinac.l6n e6t1t.lcta 1tevela que 1iolo auma.6 6-in.i.ta.6 han 4.i.do dü 

t1t.lbu.lda4 pa1ta ca1tacte1tlza4 e6te t.i.po e.&peclal .de !.uma .i.n6.i.n.i.ta. 

I. 2. NORMAS, Y PRODUCTOS INTERNOS SOBRE PRODUCTOS CARTESIA 

NOS DE ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO HORMADOS. 

Sean L y M e1ipaclo6 llneale.6 no4mado.&, de.&eamo.6 .i.nt1toducl1t , 

una ~o4ma aob4e L X M, .6-lh emba4g~, p1t.i.me1to debemo.6 lnt4oducllt 

ope4aclonea 6ob4e L X M de tal 6o4ma que late. pueda ve4.&e como 

un e.apac.lo lineal. PaJta evita.4 con6u.&.l6n con p1r.oductol> .lnte.11.--
,,.. "' 

·no.&, loa eLemento.6 de L X M ae denota1t4.n polt <x,Y>. 

U6ando e6ta notacl6n, de6lnlmo6 .&uma de elemento6 de L X M 

como 

y la multl~tlcac.l6n pok un e6cala4 a&F, como 

ª'' X, Y > = < a X, a Y > 

E6 6~clt de ve1r.l6lc.a1t que. L X M con 1r.e6pecto a eataa opeJt~ 

clone.a ea un e6raclo lineal. 

Ahoka a6l1tmama6 que lo& 4lguient~6 mapeo6 aon naJtma~ palta 

LX M 

I.2.1. 11 X, Y > 11 - 11 X 11 + 11 Y. 11 
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1.2.2. 11 < X, Y >11 = ( 11 X 11 P + 11 Y .11 p) 1 
/ p • p ;;;.. 1 

I.2.3. 11 < X; Y .>11 = max ( 11 X 11 , n Y .1! ) • 

La a.6l1tmacl6n 6e puede ~e1tl6lc.a1t 6ac.llmente 

Aho1ta. de6ln~mo6 un p!toduc.to lnteltno pa.!ta. L.X M como 

I.2.4. (< X , Y > < X Y >) = (X , X ) + (Y , Y ) 
l 1 , . 2' 2 1 2 1 2 

en ~onde (X\, X
2

) y (Y
1

, Y
2

) denotan lL p1toduc.to lnteltno 6ob1te 

L 1J M 1te6pec.t.lvamente. Se.· p·uede ve!t 6ac..llmente que. I. 2. 4. u 

' 1tealmen.te un p!toducto lnte1tno aob1te. L X ~. 

Adema.a no.temoa que 6.l conalde1t.amo~ una co1t1teapondencla e.n

t1te elementoa X de L y el elemento < X,O > de L X M, aeµtede demo! 

.t1ta1t que ea.ta. co1t1teapondencla ea un úomo1t.6l6mo en.tJte L y 

{<X, O>: X E L}, y almlla.1tme.nte palta M. Polt tanto el pltoducto 

ln.te1tno de6lnido aqul y la.a no1tmaa de6lnldaa a.n~ea extlenden el 

pltoducto ln.te1tno 01tlglna.l y la no1tma. aobJte cada uno de loa eapa.

cloa, ea decllt, la.a ecua.clone~ de6inlda.a pa.Jta el p1toducto ca.Jt.te

ala.no L X M ae 1teducen a. lo~ mapeoa 01tlglnalea cuando noa 1teat1t.ln 

glmoa a uno de loa eapaeloa L o M. 

Aho1ta que tenemo6 una'no~ma 6 mlt1tlca 6ob1te el pltoducto calt

.tealano de eapaclo6°llneale6, e6to 1tequle1te un cambio pa1ta que h! 

blema6 de mapeaa contlnuo6 de talea·p1toducto6 ca1tte6lano6 en ot1to6 

e6pacloJ.i. 

Se di.ce que tuia 61wcA.611 ea contúwa en 1ut punte X 6,¿ pa'ta cada 
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e- vec...C:ndad de. f (X) en e.l !tango, ú. puede.· e.nC.ont1talr. una o-ve.e.in- , 
··~ 

dad de. X e.n e.l do.~.ln.lo, S0 (X) tal que. f. (S 0 (X)) e Si;(f(X)). En -

la 6.l~uac...(6n pa1t.t.lc.ula1t cuando e.l dom.in.lo e.6 ~t pltoduc.to ca1tte6~a 
' I 

no de. 2 e.6pac..lo6, el punto X mencionado ante.6 ie.1ta una pa1teja 01t-

. ·de.nada de. elemento~ en lo6 e.6pac..lo6 c.ompone.nte.6 y una 6-ve.c..lndad 

del punto .6 e.Ita una ve..c..lndad en e.l e.6 pac...C:o p!toduc..to c.alt.te.6.lano. 

P1toba1te.mo6 a.lto1ta que et pll.odu.c..to úite1ttto e.6 un ma.pe.o c.ont.l--. 

nuo. 

1.2.s. TEOREMA: S.l L.e.6 un e.6pa.c..lo c.on pll.oduc.to .lnte.1tno, 

e.l p1toduc.to .lnte.11..loJt (X, Y) e.6 una 6u.1tc..l6n e.o nti.nu.a que. mape.a 

L X L en F. 

OEMOSTRACION: Con6.lde1temoa un punto á.ljo en el !tango (X ,Y). 
. 2 2 

AltoJLa. 6 e.an· X = X - X y Y ~ Y - Y 
3 1 2 l 2 

lo que .únpU.ca. 

1 1 (X· , Y ) -· (X Y ) 1 
l 1 2 2 

(X + X , ·Y + Y ) - ( X , Y ) I 
2 3· 2 3 2 . 2 

de.6alt.11.o liando 

I (X + X , Y + Y ) - (X , Y ) 1 "" 
2 3 2 3 2 2 

= I (X ', Y ) + (X , Y ) + (X , Y ) + (X , Y ) - (X Y ) 1 
2 2 2 3 3 2 3 3 2' 2 

u6ando la. dea.lgualdad de Cauc.hy-Schwa1tz 1 obte.nemo6 

e; 11 X 11 11 Y - Y 11 + 
2 2 

Y 
2 

11 11 X 
1
. - X 

2 
11 + 



' \ ,r + U X - X U tt Y 
1. 2 
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-_ ,{, ~ ~,,>;,'.t. 3. ESPACIOS DE" H,ILBERT 

. ' 

- y 11 
2 

: :·• 

· >"S . .i L u 1ut upac..io c.on p11.oduc.:to .in.te.11.no, pode.mo.t. .i·nmed.la.-
¡-, ; ~. 

tamen~e de.6,ini}r. una no11.ma en .U.11.mút.0.6 del pll.Oduc.:t.o .in.te11.1io. 
-C..f .. •,··-;--

Una vez' que .tenemo.6 una no11.ma, e6.to .inmed+a.tam~n~e da .6Ull.~.imle~ 

.to a una ml:t.11..ic.a aob11.e el eapac.lo, y como uaual.men.te, un hecho 

.lmpo11.tat\.te ac.e11.c.a del. e.6pac..io ea cuando é6.t.e. ea c.omple.to c.on -

11.e.6pec.to a l.6.ta ml.t11..ic.a. Hace.moa ta ~.igu.ien.te de6.ln.ic.i6n. 

I.3.1. DEFINICION: S.i un e.6pac.lo e.en p11.oduc.to .ln.te.11.no H 

. e.ti completo c.on 11.Úpe~to a la !!'l:t.11..ic.a de.!Llvada. del pll.oduc..to út 

.tell.no, e~.tonc.e.6 6e di.e.e q~e H e.6 un eapac..io de Hllbe11.t • 
. ·, 

Pa11.a algu1t0.6 eje.mplo.t. de e..tipac..io.t. de H.llbe.Íl.t ve11. ( 7 J p. 

'165-161. 

Un ej~mplo de u~ e.6pac..lo con p11.oducto Ln.te11.no ~ue no ea un 

e..tipac.io de. H.itbe1tt. Con6.ide1te.mo;., e.l e.<'ipac.,i.o U11eal de la.& 6un

c.-i.01te<'> cot1.t-i.11wu <'lob11.e un út.te.11.valo {a, bl denotado .polt. e [a, b), 

con p11.oduc.to .in.tell.no de f y g E e (a, bl de.6.inldo como 

. -- iba (f,.g) f(Xi g(Xl ax 

Alto11.a a.i una J.>uc.e<'i.i6n de 6u11cünea {fn} e.11 C [a, b) c.onve~ 

ge con 11.e6pecto a la no11.ma de6Lnlda pu11. e.a.te p11.oducto ln.te1tno, 

e.llaa a6lo c.onvc11.gc11.dn en mcd~a. 

Y como conve11.genc.ia media no nece;.,a11.¡amen.te lmpl.ic.a convcll.· 
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ge.nc.:ia. un:i.60Jr.me., poli. :t.a.n·to Ute. e.6pt!c.:io no. :t.ie.ne 
0

que H.Jt. c.om-

pte.:t.o. 

Con.6.lde.11.a.11. e [a, b] con la. mlt11.i.c.a. 

d(f, g)_ = cf:lf(X) - g(X~l 2dX) 112 f, g ~ C (a, b), 

tomemo.6 a =-1 y b = 1 y con6:i.de.11.emo6 la 6-i..gui.e.n:t.e. 6uce.6~6n· de 

Ca.uc.~y 

{ 
o -1 <; .;;; o X 

f (X) = 1 • 
n nx o < X .;; 

,,, n 
1 1 < X .;;; 1 

( n 

E6 c.la.Jr.o que la. 6unc.i.6n tim:<.:t.e. e.6 una. 6unc:i.6n d~6c.onti.nua. 

y poli. tanto e.l e.6pa.ci..o no e.6 completo. 

La le.y de.e pa.Jr.a.let6g1r.a.mo e.6ta.btec.e. que 6-i.. X 1J Y 6on 2 ve..c.

toJr.e..6 en un e6pa.c.io c.on plr.oduc.to inte.11.no L, entone.ea 

I. 3. 2 11 X + Y 11 2 +. 11 X - Y 11 2 = 211 X 11 2 + 211 Y 11 2 

V e..IL ( 3) , p • 1 1) 

E6.ta. le.y e.6 de úttené:6 rJall.a. noaot11.06 po11.que de. u.na. c.ondi.

cl6n nece6a.1Lla y 6u6icle..nte.. que cua.tqule..Jr. noJr.ma. de.te..11.mlnada. ~o.Ir. 

un p1r.oduc.to lnteJr.no debe de. 6a.ti66ace.11.. 

Sl t~nemo6 u.n eapaclo lineal no.1r.ma.do y no6 pnegu.nta.mo6 cuan 

do pode.moa lnt11.odu.c.in un pJr.oduc.to lnte11.no, e.l cual dete11.mlna11.« 

una noJr.ma que conc.uende con la n¿ILma. 011.iglnal, 6a.bemo6 que ne.ce 



.. 
1). 

''-

·-"' 

·, 

- · 6.l.tamo6 . chec.a.Jt p1t.lme1tame.n.te. 6.l la. noltma. 01t.lg.lnat .6a.tü 6ac.e. la 

ley de.f. pa/ta.le.logJLamo; Cualqufe.Jt noltma. de1t.lva.da de. un pJr.oduc.

to .ln.te1tno debe 6at.la6ac.e.1t I.3.2. 

Como una apl¡c.ac.l6n .lnmed.la.ta de. e6.te hecho, c.ona.lde.1te.mo6 
l 

el eapac..lo l.lneal L (o, 11, que ~ona.la.te de c.laae~ de equ.lva-
'-~. 
; •' le.ttc..la. de_ 6uiicione.6 -lnte.g11.a.f.ea l.obJr.e (o, 11 con 1te.6pe.c.to a la 

' l 
med.lda de. Le.be.ague., con la no1tma de. fe L [o, 1) de6.ln.lda como 

11 f 11 = J ~ ·, f (X) l.dX 

Mo6.t.1ta1temo6 que. e.a.ta. noltma. .no 6a.t.ü6ac.e I.3.2. y at.,(, e.v.l

.taJt la poa.lb-ll.ldad de ve.Jt a late. eapac..lo como un e.apac..lo de -

Hllbe.Jt.t (c.on 1te.ape.c.to a e.a.ta no~ma}. 

Cona.lde1temo6 lo6 c.onjun.toa A= (O, ~] y B = [ ~· ll· y la6 

6unc.lone.a c.a1tacte.1tl6t.lc.aa IA, 18 • 

Ve.moa a.J{o1ta que 

= 1 y" I - I tt
2 = 1 A B 

m.le11.t.1taa que 

211 I A 11 2 + 211 I 8 11 
2 

= 2 ~ + 2 ~ = l 

polt tanto no 6e cumple la le.y de.l pa1tate.l6g1tamo. 

I.4 DESIGUALDAD DE BESSEL 

I.4.1 TEOREMA. Sea L Ull ('.6pad.a C.011 p!Lodu.c.to útte.Jttt!), A 

trn c.011ju.11to oJr.tono·'Lmcd'. de. vec.to>ce.6 e11 L (:! Y trn ve.c..toll aJr.b-itJta.-

. / 

. ·' 
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. f tt.to ttc. ea 

(1) (Vea.igualdad de Beue..f.} v X , X , ••• , X e: A. 
i 2 n 

n 2 2 
l: 1 (Y, Xi) 1 .;;; il Y U ; 

i=1 

( 2) E.t e.o nj u.n.to 

E·= {X e: A: (Y, X) *O} ea numeJtable; 

t~) Sl z EL, entone.e.a l: 1 (Y, X) (Z, X)j< « y u 11 z" 
Xe:A 

DEMOSTRACION: Sea a.= (Y,, X.). 'Ea_c..taJto que. 
l. l. . 

n n 2. n 
O < (Y - t nixi, ~Y - t ajX.) = 11 Y 11 - :t ñ. (Y~ Xj) -

2 
= 11 Y· U 

ia 1 j=1 J j= l J 

n n n 
- :E Cti(Xi,Y) + :E :E aiñ.cxi' Xj) 

i=1 i=lj=l J 

n 2 

- :t 1Cl.1 
. l. 

n 2 2 
+ . :E. 1 Cl i 1 = ·11 y 11 

l.= l i= l 

n 2 2 
polt tanto :t 1 (Y, Xj) 1 < 11 Y ti , lo c.ual pll.ue.ba ( 1) 

j = 1 

PaJta pnoba11. (2), c.onalde.11.emoa el conjunta 
;;: 

E = {X e A : 1 (Y, X) 1 ~ l} 
. n n 

n 
:t 

j=l 

donde n e6 afgdn ente11.o poaitivo u 6uponeJt que X, X , •.. ,XkcE . 
l 2 n 
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En e.ate. e.a.a o poi!. ta. ·du.i.gu.atdad d~:· Be.u et y de ta. de.6.i.n.i.'." 

;¡*Úi~,l de. E
0 

,;;~~~/:'~, ! < 
2 

n 

2 , .i.mpt.i.c.a. K < n 11 y 11
2 < -

-· "'° Aal'el c.on1'unto E= {X e A: (Y, X} *O} = u E ea una. 
n= 1 n' 

un.i.6n nu.me11.abte de c.onjuntoa 6.i.nitoa y ea poi!. tanto nu.me11.abte. 

Po11..útt.i.mo, aplicando ta. pa.11.te (2) det. teo11.em~ pa.11.a. aaeg~ 

11.a11. qu~ (Y, x1 ) = O y (Z, x1> = O , pa.11.a. todoa excepto un nú-
. 

me11.o nume11.abte de x1 e A, uaa.ndo ta deaigu.a.lda.d de Hotde11. y ta. 

dea.i.gualdad de Beaaet, podemo6 dec..i.11. que pa.11.a. una. .n c.ualqu.i.ell.a 

< 11 y 11 11 z 11. 

La. ae11.ü t 1 (Y, Xi) (Z, x1) 1 c.onve11.ge abaotutament_e y 
Xe:A . 

poi ta~to .i.nc.ondlclonalmente, la cual, pa11.a 6e1t.i.e6 de 11úmel!.06 

c.omplejo6 6.i.gnl6lc.a c.011ve11.9enc.la conmutativa. 

I. 5. ALGUNOS RESULTADOS DE 
2 • 

L (O, 2ir) Y EL TEOREMA DE 

RIESZ - FISCHER. 

Contldehemoa el e6pac.lo 'de Hllbe11.t 11.eat de la6 du11clone6 
2 

he.alea de cuadhado lnteghable L (O, 2rr} 1 e6 un eapac.lo comple-

ta ve.1¿ 131, p. 115), 1J e.C conjtu1fo a'ttonahinal en e.ate eapaclo 



A: 1 

v'2i" 

( vel!. [ 9 J , 

e.6 de.c.-ll!., 

pal!.a n>o 

sen t , 
.r;r 

11 o) 

X = n 

cos t 
,¡-;-

12 -

sen 2t 
,r;;--

n· 

{ 
_,_ COS ( 2 t) I 

,.fW. 

1 sen (n+ 1 

,¡--;- -2-

cos 2t 

• ..J 1F 

, ... 

n Péµ' 

t) , n •impar 

Afto11.a 2 
de.6-lnimo.6, pal!.a f EL (O, 2w), ªn = 

i.e. 

y pa1r.a. n >O 

1 

= -
1
- J2

" f(t)dt 
-/21( 

o 

1 
= --

v'ir f 
21' 

o .. f (t) sen t dt. 

a f 
211 

= ! f (t) dt ' 
rr o 

=X , X , X , • ••. o ·1 2 . 

(f, X ) ,· 
n 

J2" f (t) ( !! t) dt, n par a = cos n 71 2 o 

y 
J2" 1 c!l....!...! t 1 b ::1 f ( t) sen dt, n impar n 71' . 2 (J 

entonc.e6 tenemo6 la6 1r.elacLone6 
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b. ,,;r-;;- # a = a Yfi" . . • . 
' 2 . 2. , • 

Hac.i.e.ndo u.eio de. la de.t.i.gualdad de. Be.ue.t (.te.01te.ma 1. 4. 1. · 

( 1 1 J le.ne.m o.ti 

!'!al 2
<11 fll

2 

n n= o 

a
2 ~ + tr C i a

2 
+ b~) " J

0

2
1f f~(t) dt 

o n= 1 n 

:. lim a
0 

= O y lim b
0 

= O 
n n 

·r 

lo c.ual e.6 un 1te.-0uttado i.mpo1ttante. u-0ualme.nte. llamado el lema . 

de. Riemann-le.bet.gue, 

Re.glte.óando a la óituac.i.6n 9ene1tal una vez mdó, aho1ta de.t.e.a 

mot. pitaba~ et óiguie.nte. te.01tema. 

I.5.1. TEOREMA. Si L-e.6 un et.pac.io c.on p1toduc.to inteltno 

óepaJta.bie. y A eó un conjunto olLtonoJt.mat en L, e.ntonc.eó A eó nu 

me.Ji.a.ble.. 

DEMOSTRACION. Sean X 1J Y do-O e.tem~ntoó d~ A. Pode.meó a-

6i1t.mall que 

2 

llX - Yll ~ (X - Y, X - Y) = 2 1 
X 11 - (X, Y) - (Y, X) + 11 Y lf = 

= X 
2 

+ 11 Y !i 
2 

"" 2 

11 X - Y 11 = v"i:. 

•. 
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AhoJt.a. c.on.s.lde.1te.mo.6 t.a. c.ole.c.c..l6n de. ve.c..lndadu de. Jtad.io v'T 
2 

a.t.Jte.de.do11. de. e.a.da. pu.n.to de. A. fJ> c.la.11.0 que. do.6 de. l.sta.s ve.c..ln

da.de.4 no pu.e.de.n .te.ne.Jt un pun.to e.n c.omún de. A, to que. impt.lc.a -

que. c.ada una de .ta.tu ve.c.indadu de.ben e.o nte.ne..'t u.n punto d..i...6Un 

to de u~ 4uhc.onjunto de.n4o nume.1tabte.. Polt tanto .si A no 6ueJta. 

. nu.meJtable tend1ttamo.s un 4ubc.onjunto den.so no nume.Jtable., to que. 

c.on.tJtad.lc.e la. h.lp6te.s.l.6. 

El .s.lgu..le.nte. 11.e..su.ltado da un impo11.tante. he.e.ha ac.e.Jtc.a. de. e.o~ 

ve.Jtge.nc..la (e.n el .sentido de. .sumab.ll.lda.d .lnt11.oduc..lda. en I. J) e.n 

upa.c..lo.6 de. H.ltbe1tt. 

I.5.2. TEOREMA: Sea. L un e.spa.c..lo de H.llbe.Jtt y .sea. 

A: X
1

, X.~ ••• un conjunto 011.tono11.ma.l e.n L. Enionc.e..s, .s.l anEP,-
2 '. 

n = 1, 2, ••• , te.ne.mo.s 

( 1 1 ! a
0
x

0 
c.onveJtge .s.l y h6lo .s.l 

2 

~ la -1 <""Y 
n= r n n= 1 

(2) S-l ! a X 
n n conve.ir.ge a X, e.ntonc.e..s c_i = (X, x ) . . n , n n= 1 

DEMOSTRACION: 
_, 

(7) Con.s.lde1ta.1t la .suma pa.~c..la.l s = 
n 

y .suponeJt .que n > m; entone.eh 

1.s.2.1 ti s 
n - s rn 

11 2 "' ::: 

n 2 

= I 1 a. 1 
. 1 
i=m+ 1 



Cta1tame.nte., .6.i ta .6e.1t.ie menc..lonada en (JI conve.llge, enton 

n 2 
t la.1 

i=m+ 1 
1 

2 
debe. te.nde1t a ce.1to, polt tanto ta .6e.1t.ie. ~ la 1 

n n=1 

de.be. conve11.ge1t. 

1nve.lt.6amente, .6upone1t que n, m ~ .., 
n 

,lJ t 1 a. ! 
i=m+ 1 

1 

2 
.... o. 

n 
E.6to .impt.ic.a que. la .6uce.6l6n de auma.6 pa1tc.iale6 .t aixi ea 

1=1 

e.a una auée.6.l6n de. Cauc.hy, y como L ea un eapac..lo de H.itbe1tt 

... 
E a X debe. conve1tge1t a algún X E L. n n 

n= 1 

DEMOSTRACION DE (2). 

' . .,., .. 
. ma pa.1tc..lat s = n 

Cona.ide1ta1t que X = ... 
t a x , y ta. au

n= l n n 

cump.ee dada ta 01ttono1r.ma.l.idad del conjunto A, pa.1ta. toda n > j, 

ea.to debe. aeJt cle1tto en et .U:m.ite, y pode.moa eac.1t..lb.lJ1. t.im(S ,Kj)= 
n 1\ 

Uaa.ndo el teo1tema. I.2.5. pode.moa aaegu1ta1t la con.t.inuldad -

det mapeo pltoduc..to lnte1tno, lo cual no6 pe1tmlte .in.te1tc.ambla1t -

la.a opelr.ac.lonea de t1mi.te y pltoduc..to lnteJtno en la ec.uac.i6n an

.tc.1r.lo1r., lo que. 1106 da. (X, X.)= et., lo que e.6 'el 1te6ultado de--·· 
J J 

6eado. 
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.. 
A41. 1 conoc..le.ndo que. la4 4eJt..lU da.du conve.ll.g tn a. cilgun X, 

, 1 

.te.ne.mo4. una .1telac..l6n 6ue..1t.te. e.nt.lte. lo4 coeMc.ie.ntu e.n ta. 4e.Jt.le. 

y X. 

\ 

Re.911.ua.ndo a.hall.a at c.a4o palta. L 2 (0, 2•) me.ne.lona.do e.l. út..l 

clo de e4ta 4ec.c.i6n, .tene.mo4 et 4igu..le.nte. te.oll.e.ma. 

I.5.3. TEOREMA: (RIESZ-FISCHER). Se.a. c
0

, d
1

, c
2

, ••• , unci 

c.ole.cc..l6n de. núme.1to4 lle.a.tu ta.tu que. (e 
2 + J: e 

2 
+ J: d

2 
) <~ o n n 

n par n impar 

e.n:tonc.u e.xüi.te. una. 6u.nc.i6n f E L 
2
(0, 2•) tal que. lo.6 núme.1r.04 

ck y dk 4on l.o4 c.oe..6..lc...le..niu de. 6oull...le.ll. de. f • 

DEMOSTRACION: Falta p.1toball. e..6to ne.c.e..6ita.mo4 .66.f.o hace.ll U40 

de. ta. pa.Jtte. (1) 'de.t te.011.e.ma. I.S.2. donde. e.l conjunto 01ttono1tma.t 
1 

A: .;:;_; 
sen t cos t X , , ••• =X,.X, , .... ..¡-:;¡- o 1 2 

2 

pall.a a6i.1tma1t qu.e (con .1te..6pe.cto a la no11.ma 4ob11.e L (O, 2n)) 

1 

..¡-:;- n par 
e 

n 
cos nt + ~ d sen nt) conve.11.9e. a alguna 

n impar n 

.ti.e.ne. a. e yd (n =O, 1, 2, ... ) como lo4 
· n n 

c.oe6,ld.e.11.te.4 de 6ou.1t.ü1t.. C:óto &e.4.lg.ue de I.5.2. (2) tJ de la de6l-
2 

nlc.l6n de. (f~ X) palla f ~ L (O, 2n). 
,n 

I.6. CONJUNTOS ORTONORMALES COMPLETOS. 

I.6.1. DEFINICION. Sea A un conjunto 011.tono1tmal en el e& 
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, • pq.c..lo c.on pir.oduc.t~ ..i.n.te11.no L. Se d.ic.e que. A e4 completo 4.i no 

~ ex.i.6te ot11.o conjunto 01ttono1Unal que contiene a. A,. ~6 · dec..i.1t, A 

debe ~elt un.~onjunto 011.tono11.mal ma.x.lma..t • 
. 

CRITERIO: Un conjunto 011.ton01tmal A f-4 c.omp.te.to 4.l y 46.to 

4.l pa1ta .toda X .tal que. x 1 A (X u oJttogona.,l a. A), X de.be &eJr. ..: 

e.e/to. 

DEMOSTRACION: Supone.11. que A e4 c.omp~eto y que. X e& un vec 

t,011. d.l6e11.ente de e.ello ta.l que X 1 A. C.t.1111.amente u.to e& una -

c.ontll.ad.ic.c.~6n poJr.que el·conjun.to 01ttono1tmal A u·{~} c.ont.iene 
llXll 

a A p!top.iame:nte y c.on'.tll.ad.l.c.e ta ma.x..ima.t.ldad de A. 

Inve1t6a.mente, 4uponelt que X l ·A ..i.mpl.lc.a ~ = O. S.l A no u 

completo debe de ex.i4.t.lll. algún c.onjuntp 011.tono1tmal B .tal que -

B ~ A pltop.lamente. 

S.l e6to ea a&.( 6ea. X e B - A. Como 11 X 11 = 1 y X 1 A, en

tone.ea la aupoalc.l6n de que ex.late un c.o~junto 01t.tono1tmal B de

be 4elt 6alaa 1J poi!. tanto A debe aú completo. 

El a.lgu.i.en.te teollema. mueat11.a que exi.a.ten conjunto& 011.ton.011. 

malea c.ompletoa en c.ualqule.11. eapac..lo con p11.oduc.to ln.te11.no. 

I.6.2. TEOREMl\: Sea L un e.6pac..lo c.on ptr.oduc.to .lnte.tr.na· (L 

no ea el e6pac.lo t1t.i.vlal que c.on6i6te. a6lo del ve.e.to~ c.e1to). -

Entonc.e.6 (JI EX~6ten c.onjuntoa 01tton¿11.male.6 en L. 

(tl Cualqule~ conjunto otr.tono1r.mal pued~ 6e1t e~tendldo 

a un conjunto a~tono~mal completo. 
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DEMOSTRACION: f.6 c.la.1to que. .6.i p11.obamo'.6 121 uto -i.mpU.c.a"'.' 
' 

11.cf.. ( 1 r e.n v.i.11.:t.ud de.t he.cho que. e.n c.uatqui.e.11. Upac..io de.be.n e.ú4 

ü11. c.onjunto.6 011.tonOlr.ma.tu; pa.11.a. un ve.c.:t.011. X di.~e.11.e.n.te. de. c.e.Jto, 

e..t. c.otrjun.to {-lL} u un c.onjun.to 0Jt.tono11.mat, poJt. .tanto pJtoball.e.-
11..x u 

mo.6 (2). 

. . 
Se.a E un conjunto 011.tonoll.ma.t dado y .6e.a. S ta c.ote.c.c..i6n de. 

todo.6 to.6 c.onjunto.6 oJttonoJtmale.6 que. c.on.ti.e.ne.n a E. E.6 e.tallo 

que. .t.a. "c.ote.c.c.i.6n S _e..6ta. pall.c..iatme.nte. 011.de.nad~ poli. .i.nc..l.u.6i.6tt de. 

c.onjunto.6. Ve.6e.amo.6 mo.6t1ta.11. aho1a que. e.a.da .6ubc.onjun.to .totat

me.n.te. 011.de.na.do de. s tiene. una cota .6upe.11..io11. en s; 1. e.,s e.4t4 

.i.nduc.üvame.nte. 011.de.na.do. Pode.mo4 e.ntonc.e..6 apt.icall. e.t tema de. 
. 

Zo11.n, et c.ua.t e..6.ta.bte.c.e. que. todo conjunto 011.de.nado .induc.üva--

m'e.nte. de.be. te.ni?.11. un e.te.mento mcfx..i.mo pdll.a obte.ne.Jt un conjunto -

·01ttono11.ma.t max.i.mat. 

Se.a T un _.6ubc.onjunto :tota.tme.nte. 011.de.nado' de S; .6ea. T ={Aª} 

(a e: A) •. 

é.6te 

UA 
a' a 

mo T 

E.6 c.ta11.o que paJr.a c.uatqu.ie.11. q, A e u A ; Ade.ma..6 E e u A • 
· a a a ª a 

Poli. :tanto palla mo.6t1ta11. que UA e: s .66lo 1te..6ta p11.oba11. que -
a a 

e.6 un conjunto 011.ton.011.mal. Sea.n X lj y do.6 ele.men.to.6 de --
.únpU.c.a' que ex.U.ten A a' Ae .ta.te.6 que X e A

0
1JY_e: Ae. Co-

e.6 .totatmen.te 011.dena.do, .6 .fo emba.11.90 6 uc'ede. que A e Ae 6 -a 

que A13 e Aª. 

Suponiendo que ta p11.lme11.a lnciuól6n ea c.ie11.ta pode.moa declJr. 
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X, Y e:· A 6 , .impl.ic.a X l Y (ll X 11 = U Y U = . .1) 1J poll.. tant~ ~Aae:S 

A4.( e.l conjunto UA e.4 una cota 6upe.11..lo11. paJta T e.n s y -a a 

he.mo6 v.l6to que. S u.tcf .induc:Uvame.nte. 011.de.nado. Po/f.. u· lema de.. 

Zo11.n de.be. e.xi6ti/f.. un e.le.mento max.lmal e.n s. E6 c.laJto que. nin-

g~n ot11.o conjunt~ 011.tono11.mat e.n e..t. e.6pac..io c.onte.ndlr..la e.4.te. e.le.

mento m4~.imo, po1tque. e.6to cont1tad.lce. 6u max~ma.t.idad. 

I. 6. 3. TEOREMA: Se.a ·e un u_pac.lo de. Hübe.11..t·, 4upone.Jt que. 

A =·{X}, a e: A, ·e.4 un conjunto· 011.tono11.mat e.n H y 6e.a X un ve.e. o. 

tolt. a11.b.lt1La1t.io e.tt .e. En.tone.u .te.ne.mo6 la6 6.igu.ie.n.tu p1Lopo6.ic.iE_ 

ne.4 

( 1 1 
. 

y·= Z (X,Z ) Xa e.x.i6te., 1.e. la 6e.1t.ie. e.6 .6umabte.; 
a e A ª 

. 
( 2 J El v e.cto11. Y p e.11..te.ne.c.e. ll l A 1 ; 

. 
(3) ·x e: TXT 6.i y 66lo 6.l z = Y; i. e. X 6e. puede. e.6c1t.ib.i1t 

como la 6e1t.ie. ante.1t.io11.. 

que 

(4) X-Y!{Al. 

DEMOSTRACION: (1) Nate.mo6 que E a 
2 

= E 1 (X, Xª) 1 
a 

da.d de Be.uet (Tea1te.ma I.4~1. (1)). 

2 
ll(X, Xa)Xall conve.11.ge, ya 

2 
< 11 X 11 , poll. ta de.a.igual-

Como· e.ato ea aal, u6~ndo el mlama a.11.dumento a.l p1toba11. el -

teonema 1. 7.2., pana e:> O debe exl6tln un c.o"junto 6ln.ito K e A 

tal que, pana un 6ubcanjunto 6lnlto Je A donde J n K = ~· 



2 
~ 11 · ex • .xªi .xª ., < e:.. pelto· · 

QEJ 

2· 2 
de. u J: (X, X )X .11 = z 11 (X, Xa) Xall e.ntonc.u pode.mo.& 

a&J a a a&J 

c..ilt 
2 

11 z (X, X )X 11 < e: •• 
aEJ a a 

y J: (X~ Xa)Xa e.xi.&te. poll. 1. p. 160 de. ( 3) • 
a 

. 1 • . . . 

DEl«>STRACIOH (2). E.& ct~ILO que. c.u.atqu.ie.lt .&ulliá p41t~.iat.' de. 

Z (X; Xa)Xa de.be. pe.11.te.ne.ce.1t 4 fAl, e..&to implica que. e.t tlmite. 
a 

Y de.be. pe.11.te.ne.c.u. a (A) •. 

DEMOSTRAcIOR (4). Se.a Xa e: A y c.on.&ide.11.e.mo.& 

(X - Y, Xa> = (X, Xª) - (Y, Xª) = (X, Xe> - (:t (X, Xa)~4·Xe 
a 

= (X. X a) - (X, X a) = o ( V e.IL ( 3 ) p. ' 6 o l 
.... -~ 

aÚ. X - Y 1 A .únpU.c.a X - Y J. ( Á) 

AhoJia palla· c.uatqu-le.11. z e: (AJ de.be. e.x.üt-lll una .&uc.u-l6n de. 
' 

e.l~me.nto6·de. (AJ,{ u} tal que 
n 

Lo que 6lginl~ca (X ~ Y, U
0

) = O palla toda n. Como e6to &e. 

cumple palla cualqule.11. n, e.ato tambiln e6 cle11.to en el tlmite; 

,, .'.i' 



,, 
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, 1'011. .ta c.ont.i.nu.ldad de.l mape.o p11.oduc.to .ln.teJtno lte.011.e.m11 1., 

2.S.) la6-ope.11.ac..lonu de. ltm.l.te. pue.de.n .l;n.te.Jtc.i:tmbia1t6e. pllll.a ob,te. 

ne.ll 

ex - Y, z) = o, .. 
lo ~ue. qu.le.Jte. de.e.lit que. 

X - Y '.1 l AJ lo que. pJtue.ba ( 4) • 

DEMOSTRACION (3). E4 cl.1111.0 que. 6.l X= Y, e.n.tonc.e.6 X e: (AJ 

,poJt 12). Inve.Jt6ame.n.te., 6upone.Jt que. X e: (AJ. U6ando (2) Y e: (A), 

e.ntonc.e6 X - Y e: [AJ. Pe.11.0 po11. (4) x - y .1 [AJ, lo que. .lmpLlc.11 

X - ·~ = O, ~ 6e te.11.m.lna la de.mo6t1tac..l6n. 

.. 

Adelantamo6 que. en el 6.lgu.le.nte te.011.e.ma no· .te.ne.mo6 ne.c.e.6.ldad 

de. la e.6t1tuc.tu11.a de. un e.6pacio de. H.ltbe.11.t; un e.6pac.lo c.on pltoduc. .-
to inte.11.no 01tdlna11..lo 6e.1ta 6u6.lclente. En palab1ta6, e.l 6.lgulen

te. te.011.e.ma d.lc.e que., 6.l el e.6pac..lo gtne.11.ado poli. un conjunto 011.to 

no11.mal e.6 de.n6o en el e6pac..lo total, et conjunto 01ttono1tmat debe 

6 e.11. completo. 

I. 6. 4. TEOREMA: Sea L utt u pac.lo e.en pltoduc.t.o .lnte1tno 1J -

6upone.11. que el conju~to 01ttono11.mal A tiene la pltople.dad que 

l AJ = L. fnto11c.c6 A e.6 completo. 

DEMOSTRACION: La demof.i t'Lac.i6n 6<'.lta polL C.011 t1t~dic.c.i6n. se 

.p1toba~á que 6Uponlendo que la& hiµ6tea.l6 aon c.ie1Lta6 ta conc.lu--
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'. 

" no U completo,. debe exi.&.t.i..Jt un vec.toJt X di~ Mente. de e.ello tal 

que X 1 A .lmpUc.<t X 1 [A), lo que. ·en cambio i.rnpUc.a X l. (,A), 
. ·, 

pe.11.0 como [A 1 =· L .impU.c.a X 1 X. 

En c.on.&ec.ue.nc..la X de.be. 4e.Jt O y lle.gamo.& a la c.ont1tadic.c.i6K 

de4e.ado.. 

El 4-lgu.i.ente. te.011.e.ma p11.uebo. que. .&i e..&.to.mo.& ~11.abajando e.K 

un e..&po.c..lo de. Hilbe.11.t e.t inve.Jt.&o del te.011.e.mo. ante.11.i.011. e.& c.ieJt-

to. 

I.6.5. ·TEOREMA: Supone.11. que. A= {Xa}• a e: Ji. u un c.onju.!! 

to o.1r.tono11.m,at c.omple.to e.n et u pac.io de. tU.lbe.11.t H. En.tone.u 

lii =B. 

DEMOSTRACioN: P11.oba.11.emo.& la c.ontll.apo4.lc.<f6n de. e..&te. 11.uut
\ 

ta.do. Supond11.e.mo4 que. A e.4 un conjunto 0Ji.t,ono11.ma.l. e.n H IJ que. 

(A} '* H, to que. 4.ign.l6,(.c.a. que. e.xüte. algún e.temen.to X e: H - 1 A l. 

Alio11.a., como H e4 un e4pa.c..lo de. H.llbe.11.t pode.mo4 a.pUea.IL la pa11.te. 
. 

( J) de.l. te.011.e.ma l. 6. 3. pa1ta. 9a11.antiza1t la. e.xú.te.nc..la de. 

t (X, X ) X = Y. a a 
a 

Haele.ndo uóo de. ta. pa11.te. (4) de.t m.lómo .te.011.e.ma, pode.meó de 

c.<.1t que. X - y 
1 l A) .<.mpUea. X - y 1 A 

11 X - Y 11 X Yll 
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pOI!. la pa1tte ( 3) del te.o 11.e.ma r. 6. 3, ¡¡ x - y n * o. 

Hemoi. enc.ont1tado un vec.tol!. di.6e.nente. de e.ello 011.to9ona-t a 

:todo A. En vi.i.ta de. e.i.to pode.mo.6 dec.J..11.. que A no e.6 c.omp.f.eto - . 

A C { X - y } U A. 
11.X - y 11 

I. 7 · CONJUNTOS ORTONO:RMALES COMPLETOS Y LA IDENTIDAD DE 
I ' 
'•,. 

'• PARSEYAL: I' 

El .6.l9u.lente. 11.et.utta.do da u.ná.\de.t.c.Jt.lpc.J..ón e.qu.lva.te.n.te. de -

un conjunto oll.tono~mal c.omple.to en un e.i.pa.¿.lo de H.llbent. Note. 

mo.6, .6.ln 'emba1t90, que. pa.Jta pnoba.I!. ta paJr..te (7} del i..lyu.lente 

~e.011.e.ma nec.ei.i.tcuno.6 t.ólo un e.t.pa.c..lo c.on p11.o.duc.to .lnte.11.no. 

1.7.1. TEOREMA: Sea L un e.6pac..lo con p1t.oduc.to .lnte.1tno y -

4ea A={X~},a e A, un c.onjunto 011.tohonma.l en~. Entonc.e.6 (7) S.l 

pal!. a c.ua.lq u.len X e L •. 

2 
(I.7.1.1.) 11 X 11 = ,; 1 (X, X l 1 , entone.et. A e.ti compl.e.:to. 

a a 

(2) S.l L ei. un upa.e.lo de H.ll.be.Jr...t, A e.6 un conjunto 011.tono11.mat 

c.ompl.e.to, e.ntonc.e..6 la. e.c.uac..lón ·( r. 7. 1. 1) va.te. pa.1!.a. c.ualqu.le.Jt. -

X E: L. 

OBSERVACION: La -i.gua.lda.d de. ( I .1 .. 1, 1} ei. llama.da. .identidad 

de. Pa11.i. e.val. 

DEMOSTRACION (1). S.l t.uponemot. que A no e.ti completo, debe 
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e.x.u • .t.i.Jt. un ve.c..to11. d.l6e.1te.nte. de. c.e.11.ó X :ta.f. 'q_uc. X 1 A;· SubiiU.tu 

yendo e..6.ta. x e.n la. ~den.ti:dad de. Pa.úeva.l, ob.tene.mo.6 
'.K''""' 

-..,.~. 

2 2 
ti X 11 = l: 1 (X, X ) 1 ' = O, 

CI a 

.to que eó una. c.ont11.a.d.i.c.c..i.6n, c.on1ie.c.ue.n.teme.nte. A de.be. Ae.Jt. c.0111:--

pi.et.o. 

DEMOSTRACION.(2). Poi!. d . .te.011.e.ma. !.6.5, «ta c.eM.adu.11.a de.l 

.6ube.ópa.c.i.o ge.ne11.ado poll. un conjunto 011.toño11.mat ~omple.to e.n un 

upa.c.i.o de. fli..lbe.11.t de.be. ó e.11. llf .. m.l.6mo upa.e.lo, po11. tanto 

" 
[Al = L. 

Pa.11.a c.u.alqu..le.Jt. ve.c..toll X E L .te.ne.mo.6 qu.e. X e [A]. Apt.lc.a.n-

do e.l te.01t.e.ma. I.6.3. (3), pode.mo.6· de.c.i..11. qu.e. 

x = :t ·uc, xª>lt~. 
CI 

,, 

Pa.11.a ve.11. que. ta i..de.nti..da.d de. Palf..6e.va.t e.ó c..i.e.11.ta., c.alc.ule.-

mo.6. 
2 

11 X U = (X, X) = (1; (X, XCI} Xª, :t (X, .X13)XB) = 
a f3 

= E l:(X, Xa) (X, X13 ) (X<l, X6) 
a a 

( velt ( 3 l , p. 160) 

2 
= :E 1 {X X ) 1 CI 

a. 

Comb.lna.ndo e.l p11.i.me.11.o y úl.t.1.mo .té11.m.lno, vemo6 que. la i..de.n

.Uda.d de. Pa.M e.va.e. ·6e óa..t1.66a.c.e.. 

Ve.1ie.am0.6 11.e.óumi.11. todo.6 loó 11.uu.t.ta.doó a.nte.11..loll.'u c.on et ó.l 

• 1 



• i 

gu.lente teoltema. Noia11. que no ob6tante que. 6e. enunc..le. un e1ipa

c..lo de. Hlibe.11.t, e6to no .u tte.c.e.6a1t.lo en :t.odo-6 l.011 C.a6o6. -

1.7.2. TEOREMA. Sea A = {X } a E A un conjunto 01ttono1t~
. ll 

m«t en e.l.. upac..lo de. IU..f..beJtt H • Entone.u: 

(7 J A . e.6 c.ompt et:o · 

,¿¡_ lj 61Jlo 6-i ( 2) X 1 A .lmpt.i .. c.a X = o ·; 

/; ¡_ IJ 6 IJ.f..o 6-i ( 3) X EH ,i.mp.t.lc.a X = l: (X' X )X · a a' 
a 

11-l lj 6dlo ,6 .i. ( 4 l [A} == J:i 
,; . 

2 2 
6.i. 1J 66.f..o 6i.. ( 5) 11 X 11 . = l: 1 (X' X ) 1 q a 

\ {6) palta X, y E H, 

.• 

(X, Y)·= l:(X Xa) (Xa, Y). 
a 
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CAPITULO 11 

PROCESOS ESTOCASTICOS 

II.1 DEFINICION: Se.an (n,a,PI un e4pacio de pJtobab~~idad 

y (S, IP) un e.6pacio me.di.bte y T un conjunto aJt~~tJta>\.lo. Un -

pl!.oc.e.60 e.6toc4.6t.lco e.n . (íl, 13, P } con Upac.lo de 'utadoll (S, rp ) 

y un conjunto de ~ndi.c.e.6 T, e.6 una 6ami.tia de. 6unci.one.ll me.di.bte.ll 
·' ' 

xt: rn, a> .... es, "'> , t e T. 

\ 

Notamo6· que .6i. T e..6 e.t conjunto de lo6 e.nte.11.06 po6~V06 y 

s = R y .P = 13(1R) e.t pl!.oc.e.60 utoc.4.6ti.c.o {Xt, t ET} u una lluce-

6.l6n de val!..la.ble6 ale.atoJt.i.a.6 Jte.ale..6. 

Si.milal!.me.nte podemo6 obtene.11. un vec.toJt ale.atoJt.lon-d.lme.n6.lo 

1ial (T = {1, 2 .... n}), s =R., 'P. = j3{]R), e .igualmente una .6ola -

vaJti.able ale.atoJti~ (n = 1). 

Un 6i.n6ni.mo paJta p11.oc.e.606 e..6toc.4.6ti.c.o6 e.6 vaJti.abte ateato

tti.a, Aho11.a .6e .ttc.ataJr.a de. ex.ptlc.a4 é6ta te.tc.mútolog.la. 

Sea STfuco.tec.c.i.6nd~toda6 la6 6unc.ionu de Ten s y .6eaipT 

et pJtoduc.to de a-dtge.bl!.a-6 en ST ·(Recottdemo6 que ~Tea la mLni.ma 

o-4.tgebJr.a que e.anti.ene. a lo-6 Jte.c.tdngulo6 

{WE ST:(W (t) E B , ... W(t) E B )} 
1 1 n n 
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t., .. t.~~ ... 
l 2 

t e T B. · B , ·s e,,,, , n ·= ... l. , ' ' • • • n .... n 1 2 
( 1 J . 

pa.g. 189). 

AhoAa aupongamo6 que. paAa. ca.da t e T tlnemoa una. 6uncL6n 

X : íl ~ S; y de6-lni..mo6 a 
.t 

X (W) = . (Xt (W), t E T) 

. T 
Entone.ea X ea u.na. 6unci6n·med-i.ble. de. (íl, 13) en .(S , .PT ) · 

" '1, 

i,,¿ y aoto ai.. c.ada Xt ea me.d.lble. de (íl, !)) en (S, .p 1 (vell [ 8 J pag. 

72}. A~d. un p11.ocetio ea.toc<f6.ti..c.oe6wtmapeo med.i.bte de íl en e.t. e-6 
. . T 

pac.-lo de 6unc.i..onea s . 

1ntui..ti..vamente la Aea.l.lzac.i..6n de uri expelli..mento plloduc.e un· 

punto muea.tllal W IJ 1:i.l Jtepet.lmo1.i va . .oi,út6 vec.e6 el expe11.lm'e1Íto noa 

detellmúialld. una c.olec.c.i611 d~ etem'eti.to6. X(t, W) = Xt (W), t E T • 

En otila<'> palab1ta1:i el 1t.e1:iuttado de.e. expe1t.úne11to detettmútaJtd. u.na 

6unc.l6n de T enS, llamada' la 6unc.l6n de mueatlla c.olllleapondiente. 

a.l pun.to W. 

Si.. T ea un i..ntellvato de ta lle.eta. lle.al 1106 ayuda.lld palla v.i.

auat.lza.11. a t e.orno un pa!Ld.metno del tiempo y pe.~aan a un p!Loce6o 

c.omo una va.ILi..able. alea.tonla. del tiempo. 

II.2 ~ROCESOS ESTACIONARIOS 

II.2.1. DEFINICION: Un pkoc.eao X
1

, X
2

, ••• , ea eata.c.lona

!Llo 6l V K >O, el pJtoc.e6o Xk+i, Xk+
2 

••• , tiene la mlama di..6l1Ll 
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buci.6n nue X, X, ... , i.e. ~alla toda Be a 
, . 1 2 .,. -

(J) ••• P((X
1

, x
2 
••• ) e B)·= P<.<xk+i' xk+z•···> e B) 

Como la di.4t~i.buci.6n e..6t4 dete~mi.na.da po~ taa ~unci.ont4 -

··de dut~i.buci.6n ( 1) e.4 equivalente. a:· ·Palla toda. X 1, X 2, ... , 

X IJ K > o n 
·.1 

(2) ... P(X <:: X ... xn <x) = P(Xk+1 < x1 • • .xk+n <x) 
1 1 n n 

aho~a l4to e.4 ci.e~to ya que: 

=P(X <x .- .. X <.x, X <•, 
1 1 n · n 1 n+1 

X < • .•. ) 
n+2 

~ -- ¡ .. --

=P(X ·e(-•, X), X e<--. X), ••• x E(-... , X), X+ E(--,->, 
1 .1 2 2 n n n l 

X + E (-"", ..,) ••• ) 
· n 2 

n ..., 
=P ( (X , X , ••• ) e n I . 11 lR ' ) 

1 2 i=1 i i=n+1 

n 
n1 

i= l i 

00 

n lR 
i=n+ 1 i 

= 

= adem44 

.', ·p(X <X 
l 1 

xn < X ) . = p ((X X : •• ) E B) 
n 1 2 

l nve.IL6ame.n.te. 

00 

Sea B = I E a,,.,, 1
00 

= ñ 
i=1 

a ( ( - 00 , X . ) , i E :N) • 
1 
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- Si.n pe.11.de..11. g e.ne..11.a.t.i.da.d po de.mo4 . .\upo ne.Jt que. I , I · . • . I . • 
l ... J. n 

= P(X .E(-00 , X ) , X E(-00 , X ). •• X E(-:ao; X ) , X E(-•, •) •• .)= 
1 i 2 2 ·D n n+1 

En pa.11.tl~uta.11. al un p.11.oce.ao e.a e.ataelona.11.lo, e.ntonce.a toda.\ 

laa 6unci.one.a de dlat.1tlbucl6n unidime.nalonate.a aon igual.e.a l.e.. 

demoat.11.a.11.emoa e.ata a6l.1tmacl6n. , .. 

Po.11. hlp6.te.!..i.6 - ¡ 

2·, .... 
' 

aho.11.a uaando'la p.11.opledad de. conalatencla (ve.lt II.2.5.) de 6un-~ 

clone.a de ~lat.11.lbucl6n obtenemoa que: 

P(Xk < X ) = ~im P(Xk+¡ < X , ... xk+n < X ) = 
1 l n 

xi+ QO 

i = 2, 3, .•. 

= lim P (X < X 1 , X < X ... X < X ) = P(X < X ) 
l 2 2 n n 1 1 

X. t DO 

l. 

·1 2,3,. .. 
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lI. 2. 2. PROPOSICION. u rt p.to c. u o X , ' X , ••• ~ u e.6 .tac..io na 
1 2 . 

«o, lli e.t p.toc.uo X , X , ••• , t.ie.ne. .ta. 111üma dú.t1t.ibuc.i.6n que. 
2 3 . 

X , .x , .. : 
1 2 

DEMOSTRACION.: :e.a. X~ = xk+1' K = 1, 2, ••• y .&e.a BE~.,.,. 

e.ntonc.e..6 polt hlp6.te..&l6 .te.ne.mo.& que. 

P( (X , X , ••• ) E BJ = P[ (X' , X' ••• ) E B) , 
1 2 ' l 2 

o 6ea, que. X ,X , ... tlene. ta miama dl6t1ti..buc.l6n que. X', X',.~. 
. l 2 l .2 

.también P[ (X 
, 
2' 

, 
x- •. '.) 

3 
E BJ = P[ ex' 1 , x' • ... l 

'l . 
E B); polt la. de.6.i-

··1 -

it.ic..i6 n de. la.6 • i... • t.le.11 e. la. m.üma. dü tJt.l buc.i.6 n xk e.. X,1,, • • que. -
. , , 
X, X, •.• y a.6.i 6uce~ivame.nte. 

2 • 

~X , X, ... e~ e6tac.lo11a11.lo. 
1 2 

Atguna.a ve.ce.J.. eJ.. ma.6 · .'.1~nve.1ii..lnte. ve.Jt pJtoc.e.aoJ.. u.tac.iona.Jt.io.6 

que. c.an6.i6te.n de va1t.lable.6 ate.ato1tla6 bi.!ate.Jtale.6, ••• X ,X ,X, ... 
-1 o l 

En e.l contexto que. 6e tiene.,e.ato ae pod1tla v~Jt e.amo una 6uc.e.6.i6n 

de te.c.tu1taa e.mpe.zand~ e.11 et .in6lnito pa6ado y continuado ha6ta el 

6utu11.o .ln6.(n.U:o. 

II.2.3. DEFINICION: Un pltoce6o bi..late.11.al e.6 e.atac..lona1tio, -

6,l 6LL d.i.6.t.11..ibuc.i..6n no de.p1?.11de di?. ta e.te.cc.l6n de.t 01t.ige11, .i.e., en 

té11.m~·1106 de d.iat1t.ibuc.io11" ~, 



-. 

·x .• , 
1 

· .... .-, 
' '~ ! 

>· 

. :,· ', 

X y 'lffl(E 
n 

z. 

II. 2. 4. PROP(>SICION: Vado u.n pilo cu o u.ta.úo na11...lo cut.U.4-

:te.ILal X , X , •• ; , e"..é.4.te un p.lto cu o ei.t.ac-!.o na.11.io b.i.ta.te.11.at •• : 
1 . ;¿ '• 

A A A A A 

X , x, x ... tal que. X, X ..• y·x', X, ... .t.ie.ne.n ta m.i.4•« 
-1 o 1 1 2 1 2 

di.6t11..lbuci.6n. 

Pa11.a la de.mo1,:t1Lac.i.6n de. u:te. 1Le..6ul:tado, e.nunc..laJtemo¡, tai .6~ 

gu.len:te6 p11.opo1,lc.lonea, la¡, cuate¡, a~ enc.u.e.nt.11.an e.~4 J pa.g,27-2l~ 

II.2.5. PROPOSICION: La¡, 6u.nc..ltmea de. düt.JL.lbuc..lon F {x) 
n 

~at.la6ac.e.n la.6 6.lgu.lentea c.ond.lc..lone.a: 

.l~ No-negatividad; palla. lnte.11.valoa 6.lnitoa 

P(X E I , ••• ,X E I) >O 
t l n n 

xJk) t xj, j = 1, 2, ... ,. n entone.u 

.lú'..) 

F (X(k)) t F (X) 
n , n • 

X "" (X , .. , ,X ) 
1· n 

,'Jotr.ma.llzac..l6n: Todo¡, lo6 tlmlte.a de F ex.laten, cuan 
n 



Si. X .. 
j -.. ·1, 

entonc.eA Fn(x) + . o. 

j·= 1, .•. , n, entonc.e.6 F (x) + 1. 
n 

polt.: 

lim F (x , ••• , .Xn) = ·F (X , ••• , X ) , 
X tao n l n- 1 l n-1 

n > 1. 
n, 

II.2.6. TEOREMA: Vado t.ttt c.011ju.11:to de ntú¡c.i.onu {F (x)} 
n 

:iil.t: ~atü6ac.en .<'..), .l.i.J, .i..i..l) tJ .lv) de. II.2.5., e:xú.ten un plLoc.~ 

.60 {X } ~ob.1te. (0., 6, P) ta.t que 
n 

P {X < X , ••• , X < X ) = F (x , X , ••• , X ) • 
l 1 n n n 1 2.' n 

AholLa. pa~a~emoó a demo6t1La1L la. p1Lopo6ic.i611 11.2.4. 

PalLa cada n 6e .tiene 

F (X , ••.• , X ) = P (X < X , ••• , X < X ) 
n 1 · n 1 1 n• n 

•• te11emo6 un conju.nto de 6uncione6 {Fn(x)} qu.e 1Le.6u.ttan 6e.IL c.011-

6üte11.tu. 

:. 3 <x > .tat qu.e. -m 

Á, 

P(X <x
1

, ••• , 
-m 

,. 
X-(m+1)+n < xn) = Fn(x1'''.'' xn) 

:. Se .tienen ; F" } , aplic.ando o.t'r.a vez et .te.olLe.ma -
X ••• X ( + ) , -m - m 1 ~-n 

'.~-
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'' 

"· . te.ne.mo4 que. 3 {Xn l tat que.. 

A A 

P(X < • 1 , ••• , X < Xn) =,F .. " .' ...-. (X 
1' 

x , ~· ... ,xn) 
l n X-m ... X-)111+.¡)+n 2 ' ' 

" .t. A ,... ,. ,.. . P(X < X xn < X ) = P(X < X 1 ' .,.~. 'X_ (m+ l) +n < X ) -.. 1 , ••• , 
1 n -m n 

= P(X <X, ... ,X < Xn} 
1 l n 

:. e.l pJr.o.ce..t.o {X 1
} e..t. e..t.ta.c..<.ona.Jr..lo y ade.m4..t. -m 

A 

P(X 
1 

.l. e.. X , X , ••• 
l 2 

A 

X ' • • • ' 
2 ' 

P-(X < x
1

, ••• , 
. 1. 

II.2.7. PROPOSICION: Se.a. X , X , ... un p.ILOC.e.40 e.4.t:ac..lOt'Hl-
1 2 

Jr..lo tp(X) una.6unc..i.6n 8.., me.d.lble., e.ntonc.e.4 el pJr.oce.40 y , y , ••• 
1 2 

de.6..(.n.<.do poll. 

.... 
DEMOSTRACION: So bJr.e. :R' definir "'k <'x). e.orno 

tpk (X) = .p(xk, xk + 1 ' • • • > = yk 

.<.. e. t.p (X) = 'P (x , X ' • • • ) = y 
1 1 2 1 

'P (x) = 'P (x , X , • • •) = y 
2 2 3 2 
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ao 
:R , e_> .• 

Lo~ c.onjunto6 R = · {W: (Y , Y , ••• ) e: ~} y ,S= {W: 
l 2 

(X , 1X , • , • ) e: A} aon i.guatea, ·ya que: 
l 2 

Sea w E s - (X (W) X (W), ••• ) E A, Se.a X = (X (W) ,x (W) , •• } 
1 , 2 l 2 

:. X e: A .. <vi 'ex> , 'P {X) , ••• >' e B '• (Y , y , •.• ) E: B .... w e: R :. 
1 2 ' 1 2 

S e R. 

Aho11.a. ae.a W e R • (Y . (W) , Y (W) , ••• ) e B ~ (rp (X (W)') , 
1 2 . 1 

vi(X(W)), ••• J e: B, aholLa X= (X, X, ••• )~ (rp(X (W), X· (W),·.~.); 
2 . 1 2 l 2 . 

'P (X (W) ,'X (W) , ••• ) , ... ) e:· B ""' (X (W), X (W) , · •.• ) e: A, .l. e. 
2 3 1 2 

X(W) e: A • W e: S 

. .. 

. .. 
R C S 

R = S • 

tamb.le.n -6 e t.le.ne. {W: (Y , y , ... ') e B} = {W: (X , X , ... ) E A}, 
2 3 2 3 

c.on una demo6t1Laci.6n 6i.m.lla11. a la he.e.ha pa11.a R = s .. 

• {W: (Xk, Xk+i,, •• ) e: A} ademáó &abe.moó que e..t plLoc.e.60 X
1 

,X
2

, ••• 

e6 eatacionall..lo, po11. tanto ~ettemo6 que 
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de donde .tenemo4 que .ta 4ucu.l6n Y , Y , ••• u utaci.oná.tt:.la. 
l' 2· 

II. 2. 8. COROLARIO: Sean X , X ' ••• , va11.ia.bl.e4 ate.ato11..ia4 
.• l - 2 • 

independ.lent:e.4 ident:.ica.mente dú't11.i.buida4, .., (x) una 6unci.~n .. a .. 
medible, ent:once4 

DEMOSTRACION: La 4UCe4i6n X, x. , .•• e~ e4taci.ona.\.la. 
1 2 
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CAPÍTULO 111: TEORÍA ERGÓDICA 

•. 

III.l. MOTIVACION Y DEFINICIONES 

H. punto de pa.11.t.lda ~e. .Ca .te.011.la. 'E11.g6d.lea. e.6 la. noc...ló1t de 

p11.e.&e11.vac...ldn de una. me.di.da., bajo una. t11.ana6011.mac.l6n de.6..ln.lda. -

e.amo 6igue: 

¡ 

III. l. l. DEFINICION. sea. ( íl, 13, µ 1 un e.6 pac.io e.o lt m e.d.lda. V 

Tuna. t11.a.na6011.ma.c.i61t me.d..lble del e6pa.cio líl,B) en ai mlamo, é.6 

to ea T: (íl,B) + (íl,B). Se d..lc.e que la t11.a.n.66011.mac...l6n T phe.-

.&e.11.va la me.di.da µ 6i. y aolo ai.. µ (T- 1 A) = µ(A) pa11.a todo A E B, 

fato i.mpt.i.c.a. que µ (T-K A) =.µ(A) ,K=l,2, ••• donde T-K A = {W:Tk 

W E A} y TK ea la c.ompo6lc.i6n de T c.on 6.l ml.6ma k ve.e.ea. 

El c.otic.epto 6úi.co de un. 6luj o 'puede .tie.lt uaado pa.11.a. mo.t.l

va.11. el ea.tudlo de la.6 t11.a.na6011.mac.ione.6 que p11.eae11.va.n medida.a. -

Un 6lujo puede 6elL c.on~lde11.ado como un p11.oc.eao en el cual un -

aiatema de pa.11.tlc.ula.6 de un 6luldo (e.a.da punto det 6luldo co--

11.11.eaponde a ura pa.11.tlculal 6e muevd poli. la ac.c.l6n de una 6ue11.za 

ex.tell.na.. La 6ue11.za ae aupone que·ea .l~depend.l¿~te del t.le.mpo -

y tal que, a to mif.~ en .t.le.mpo& düc.11.e.toa t=0,1,2, ... e.t ~-fojo -

puede .&e.11. deac.11..lto pon una 6unc.l6n almple T (medible). S.l x ea 
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-· . u.n P!Lnto de.l ftlui.do T x u.11.cf la. po4.lc . .i6n de. ta. pa..itt.tcu.ta. du -, 

pµl.4 de. qu.e. ha. :t11.an1ac.u1v1..ldo un 1ae.9undo; ut. Tª x • T(T xt,.u .. -

l.a. po.6i.c.i.6n de4pul.4 de. do¡, .1a·e.9undo1a 1J aal 4ucu.iya111e.lltt. S.i 
. . 

A e.4 u.n au.bc.onjunto (8011.e.Li.anol de.t 6tu.ido; e.ntonce.4 T- 1 A co 

11.11.e.aponde. al c.onjunto de. pa1ttlc.u.la.1a que. e.4t41t4n e.n A dt1apul1a 

de un ~ eg und·o. 

S.i µ e.a la me.d.i.da de. Le.be.ague. (volumen e.n e.1ate. c.a.60) y -

= µ(Al. 

III.1.2. EJEMPLOS 

a.) • Se.a. íl un.c.onju.nto 6-lni.to.{x ,x , ••• x }, n;;..2 dortde. 13 
1 2 · n 

c.on1ai.4te. de todo~ lo4 ~u.bc.onju.nto1a de. íl. Se.a T u.na -

pe.1tmuta.~i.6n e.le.lle.a de. íl, de.c.i.moa T xi • xi+i' c.on -

lnd.ic.ea 11.e.duc.ldoa m6dulo n, e.ato e.4 T xi • xi+i pa.11.a 

i • 1, ••• n -- 1 y T xn • x
1

• Como T- 1{x
1

} • {x1 _
1 
}, T 

p11.e.ae.11.va. µal y .t.olo 1ii. µ{x
1

} u c.on.t.tante.vi. A.t..l 

ai. µ e.4 u.na me.di.da de. pltobabi.li.dad P, entone.e.a P{x1 } 

de.be. Hit 1/_, '<! i. Paaa1te.moa a de.moat1ta1t tal aM1tma--n 

c.-l6 n: 

Ve.m.- Ve.moat1ta1te.ma6 la ne.c.e..t.-ldad de. La a.6l1tma.c.l6n ya 

que la,au6lc.le.nc.la e.a lnme.dlata. 

. '~ 
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PoJr. .tan.to µ e.ti e.en.tita.tite. 

--1' 

bl. Sea. n = lR, (3 = flCIR), IJ 6ea µ la med.ida. de Lebe6gue. -

S.l T x ,;, x + e, donde. e u una. c.on.ti:tante, en.tone.e&~. T 

plle.6e.Jl.va µ ya. que µ <' • .6 ú1va1t.lan:te bajo tJta~lac..lonu. 

Pa6a1temo.ti a. demo.ti:t'!-a.lt :ta.e. a.n-<.11.ma.c..i61Ú 

_, 

.. ~..'! \ ''" l 

', c.J • 

µ ( T- 1 [a, b] J = µ ( [a - e, b - e) } = ( b - el - (a - el = 

"b-a = µ([a,bJI 

Sea. n el cl1tculo uni:ta.ILio e.n eL plano mz {íl puede 

iden:ti6ic.a1L6e c.on el .in:telLva.lo (0,2n) bajo la co1t1Le6-

pondenc..i.a. eie + e-J. Toma/f.· f3 e.amo loa c.onjunto.ti BolLel 

J. y µ. = p = r;¡:-·. donde A e.6 la. long.i...tud de_ all.CO del c.llL 

c.ulo {o la medida de Lebe.6gue 6ob/f.e [0,2nJ ). A61, 6.i 

A e6 un 6ubc.onjun.to de Bo/f.el de [0,2tr), µ(Al = 

• t¡~,¡-• do, 

Sea. a 6.ljo en to!2trJ y 6ea T t~ ~o.ta.c.i6~ poJt ai e.6 d! 

c.ilL, T'e6td de6ln.lda. en íl polL T(e18 J • eiCG+a) o equ~ 

valen.te 6ob1te [ 0,211) polt T{O 1 ~e+ a (m6dulo 211). Co

mo eic b) T plte.&ellva. a µ poJt ta .i.11va.1t.la11za de la me.d.i-

. da de Lebe6gue bajo t1La.~lac.lone6. 

III .1. 3. PROPOSICION. Se.a T una t1ta.n6 601Lmac.l611 que p1Le6 eJt-



' : 

.~. 

·. 39-~._,-
J'-.... 

';. 

DEMOSTRACION. An.tu que .todo X ( wl u VtVr.i.a.ble. 11.te.a..t.011..t.11. 
n 

po11. que..{Xn(w)c
1
B} ='{X(Tn-i w)c B} -La. compo4i.ei.6n d~ 6unc..l! 

--. 
Con B E ~ •"'• 

Sea. A = {X.& B} e.n.tonce.s t.06 ·c.onjun't.o.s 

.& o n i.g ua.te.i. • 

DEMOSTRACION: R " S, 

Se.a w & S, entone.e..& Tn-l w & A -> X(Tn-l wh Be R poli. -- , 

.ta.nto SCR. S~a. X(Tn-& w) cB 'y w1 ,.;Tn-l w, poli. tanto X(w 1 lcB-> 

poli. .ta. de6,i,ni.c.i.6•t de A,w 1 e:A,i.e. fTn-l 11.1)& A =>.RCS, :. R•S. 

Ta.mbi.~~ .tenemo& que 6i. T e6 medi.bte, entonc.e6 Tn-i .e.& me.d.ibte.. 

e6 dec.i.11.; TC-n+t) A e $. 

Sea.n A.• {wl(X ,X , ... )E B}, Be fS, o .&e.a. 
l 2 (11) 

A• {w!(X(w),X(Tw), ••• Je:B} y 

A " { w 1 (X , X , , , , ) E B } " { w j (X ( Tw) , X ( T 2 11.1 J , , , , ) e B} • 
1 2 3 • 

A61. 6 e ti.ene que w E A <-="> T w E A. 
1 
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1, ' 
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- . . . . 

w E: A 1 <=> (X ( Tw 1 • X (T 2
'W l , ••• ) e: B <=> r.r w E: Á, e6' de.c.;(.lc.; .1\ .. 

• T- 1
• A •'{wlTwe:A}, pe.11.0 polt hi.p6te.t.ü P(T- 1AJ = P(A) e.ti 

0

de. 

· c.i.11.; P(A ) = P( (X ,,X , •• , )e:B) 
' • 1 ' ' 2 

-poi!. la. p~opot.lc.i..6n 11.2.3-
i • 

III.1.4. DEFINICION: Sea. (1R"',f3..,,P) un e.t.pa.c.i..o c.on P:'tóba

b.U .. -i.dad y T ta tllan.6 601tma.c.i..6n de.61..n-lda .&obJte. (IR"', f3 )., 
00 

(T:lR
00

+lR"'J po1t.T(x.,x •••• 1 = (x,x, ••• J. A. uta.t1tan.660Jtm~ 
o 1 1 2 

c.l6n t.e. te. Llama. el c.011.11.i.mi.e.nto un-llate.Jtal. 

III.1.5. PROPOSICION. La t1tan.66011.mac.-l6n C.011.IL-lmie.nto e.ti -

me.d-lble. y p11.e.1ie.11.va a P t.i. y t.6lo t.-l P et. e.1ita.c.i..ona1Li.a. Et. de.-

e.lit, 4..l JJ .66!.o t.-l P(XI (X ,X , ••• x )e: B 1 =· P(XI (Xk,xk+ , ••• 
o l n- l n . 1 

xk+ Je: B J;vn, k•l,2 ••• y todo B e:f3 • n-1 n n n 

\ 

DEMOSTRACION. Se.a xk ( xl = xk, k .. o, 1, 2,.. • • La uta.e.lona. 

t..lda.d de. P e.6 equivalente. a la. e.t.tac.lona.llda.d de.l ptr..oc.e.60 X , 
O· 

X '. • • 
1 

A.ho11.a. no:tem·o1i que. 

T-k{XI (X ,X, ••• ,X )e B} • {Xk,Xk+ , ••• Xk+ )cBn} 6i. T 
. o l n-1 n 1 n-1 

p1Le.6e.JLVa. a. P e.n.tonc.e.6 P(A) = P(T- 1 A)·=· .. = P(T-k A),Ae: fi , POlt 
"" 

11.• {Xj(Y. ,X ••• X. lcB },tu: f3. Entottc.e.6 
o t n-1 n 00 

- .. :_,' 

-( ,' 
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.T- 1A .,·{XI (X ,· ••• ,X.) e B J polt to ta.nto 
l ·. n n . 

,. 
P(A) • P(T- 1 A). 

1J c.omo .ta c.la.6e. M de. c.onju.nt:o.6 Ac e .tal que. P(A) • P(T- 1 A) _ 
Oll 

e.4. u.na claae. mo~d~ona que. contle.ne. a la.4 c.ilind1r.04 me.d~bte.4 ~ 

como e
00 

ea ta min.lma. a-dtgeb1r.~ que. c.ontie.ne. a. lo4 c...l.tind1r.oa, 

entone.u M ,;e..,. (Ve.Ir. (8 J pctgina 14). 

- 1 1 -1 Se.a D "' T {X X e:I , ••• , X e I } • T Ce a ... 
• 1 · n n 

Polt .tan.to' T ea medible.. 

Aho1r.a c.onaide1r.a1r.e.mo6 un ejemplo 6l4ic.o palta mot.iva.1r. e.t -

conc.e.pto di una .t1r.an4601tmac.idn e.1tg6d.lc.a. 

Suponga.moa que. .toa dato.6 de ta c.ant.ldad de lluvia aon e.o-

le.cc..lonadoa de. un name.1r.o g1r.ande de. puntoa de. obae.1r.vac..i.6n a , 
o 

a , • . • e.n toa. t.lempo.6 t•O, 1, ••• 
l 

Supong~moa .ta.mb.lln que. e.t -

c.a..1ttfc..te.1r. utadú.tic.o de. ta.a obu.1tva.c..lonu en a 1 u et m.l.6mo P! 

1r.a toda 1 y e.4.t4n 1r.ep1r.e.11e.n.ta.do4 palta e.a.da a 1 polt una auc.e.a.l6n 

de va.1r..lablea a.le.a..to.1t.laa e.a.tac.lona1r..laa x ,X ..• donde. xn de.nota 
o 1 

la ca.n.t.lda.d de lluvia é.n et .t.i.e.mpo n pa.11.a. un punto a1 •· Supon- -

ga.moa que la.4 a
1 

aon ».i.nde.pend.i.e.ntea» en otlta.6 pa.lab1ta.6 que. a 

la.a a 1 te.a c.01r..1te.6ponde.n una au.c.ea.l6n de. eje.cuc.lone.a .lnde.pe.n-

dle.nte.a de. un e.xpe.1t.lme.n.to no de..te.Jtm.lnta.t.lc.o, donde. una. eje.c.u

cl6n algnl6lca una obae1r.va.cl6n de una auce.6.i.6n de va.1r..lable6 -

ale.a.to1r.laa {X ,X ••• }. 
o 1 
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.· Supon9ctmolt que. e.t p11.oble.ma. u me.d.llt e..t p11.ome.d.lo de. :¿4 · -

cctn.t.lda.d de. lluvia. Un c..ie.nt!6.lc.o que. de.no~a.11.e.mo,.4 poll. A pue.-· 

de. toma.~ ta. lt.lgu.le.nte. ap11.0X.lmac.l6'n: tomalt me.d.ldaa e.n cada. pu~ 

to de. obu.ll.vac.l6n e.n un t.le.mpo t • O y tomctlt e.t p11.omed.lo de. -

lo.4 11.u ut.tadolt. O.t11.o c.le.n.t.(6.lco de.nota.do poll. B pu e.de. 11.itzo nctll. 

tomo· .4.lgue.: Como .todo.4 lo.4 pun.to.6 de ob4 e.11.va.c.l~n .t.ie.ne.n tu -

muma.4 CdJta.c..te.11..(4Ucct.4 u.ta.dl.4.t.lc.a..6, pode.mol. .4.lmpte.me.nte. i..11. ~ 

un punto de. ob.4e.Jtva.c.l6'n e.n toa .t.le.mpolt t •o, 1 •.•• n y p1tome.d.ia.1t 

lolt 11.e.aut.tado.4. EL c.le.ntl6.lco A e.at4 ulta.ndo et he.cho de. que. -

pue.de a.pt.lca.11. un e.ltquema. de. me.di..b.ll.ldad ve.11..tic.at, IJ e.t c.ie.~tt-

6.lco B un e.ltquema. ho11..lzon.tat como lte. .lla1it11.ct en e.t lt.igui..e.nte. 

uqu.e.ma. 

Pu.ntolt de Me.d.ldit.4 
o blt eJLva.c..l6'n t•O 1 2 ••• 

a X X X 
Q o o o l 02 

a X X X 
1 1 o l l 12 

a X X X ... 
2 20 2 l • 22 

• • • 
• 

Laa ob4e.1tvac.lone..6 de. A c.011.11.e~ponde.n 4 la p11..C:me.11.1t columna 

y lalt de. B 'at p11..lme.11. 1te.ngt6n, 



Aho1r.a. A tJ B no. ob.te.ndJr.ctn · ne.cuci11..iame.nte. e..t. llf-Ü11to 1r.uul.ta

do. Po11. e.je.mpto 4uponga.mo4 que. ta. "na.tu.t.ate.za" tanzci Ünct •On!· 

da. hone.4.ta en ca.da. punto de. ob4eJLvac.i6n. Si ta mane.da cae. 

4ot no ha.y ttuvla nunca. Si ta mane.da ca.e. «9ult.a ta callLidad 

de. ttuvia e.4 de. un ce.nt.tme.tJr.o e.n todo4 to4 t.i.e.mpoA de ob,e..tv! 

c.i6n. La. mLta.d de. ·l44 ve.cu "~pJt.ox~ma.dame.nte." de. t44 obAfAV! 

c.ione.4 que. haga A ob.te.nd1tcf un c.e.nt..Cme.tJt.o y ta otJr.a. mitad ce.Jt.o. 

Pe.Jr.o B obte.nd11.cf un"pltome.dio de. un ce.nt..Cme.tJt.o o de. cu.o, de. do!. 

de. no obte.nd1tcfn e.t ml4m~ lte.4uttado. 

Ma.temcf.t.i.camen.te. utamo4 e.n ta 4.i.tcútc.l6n duc..ti.ta en 1 u. J • 

.4 donde B e.4.tcf e.a.te.u.tanda un p1tome.d.io en e.t t.ie.mpo.o Af.a 

(Notemo4 tambiln que 4,l·T e.4 et c.01r.11..im.ie.nto unlta.te.Jt.at, -

xkrw1' • X
0

(Tk wll. Et c.ie.nt.i.6.i.c.o A ob4eJt.va y toma un p1r.ome.-

d.io e.n un i.le.mpo pa11.t.ic.uta.1r., .ttltmemo4.te. a lu. p11.ome.d.i.o: 

n- 1 (Y +Y ••• +Y J 
o l n-1 

Oonde la.4 Yi 4on va1tia.ble4 a.te.atolt.ia4 .inde.pend.ie.nte.4 to

da.4 teniendo la m.i4ma di4tltibuc.i6n que. X • A4.i et lr.e.4ulta.do 
o 

de. A 4e. ap1r.oxima1tcf a: 
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EX ~ ·1 X dP o· o 
n 

P41l.a que A y B ob.tuvie4en et ml4mo ~e•ultado debe/f.~amo4 

.tene1t. 

- E X (TkWJ -- X dP 
1 n-1 J 
n k•o o íl o • 

En gene1t.al no4 pode~o4 p1t.egúnta1t. bajo que condléione6 p~ 

Jt.a una 6unci6n f·integ1t.abte en L 1 (íl,~,Pl 4e tiene 

( 1 1 • ; • !. E f (TkW) p.d, f dP n-1 J 
n k==o íl • 

En pan.tlculall., 4l f e4 el lndlcadoll. IA de un conjunto me

dible A, la pll.opledad {l) no4 dice 6lmplemente que el núme1t.o ~ 

pll.omedio de vl6lta6 de w a A en lo6 p1t.lme1t.06 n pa6o6 conve1t.je 

a P(A) e4to e6 

{21. ... 

Aho1t.a 6upongamo6 que A e~ un conjunto ca6l lnvaniant~, en 

otll.a6 palabna6 A y T- 1 A dl6lenen 66lo pon un conjunto de medi

da ceno. (Cuando la na.tunal e. za tan rn utta moneda pana de.telf.ml- -
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ruilt. ta e.anti.da~ de. t.tuv..C:a, pode.mo.6 toma11. A ,, · {1f:.X
0 

(WI ,, 1}1 f . 
.. , 

· como te.ne.mu ta.6 4.i.g u.le.ntu 11.e.tctc..lo u.4 

.. 

T- 1 A='{W:'TWEA} .,·{W:TWE{W:·x {W) ""l}}11'{w:·X ('J.'WI• 1} •· 
o • 

•. {W : X (W) • 1} 
1 ·1. 

: • . T- 1 A•. {W ·: X (W) • 1} 
1 

:. W E A <=> TW E A 

1 n-i I.(TkW) • I {W) 
:. - . ~ n . A . ttn • 

n k=o 

A4.i. ta ó1te.c.ue.nc.lct 11.e.tat.lvct de. v.i.4.l.ta4 a A no pu~de. con-

ve.11.ge.11. a P(A)e.~ce.pto cuando P(A) •O o P(A) • 1, inveA4ame.n~e. 

e.t te.011.e.ma E1tg6d.lco puntual 111.3. implica que. to.6 ~nico.6 con

juntoa lnva1t.i.antea· aon aquelLo.6 que. t.lene.n p11.obabilldad O o 1 

cuando ta conve.11.genc.la (JJ ae. da. En ta 4iguie.nte. 4e.cc..C:6n no4 

p1tepa1ta1temoa pa1ta ta demoat1tac.l6n de. l4te. 1te.6ultado b4.6.i.c.o den 

tito de la Teo1tla E1tg6d.i.ca. 

III.2. CONJUNTOS INVARIANTES y·ERGODICIDAD 

III.2.1. DEFINICION: Sea Tuna t4ana601tmac.l6n que. p1te-

ae1tva medida aob1te (n,a,PJ. Un conjunto ei .i.nva1tlante. .fbajo TI 

a.l 1J aolo a.i. T- 1 A ,. A, éato ea w e A 1.J.. IJ. 4olo .t..l TW e A. o· -
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u.a 4.i A u .inv4JL.C:a.nte. e.n.to ncu T : ·o + .o .!-.te.va. .l manda.) A e.n -

A. 

9e. igual. 40Jtma un conjun:to A u ca.4.l .invaJt.lan:te. .ti.l y 4o: 
.,,,..-

to 4-l A IJ T- 1 A d.C:6.C:e.Jte.n poi!. un conjunto de. me.di.da. ce.Jto, e.n -

otJta.4 p4la6Jtu p {A AT- 1 A) ,. o. 

III.2.2. PROPOSICION. La. e.tau. de. c.onjunto4 i..nva.Jt.lantu 

u untt a.; 4l9 e.bJta. I. 

DEMOSTRACION. Se.a I(T) ta co.te.cc.i6n de conjunto~ .inva-

h...lantu ba.j o T 

a) +e l(T) ya. que. T- 1 (IJ)· • {W: TW e 4>} • 4> 

:. Ac e 1 (TI. 

c. I 
... 

,. n~1 An :. 
.. 
u A e J(Tl ~ f(TI e.4 o-4.tgebJta.. 

n•1 n 

III.2.3. DEFINICION. Sea T una t11.an6601Lmac.idn que. pJte.4e.~ 

va me.di.da aobJte ( n, a,µ l, 4e. d..lc.e qu<'. T u e.11.gddic.a. 6.l pa11.a. ca.

da A e J(T) µ(A) • o o µ(O-A) = o e.6 de.c..iJt 6.i I(T) • {~,o}. 

Una p11.e.gunta que pudie.11.a au11.g.i11. c.on 11.eapecto a. c.onjuntoa 
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c.onju.nto4 .lnva.tt.itlntu c.on4.ldVtable.111e.nte. d.i,Ut.lltt. dt. .t.a. el46e' 
" 

' - - ~ ~~, ............. , 
. de. conjunto.a c.a.4.l .lnvatt.la.n.tu '!. . /. 

III.2.4. LEMA. 

al . S.l A e..a un conjunto c.a..a¿ invattian.te., e.ntonce.6, e.x.i6tt. u• 

conjunto .lnvat\.lante B .ta.l que. 

P(AABI • O 

bl Una tt\an.t.6ot\mac..l6n T e..a e.t\gddic.d .ai' y .t.6lo 4¿ pat\a. ca.da. 

c.onjuttto A c.a.6.l .lnva.tt.ia.n.te. .ae .t.ie.ne. que. 

al 

µ(A) • O o. µ (íl-A) " O 

DEMOSTRACION 

Se.a B • lim Su.p(T-n Al • ñ Ü T-k A y .ae.a A ~ 
n n=o ksn . n 

= Ü T-k A n"' O 1 
k=n ' ' • • • • 

• 
... 
" n=o 

... . " n= o 

T- 1 A ,, ñ 
n n=o 

... 
n A • n=o n+1 

... 
n A n .. o n+1 

... 
() 

n .. o 

pe.t\o te.ne.me.a que. {A } e.~ n. 
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-1 • - -: •.. T B s • n A . .. n A . .. -n 
n•o n+1 nz1 n n•o 

CD . -k 
k!Jn T ·. A • B 

ñ a -k CD . CD k 
:, B·~-~ k~nT A•nQ

1 
k!ir'n'{W:T WE A} 

aholl.a (At.B) • (A-B.Ju (B-A) ck~o(T-k A6T-(k+l)A) • 

• ü [IT-kA-T-{k+l), U(T-(k+lfA - ~-kAI] 
k•o . . · 

ya. que.· 4Í. W e A - B e.ntonc.e..6 W e T-n A pa.1ta un núme.1to M

n.l..to de. n - s i.nc.l.uye.ndo al. e.e.JI.o. (ya que. .6..l w e T-n A -

pa1ta. un nitme.IL~ ..ln6i.n.é..to de. n - s ui.tonc.e..6 W e BI; A.6.l 

W e T-k A-T-{k+i)A pa11.a·a.l.guna. k = 0,1 ••• aho11.a 4.é.. 

W e B - A -> Tn w e A pa.11.a un núme.11.0 i.n6i.ni.to de. n - s -

pe.1to W ~ A. Si. k·+ 1 'e4 el en.tell.o m~4 pequeño ta.t que 

Tk+ l w E ~ e.nto nc.e.4 w E T- (k+ d A - T-k A ( é.6te. e.n.te.11.0 -

e.xi.4te. ya que w ~A). 

Como P(T-k A 6T-(k+l) Al "P(A6T- 1 Al "'o ya. que. 

(P(A6T- 1 Al "P(T- 1 A6T- 2 AJ y a.6.l .6UC.U.i.va.me.n.te.J. 

Se. .6.é..gue. que. P(A6B) = O de.blda a ta. ~uba.dlt.lvlda.d de. ta. 

me.d,i.da. P 

P(A6B) e; P( Ü ('l'-k AtiT-(k+i) AJ)<: 
k"'o 
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: • . P(AABI ,, .o.· 

DEMOSTRACION. 

b 1 Sea. T e.11..gd,d.C:ca. y 6 e.a A un conjunto ca..6.i .C:nva11...c:a,.te., u'-

. .toncu u:ú.te po.lr. (al un conju.ntp B ..C.nv411...ia.nte. ta.t que. -

P(AAB)•O 

:. P(A) '". P(BI 

:. P ( B) = O O P ( n - B J = O pe.JI.O 

P(íl - A) = P(íl - B) y P(A) • P(B) 

.. P(A) =O o P(íl-A) =O. 

EL lnve.11..60 e6 cta.11..0 ya que todo conjunto inva.11..lante e.4 ~ . 

ca.6l .lnva11..lan.te. 

III.2.5. DEFINICION. Sean X(W) una va.11..1.abte. a.teato11..l4 60 

b11..e (íl,6,P), Tuna t11..an66011..macldn que p11..e6ell..va medida; enton--; 

ce6 X(WI ea una va.11..la.bte aleato11..ia ca6.l inva.11..iante 6.i y 6oto -

6l X(W) = X(TW), pa.11..a ca6l todo W en. 

III. 2. 6, X e6 inva.Jtiante 61. tj a oto 6l X e6 t (TI me.d.lb~e, 

DEMOSTRACIO~. Sl X e6 .ú1va11....la.nte, en.to nc.e.6 pa11..a cada 

x,{X < x} e 1 ya que .6.l A ,. {W: X(W) < x} en.tonce.6 



- so -

T- 1 A::'{W:TWE A}•;{W;TWE.{W:X(W)<x}} • 

-;,-{W:X(TW) < x} •'{W:X(WJ <X} •A • 

• ". X U J me.d.lbte. 

aho~a con4..lde.~4mo4 ta cta4e. l de. toda4 l44 6unc.lone..6 me.d-lble.4 

4ob1te· (íl,l) que 4on -lnvalL.lante.4. 

l u cuitada bajo comb . .inaclone.4 line.alu y X e l, n 

.. ~Xn(W) t X (WI 'YW .lmpt..lca X(TW) = lim X (TW) • lim X (W) • X(WJ n n n n 

:. X E t.. 

~ t contlene a todaa la.a 6u11clo11e.a medible.a no negat.lvaa 

aob1r.e lri,l). (ve.Ir. (4) pag, 32) • 

.. Ca.da. 6uncM11 med-lb.te aoblle (n, 1) e.a .lnvalllante. 

ÍII.2.7. PROPOSICION. Un.conjunto A E e ea -lnvallla.nte 4.l 

V aolo a-l IA ea una. 6uncldn lnva.1tla.nte. 

DEMOSTRACION •.. 
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III. 2. e. DEFINICION. La. d.i.ata.nC..i.a. e.nt11.e doa conjun.toa me 

d.i..ble.a A ,B E e e.6 : 

. ~ 
d(A,B) = P(AllB) 

Ve.moa.t11.a11.e.moa que. en 11.e.a.lLdad lata 11.e.lacL6n de.6Lne una -

mU11..lca.. 

L) d(A,Bl ;;¡¡, O úime.d.la.ta de. ta de.6-iltLcLón 

L.l) d(A,B) = O ~ <=> A = B modulo P. 

DEMOSTRACION. 

P(A6B) =O•P({A-B)\J (B-A)] 

:. 'p(B - Al =O "'P(A -B) 

.a.lJ d(A,Bl = d(B,A) LnmedLata 

.lv l d(A ,A ) C d(A ,A ) t d(A ,A J 
1 3 l 2 2 3 

i. .• e • P (A t-,l\. } < P (A !:.'/\. ) t P ( 1\ /J.A J 
1 3 1 2 ?- 3 
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A AA ,, (A - A J U (A - A J 
1 2 1 2 2 1 

A t:.A ". (A· - A J ,U (A - A ) 
1 J 1 J J 1 

A t.A ,, (A - A ) U (A - A ) 
2 3 2 a J 2 

( JL .• A - A e (A - A ) u (A - A J ya. que. ~e.a. 
l. • 3 1 2 2 3 

X E A - A => X E A 1j X f. A' => (X E A 1J X '/. A 1J 
·1 3 l' 3 1 2. 

X '/. A ) 6 (X E (A y A ) 1J X <F A ) · -> X E A - A uA 
3 1 2· 3 1 2 3 

4 X e A - A => X e (A - A u A l u (A - A ) 
2 3 1 2 3 2 3 

• (A - A.) e (A (A u A , l u (A - A , e (A - A , u 
l 3 1 2 3 2 3 1 2 

u (A - A ) 
2 3 

de igual mane~a obte~emo6 que 

(2 J ... (A - A 1 e (A - (A u A ) 1 u (A - A , e (A - A , u 
3 1. 3 2 1 2 1 3 2 

(A -A 1 :. de. (1) !J (21 obtenemo6 
2 l 

P((Al -A3) U (Al ·-Al))< P{[ (Al -Az), u (A2 -Al)] u 
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' ' 1 
[ (A - A J U (A - A JI J · • P ([ (A - A J u (A - A JI u 

• ,2 2 1 l 2 2 l 

[ (A - A J V (A - A J) J "' P (A AA u A A A J < 
2 • 3 ,3 2 1 2 2 • 

< P(A AA J + P(A l:i.A ) 
1 2 2 3 

.l.e.. P(A AA J < P(A AA ) + P(A l:i.A ) 
1 3 l .2 2 3 

III.2.9. PROPOSICION. Se.a J(T) el conjunto de toda4 la4 

,, 6unc;tone.4 .lnva1L.lante..6 bajo T. Et e.6pac..lo t.lneat J(T) e.4 un 

4ubupac..lo t.lneat de. Ll (íl, 13,p). El upac..lo ml.t11..lc.o x
1 

-

~~{IA: A e I} e4 .laoml.t11.lc.o a I bajo ta t1Lana6011.mac..l6n 

DEMOSTRACION. Sean f,g ·e J(T) => a f + b g E JiTJ 

' Sea· h = a f + b g po11. demoa.t1r.a1t que h CTW) .. h (W) 

h(TW) =a f (TW! + bg (TW) ,. a f (Wl + bg (W) = h(W) 

i.e. 'd(TA,TB) • d(A,B) 



,; 

.· III. ~ .10. LEMA •. · Se.a. T que. pJLe..U . .\V4 me.d.ida f.K (n, 8,P J f.K 

.tonc.e.4 la.6 .6.i.gu.i.en.te.~ c.ond.i.c..ionu .aon. e.qu.iva.le.n.tu • 

.l) 

-l.i.J Toda. 6unc..i.6n c.a.a.l .lnva1t.lan.te. u cu.l una cou.ta.n.t:e.~ 

-l.U J To da 6unc..i.6 n .lnva1t.lan.te. e..a e.u.e: unci e.o n.a.tan.te. . ., 

. 
DEMOSTRACION. a'=> b. Se.a. q una 6unc..lc1n c.a.a.i .lnvM.(.an.te. e.n-

.tonc.u pvia).E :R. Se.a AA• {~Jg(W) <.>.}que. u un conjunto 

c.a.6.l .i.nvt:IL.lan.te. ya que. 9 ('lW) • g(W) .c.a.6.l do·nde. qu.i.u.a. Ya que. 

T e.ti e.11.9 6 d.lc.a => 

¡I 

·Sea e" sup 0.IP.(A>..I "'O}, e e.6 6.i.n.i..to ya. que. A>.tn 

.cuando.>.. t .., y .6 e .tenclU.a. µ(A). J "' µ ( íl J .. 1 c.on.tJtad.i.c.c.-i.6n 6 A~ f íl 

cuando >.. i - "" (múmo 1¡.azonam.i.e.n.to que. ~n.te.& J e.n.tonc.e.4 

' 1 
p{WlgfWl <e}•µ( o·{Wlg(Wl <;c--}J •O 

n=1 n 

S.i.m.i.tallmen.te .&ea>.. E:R, A~• {Wjg(W) > >.}, que. e.6 un c.on

jun.to c.a.6.i. . .inva11..ian.te ya que g(TW) • g(WJ c.a.4.i. dondequ.i.ella. y ya 

que Te.& ellgdd.i.c.a µ{A~l = O 6 µ(AA) ; o .. Sea e' ··inf 

O.jµ!Axl "O}, e' e.& 6.ln.i..to ya. que A~ t íl cuando >.i-cn 6A>..fn 

c.uo,ndo >.. t .... En.tonc.e.6 
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AhoJr.a. e' • e ya. que. poJt. un la.do .6 e p.i.de. que e = sup 

'{llµ!A1 1 = O}~ poli. o.t1r.o t.e. pi.de: que e' = inf {ljµ(All = OJ 

donde. A,_ iJ A~ ,, 6on e.amo ~e: et.pe:c.l6.lM a.~i.te.t.. 

Polt .ta.n:to 

JÍ{Wlg!WI >e} "'MfWJg(W) <e},. O 

En.to ne.u 

. g(W) "'e 

Ca.&.l don.dequ.i.v1.a.. Et. de.e.Di. g e:& una. c.ont..tan..te: c.a.&.l do~t-

de.q ui..e.11.a. • . 

b) => e) Toda. 6unc..l6n .i.nva.11..lan:te: e& c.a.&l .i.nva.11..la.n.te 

e) =>·a) Sea A E I (TI y IA e.e -lnd.i.c.a.doJt. de 'A, que e.& una. 6u~ 

c..l6tt úiva.11..i.an.te • 

. 
Po1t. .tan.to 

I e.6 CMl dondequ.i.e.Jt.a un.a. co>t6.tante. 
A 

Si. IA"' O c.a.6-l dondequ.<.e1r.a e.n.tonc.e.-6 
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• 1 · cu.l do nde.qu.le.lttt. En.to ne.u 
¡. 

'µ(Ac). JílIAº ~'' .• -Jn1- I,_dµ. 9 

· .. PoJL .ta.n.to. 
.... , ' 

T e.6 e.Jr.g6d.l.c.a.. 

III.2.11. DEFINICION. Sea. T una. .t.JLa.n.:66oÁmac.l.dn que plte.-

Ú.Jtva. me.di..da. en et. upac.i..o de. p11.obab.l.t..ldad Cíl. e, l'). T u una. 

mezcla. 6i.. y 6olo 6.l. • VA,B E f! 
·, 

lim p (A n '1'-nB) •' p (A) p (B). 
Il-HD 

La Jteh.tJticc.i..6n a. una me.d.l.da de. plr.obabi..ti..dad eh e.ace.nc~al 

a.qui. Si.. polt _e.je~pto T &ueae una me.zeta con Jtehpec.to a µ, ae.a 

A = B = íl ento.ncea obte.ne.mo.6 µ (íl) = [ µ (íl) J 2 poi!. tanto. al.. µ u -

6.lni.ta debe ae.11. l; al.. µ(íl) = w y A ea un conjunto con me.d.lda 

6-lni..ta. y po6.lt.i..va, .tomemo6 B = íl, entonce.6 

La p11.opiedad de aek una. mezcla tiene la aigulente i..nt.e.11.

p11.~taci..6n in.tuitiva. Eate ejemplo ea debido a Halmoa. 

Si ve.moa a T como la deacJti..pcldn Je un 6lujo como ae hi-
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zo en ta d.l~c.u4.l6n po.&te410.1t. a III.1.1. 
,· 

Supon9a.mo4 po.lt. ejemplo que. un va.60 e.4 lle.na.do '-

c.on un t.lqu.ldo quP e.a 901 9.lne.b.1t.a y 10% ve.Jt.mouth~ la4 pa..1t.t.l~u

ta4 de. ve.Jt.moutlt oc.upan el conjunto A, tu. pM.¿Uc.ula.4 cie. 9.lne.-.-
.• 

bJta e.l conjunto J'2 - A. 

Ve.4pul4 ap~c.a.mo4 una 6ue.1t.za.exte..1t.na. c.on un a9.lta.do.1t.; 

la4 cond.lc..lone.4 del c.onte~do 4on obae.1t.va.da.a e.n loa t.le.mpo4 -

t=0,1,2, ••.• 

S.C B e.4 un conjunto de. BoJt.e.t del conte.n~do, Sea P(B) et -

volumen de B d.lv1d.ldo ent:1t.e et volume.~ de.t c.o•tte.n.ido de.l tota.l. 

(A.6.l P(A) ".1), 

AhoJta. e6 Jta.zona.ble eapeJta.Jt que al et pJtocea~ de mezc.la.Jt. 

4e c.ont.lnua. pa.lt. un peJtlo~a de· tiempo gJtande, el poJtc.~nta.je de -

ve.Jtmouth en B .&e.Jta. ap.1t.oxima.da.mente. et miamo que e.t ponc.e.ntaje -

en et contenido total, a. aabeJt un 10%, 

Pa4a t.1t.aduc.i.1t. e.&to en teJt.mlnoa Matem«t.lc.oa, note.moa que -

al W ea un punto· del contenido y una paJttlc.ula. e.ata ln.lc.la.lme.n

te en W, entone.ea T"W ea la poaic.lon de ta paJttic.ula. n aegundoa 

de6pué.t., aa.l e.t conjunto de pa!tLi.cuta.a de ve1tmout:h que ea tan c.11 

Ben el tiempo t rn ea 

{ W E A : Tn W E B} " A n T. n B, 
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La pll.opolr.c..idn de. ve.Jr.mou.th e.K B e.n e.l t.C.e.trrpo t " n U -

P (A n T-n Bl IJ la. pttopi.e.da.d de Ae/f. 111e.zc.t4 ta. Vl.an6 601tmaci.6n T 
. P(B) 

P(A n T-n·B) 

P(BJ 
-> P(A) ,. .1 

•.,-,' 

(La pltop.ie.da.d de. 6e.Jt me.zeta e.11 111«6 6uvt.te. que. e.ttgodici.

dad, c.omo 4e. p1toba.11.4 ma4 a.delante). 

111.2.12. TEOREMA. Sea Tuna .tJtan46011.maci.6n mezcla e.n 

(n,a,PJ. En-tonce4 T e.4 e1r.g6dica.. 

DEMOSTRACION.·.SR-4·B e IJTJ ,' S.i .1\ E a, en-tonc.e.4 e.amo B ,, 

= T-n B, tenemo4 

Si hac.e.mo4 que. n + ~ y u4amo4 ta pll.op.iedad de. que. T e.A -

una me.zeta, obtenemo4 

P(A n B) r: P(A)P(B). 

Pe.11.0 como A e.4 un conjunto a11.b.it1r.a11..io en a podemo4 tomall. 

A ,. B y µ011. tanto 

P(B) " [ P(D)] 2 
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. Po1t .tanto 

P(B) ::: O 6 1 

III.2.13. TEOREMA. Sea.Tuna. .tlta.na601tma.c.l6n qu.e. plt.e.&e.11.va. 

medida aob1te. (íl,e,PI. Se.a. e
0 

un dlgebJt.a. de. aubconjuntoa d~ íl -

ta.l que la. a-dlge.b1ta. ge.ne.Ita.da po1t e e.a e. Si La. condlcl6n de 
Q 

me.zeta. ae cumple pa.1ta. todo A,B E e , uta a e. cumple pa.11.a. -todo 
Q 

A,B e: e. 

DEMOSTRACION. Se.a.n A,B e: f3 y {Ak} e: $
0 

y {Bk} e: e
0

, t.uce 

alone.~ de. c.onjuntoa ta.le.t. que 

lj 

Aho1ta. a6.l1tmamo6 que 

B + B 
k 

Ve.mo~t1ta.ci6n de la a.6l1tmac.L6n; 

Se.a. X E ~ .lmpi.lc.a 

-lmpUca 

.lmpl.lc.a. 
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., 

'· 
(A n T-nB) )1. 

/'<~" 

X e: A lj y Cxt~· tJ 

Po11. .tan.to 

Segundo c.a..60 



( 3) 

., . "' 
,, c..llf n ~,, 

' - _, 

'~:·:;: 

.··. · .. 

'.· ¡·. 

· .Pof!. .ta.n:t.o 

de. (JJ y (2! ob:t.e.nemo.e. qu.e. 

e uc .e o uo 
l :2. 1 :2. 

Ve..e.tlJr.Jt..olla.ndo la. c.on:t.enc.i.6n ·¡3¡ 6e. demu.e.4.t:lta .la a6.i.1tma--

Con:t..i.nua l~ de.mo6t1tacldn del teo~e.m«. 

Atil la. ·p11.obab.U . .lda.d de.l conjunto de. la. .lzqu.ú .. Jtdo. e.6 me.-

noll. 6 .i.gu.al qu.e. 

la. e.u.al t.lende a. ce11.o cuando k .,. "'• un.lócJLmeme.nte en· n. 

Poi!. tanto 

UnlóoJr.me~enti en n. Potr. hip6te.6i6 

PoJL tanto (u.aando e.l te.a~e.ma del llmite dable) 
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IJ e.l te.011.e.ma que.da de.mol.tll.ado. 

El l.~gu~e.nte. 11.e.l.ultado b4.6~co e.n te.011.ia de. la me.d~da 4e. 

u.6all.a 611.e.cue.nte.me.nte.. pa11.a .6u de.mo4tll.aci6n ve11. [JJ p.50. 

III.2.14.TEOREMA. Sea T: (íl,al + (íl ,IJ 1 una. tll.aM601tma-
o º· 

ci6n me.d~bi.e., µ una medida .6ob11.e. a. Se. ae.6ine. la me.dida P.T e~ 

mo 

(S.(: íl .. íl , f3,. 13 y T pl!.Ue.11.va. ·a p.,e.ntoncu µT· "'P.) 
o o 

f : ( n , e 1 .... < ii, a· 1 m. 1 1 y A e: e 
o o o 

e.nto ne. e.6 

1,,_ 
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En e.L 6e.ntldo qu~ 6l una. de. l~~lnte.911.a.Le.a ·exl4te a.6~-: 

ta.mb..i.én la. ot11.a. 'y ..e.a..6 .l1t.te.g1u:tl.e.6 Mn i.gua.Le..&, ' 

:III.2.15. DEFINICION. La. üomet11..(a. útd~c..lda pOll. una 

.tfr.atu601Lmac.l61t T: !l -i- íl e..6 .ta 6unc.l6n 

,, 
T: L1 {íl, 13,µ) + L~ (íl, 13,ll) ta.t que 

,, 
T f • foT 

III.2.i6. La .l~ome.t:IL-la. .i.tiduc..lda. poli. una t:1Lcu166011.mac.lón T 

que. p~e.6e.ll.va me.dlda..e.a una laome.t11.La. Llne.aL de. L1 en L1 • Sl f 

f ;n f dP = f f dP 

DEMOSTRACION 

afio Ita. 

,., "' ,., 
T(af t bgl " a T f t b Tg 

"' T(af+bg)" (af+bg} ·T=af(T) +bg('r) 

,, "' 
"aTf+bTg 

·.r·'. .. 
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·. • ta.mb.le.n 

. JT2f dP F Jf.(T2 )dP ~· f f dPT2 ~.Jf dP 

ya. que. 

p = p "' PT2 = ••• 
T 

\ ~: 

III.2.17.EJEMPLOS. 

Se.a Tuna. pe1tmuta.cl6n de íl ,.·{x , ... ,x·}, n > 2, µ una. 
i n . 

medida 6ob1te todo¿ lo6 6ubconjun.toa de íl que a.algna lgua.t 

pe6o a cada punto den.tito de un ciclo dado de T. (Cuando -

habla.moa a.cenca de la. p1topleda.d mezcla.6uponemo6 queµ e.a 

una ~e.dlda. de p1toba.bllidad; aupon~lt ·.tamble.n que 

rene.moa que T ea e1tg6dlca 6.l ~ a6lo al T .tiene a6lo un 

é..lclo. f6:to &e.6.lgue P.01tque. lo& Únlco6 c.onjun.to6 .lnvMlantea 

aon unlone.6 de c.lc.lo6 de T (y et conjunto va.e.lo). 

Pelta T no puede·6clt una mezcla. 
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e..a lHt c.i.c.lo dado de. T. y que Txi ,;: xi+i' c.on .índi.c.e.a 11.e.-

duc.i.doh módulo K. 

:SuponelL que. K ;¡¡. 2, .a.l K = 1, ·{X } u un c.onjun:to .lnva..1r.i.a.n 
l 

·te. no t.11.ivi..a.l. 

Sea. A = B = {xi}, entonce& 
.. 

.An T-nB =A .6.l n u u11 mult.lpio de K y e..a el conjunto va. 

c.i..o e.n at11.o c.a.ao. 

Pon t~nto T no puede &ell u"a. mezc.La.. 

bl •. Séa Tx = x +e &ob1te m, c.011 conjuntr:.~ de bo1td. y fo medida 

de L('.be-~gtu?.. Entone.u, T ne l'.6 c.11.96¡Uca. IJG. que ~,¿ toma~-

mo& 

a> 

A" V n=-"" 
(ne, ne + e) , . 

2" 

ea un c.onjunto· ~nva1tlante qu~ no ea ni el va.e.lo ni. e.l 

total. Vemo.at11.ac.i6n de que A e& inva.11..la.nte 

Sea 

:1 

.. 
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xe (nc,nc+~I ~-atgUMn' 

Tx~x+c E((n+11c,(n+1)c+~I CA 

e) Se.a T ta t1tan4601tmac.i.6n ~~Jl.Jt.i.mie.nto unit«t~Jt«l (6 bitat~ 

JI.al) de6inida 4ob11.e el e4pacio de toda4.la4 4uce.4~one.4 -

in6.lnita6 con un 46lo 6inat (6 c.on doble 6inal) de riume-

1to6 1teale.5. 

El p11.oblema e-& e.iic.on4a11. c.ondic.ionet. 4ob11.e. P t,a.t que. T -

6ea e1t96dica 6 me.zeta. 

Polr. !.o e.u.al c.on6ideJtalLemo4 e.l c.a.4o ui el e.u.al la-& vaJ1.ia-

e.~ d ec.i..IL 

n 
P{W:X.(W)e: A.t. .•• i .. 1,2, ... ,n} = .n P{W: Xi(WI e:Ai} 

.l. .t.=1 • 

"11 A , A , ••• , A , e.o 11 Ai E 8 y V n "' 1, 2 ... 
1 2 n 

En e4te c.a-&o T Jte4ulta 4ell. una mezcla (po1t tanto e11.g6di

c.a) • 

DEMOS'rRACION: Sea A= {W: (Xo(WJ, ••• ,xk-1(Wllc Bk}_ y 

B = {W : (X (WJ, •• , X (WI Je a' .. } d . .t.lnd11.o-& med-lblu. Pa11.a n -
o r- l .. 

6u 6.lc.ú>.n.te.mente 91tande. .te.ne.mo6 que. n > k - 1,- polr. tan.to to4 .tnd.<. 



,)''. 

.. . ·.:'"<l..,: :.. 61 :.. 

cu úivo.t.uc.1ta.do6 en la..& de6.in.lc..ione..& de lo4 c.onii:-.nto.a 1' IJ T-n 

B .aon d.l.at.lnto.&. 

Po~ lndependenc..la 

P(An T-nB) .. P{W: (W , , , • ,Wk le Bk, (W , ••• ,W '· 1 e:B'r} 
o· . -1 n n+r-1 

• P(A) P(T-nB) •.P(A) P(B) 

polt tan.to.la c.ond.lc.l6n de mezcla. .&e cumple pa.lta todo6 to.& c.l-

.t..lnd1to.6 med.ibte6 y polt 111.2.13 la. c.ond.lc..l6n de mezcla. .&e cum-
·' 

ple V A, B E: e , . 

Po1t tan.to T e6 mezcla.. 

II.I.2.13. DEFINICIONES. Se.a Tuna. t1ta.n.&601tma.c..l6n me.d..lb.te 

(no ne.c.e.&a.1tlamente p~e.4e1tua a.µ) en (n,e,µl, 

a.) T U .1tec.u1t1tente . .&-<'. tj .&6lo 6.l "t A e e lj c.a.&.l .toda W e: A -

TnW e A, pa1ta. alguna. n ;;. 1. 

' 
b) . T U út6út-<'..ta.mente 1te.c.u1t1t.ente .&i y .&oto .6.l VA t e 1J c.a.Ji.l 

toda. w e A, TnW e:A pa.1ta. un 1túml'.ILO út6-<.'.n.l.to de n - a. 

c.) -1 -2 , Un conjunto Be: e e.& via.je1to 6-i.. /.J ~,6.f..o .&.l B,T B, T B,. .. , 
.• 

.&on düjuntc.&, 

d) T e.& c.on6e.1tva.tlva. 6-<'. y 66lo .&.i. .tado6 6u6 'c.onjunto6 vúij~ 

1to.& tienen.medida. c.e1to •. 



' 

III.2.19. TEORF.MA. Se.a. T: n+ n una t11.an46~11.111ac.l6n me.di-

ble.. T e.4 útcompll.e..6.i.ble. ~,,<.y 46to 1d. T- 1 .A e A-.> p(A-T- 1.AJ ~o •. 

DEMOSTRACION. ~>) Supone.Jt que. T e4 .incompJte.4.ibte. y que. -

. T- 1A e A .lmp.t..lca. Ac e 'l'- 1Ac • (T- 1AJC -> µ(T-1Ac -ACJ. o • 

= I' (A - T- 1A) poJt .tan.to p (A - T- 1A) • O. 

<- J Sú.pone1r. T- 1 A e A ==> p (A - rr· 1 AJ • o. Aho11.a. u.a. B un conjunto 

.tal que. 

poi!. .tan.to 

P(T-~B -B) = O. 

III.2.20. TEOREMA. La..6 4.lgu.lente.4 11.e.la.c.<.one.4 .6on e.qu.lva.

lente.4. 

1 ) T e.4 .lnc.omplt u . .lb.te 

2) T e.ei c.on.6e11.va.t.lva. 

3) T P...6 1tec.u11.Jc.en.te. 

4) T e-6 ,¿y¡ 6.ü¡.Lta.mrnte. 11.e.c.u11.11. e.11.t e 

et e.eique.ma. áe. la d emo .6 .t11.a.c.,l6 n e-6 et .6.lgu.len.te: 



.-- .. -· 

,, . 

. . 

->iJ, 41 => 3), 1) -> 4) 

DEl«>STRACION: . 

1) ==> 2). Se.a A un conju.n:to vi.a.je...11.0 y .6e..a 
.· 

Entoncu 
.. i 

V a.de..m&f.6 

-.. :..:. 

Pe.JI.o 

Ya que to~ conjunto~ T-n A ~on di.~junto.6 

:. µ(A) "'O 

2) -> J) Sea A Cr>,, A n o 
n=1 

palt.a a.lg una n > 1} • 

Sea. C•A-A<r> 11{W e AITºw t.A, vn > 1} 

p. f). 

µ(C)·~ O 



\ 
. ' 

e e.~ un c.onjunto v.i..a.je.11.0 ya que. 

En g e.ne.11.al 

. 
"T-nc ... {W IT~ e 'A pe..,.o Tkw t A k rli n} 

6 .6e.a. e u un ~onjunto v.i..a.je.11.0 y po11. h.i...po.tui.~ (21 ta. me.d.C:da. - 1 

', · de. todo c.onjunto vi.aje.11.0 u O. 

Po1t·ta.n.to 
... . .f p(C),. O • 

.l.'e.; · pa.Ít.a. ... éa..6.i.. toda. w e A u . .Ue.ne. Tnwe A p«ll.41 atgunci 

n ~ 1 6 . .6e.a. T e..6 11.e.c.u11.11.e.nte.. 

3) -> 1) 

p. v. 

Como 

n ;;.. l 

Ahotr.a. 

Et c.ua.l tiene medida. O poli. ..• (J) 



., 

Poll..ta.n.to· 

con lo cua..t que.da de.moA.t11.a.do ( 7 J • 

4J -> 3J e..6 cla.11.0 

1J => 4) 
·.' 

· Se.a. A1 • A n lim aup T-nA •'íW e A 1 T°w.e A pa.11.a. un r.dme.11.0 -
n~1· 

, Si.. AE (3, Ha. 

En.ton c. e..& 

Ya. que 

1'011. lo .tan.to 

Poli. ( 7) 

S.lm.lla1t.me.nte, 
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Pe.1to 

• {W ITl\i.e A poi!. tU.:Um4 ve.z e.n n •Je} 

Comp: 

·• A - Ai. A - {WE Al T°wE A pttlta un tWme.ILO .út6.úú:to de. n - •} 

• {WEAfTnWEA plVl.4 un nltme.1to ~..lni..to de. n-•} 

,.,,., 

Poli. lo .ta.n.to. 

Poli. to :ta.nto 

T e6 .ln6.ln.ltame.nte. 11.e.cu11.11.e.nte. 

III.2.21.. TEOREMA, Se.a T una .t11.aM6011.mac.l6'11 que p11.e.4e.11.va 

me.d.lda 60&11.e (íl,e,µJ donde.µ e.a ~na me.dlda 6lnl.ta, e.11:t.011ce.4 T. 

e.·a -<.11 6.ln-ltame.nte. 11.e.cu.11.11.en.te., 



,· 

'. 
- .t3 

DEMOSTRACION. Supone.Jt que. T no e.4·.i.n6.ln.i.tame.nte. 11.e.cuJtJte.n 

.te..,. ·e.ntoncu e.t conjunto 

r •· {W e E IT'lf ~ E, .Yn}, VE e {i, < 

e.4 un conjunto de. me.dida po4i.t.ivd. 

El conjunto F e.4 me.di.ble. y 

'• E n· {WITW e (íl-E)} rí {W jT2WE l~-E)}n • , , 

4.l W ~ F, e.ntonce.4 ninguno de. to6 punto6 

(Ya que. 4.i e.6to 6uiJta a~!, 4e. tend11.ta, que. W e.6· Jte.cu11.11.e.nte.) e.n 

ot11.a.6 palabll.a6 F e.6 di6jun~o de. 

Como 

Poli. lo tanto 



t 

·• 

Cont11.adic.c.i.6n !14 que. e.!. Upa.c.C:o .t~e.ne. 111e.dida. 6.C:K.lte&. 

III.3. TEOREMA ERGODICO PUNTUAL. 

1. En .6 e.guida. pito ba.11.e.mo.6 e.i. te.011.e..111a. e.1t.9 6d.C..c.o -. puK.tud, que. -

e..6tab¿e.c.e. que. .6.i T e.4 una. .t11.an46oJtmac..c'..6n que. plt.e.4e.1t.va. •e.d.lda. -

4obJte..líl,B,1o1J 1J fEL 1 (n,e,1o1J entone.u: 

conve.Jtge. a. u.na 6u.nc..l6n .ln.te.911.a.b.te. f (WJ c.a.\l donde.qui.e.11.a. 

III.3.1. TEOREMA. Se.a. f un~ 6u.nc..i6n bo11.e.t me.d.lbte. .\Oblt.f.: 

"' ( íl, B, µ) y T pJte..6 ~11.va a. lo!, .4 e.a Tf = fo't. En.to n~U pcill.4 pe. (o,•) 

·" "' .6e. ti.e.ne. 11 T f 11 • 11 f 11 • PoJt tanto T u u.n ope.11.a.do.1&. t.lne.«t 
p p . 

.t.ob11.e. el e..6pa.c..lo de. Batiac.h LP(íl,B,loll (ve.JL (8), pa.g, SB). En.ton: 

" " c.e..6 T e.6 una .l.6ome.t11.~a (ven :te.011.e.ma l~Z.2.16), Ade.md.6, T e.4 

po,e,.<.:t-lva, ..i.. e., .&.l f;;.. O " c..d. entonc.e.6 Tf;;.. O c..d. 

DEMOSTRACION: 

:. 11 T f 11 p = 11 f 11 p, patÚt o< P < c:o •• 



; , 

... 
Si p = ~, · te.ite.mo4 :, ··. 

. . . . ' 
'·, . . •' 

. ,. ' ' ~ 

11 Tf 11. • inf' {C: p{ ITfl >C} •O}• ~nf{c: j.t{W :J f (TWll>c} •O} • 

. 
• inf{C: Jl¡T- 1 {W: 1 f(W) l>c }•o}. inf{C: 11{ lf l>c} .-o} 

. IJ4 que. T p.ll.U e..1tva. a I' , 

,. 
: • . lf T fll • • 11 f 11. 

Aho.1t.a. a e.et N e a .tal que. µ(NI = O y f ;. Q. 4ob.1te. Nº ~ e.nton 

cu l'('l'- 1NJ • µ(NJ =O. 

,. 
Pctlla. W E Ne, Tf(W) • f(TW);. O .6ob1t.e. T- 1 (NºJ = (T- 1NJº lo 

,. 
que. p.1tueba. la poalt~vldad de. T. 

La. .6uc.ui..6n de. p!Lome.dio~ énl(WJ ... n- 1( f (W) + f (TW) +,,. + 
,. 

+f(Tn- 1W)J puede. entone.e.a e.xp11.eaa1t.6e e.n té11.minoa de. T como al-

gue.: tj 

c.o.mpoaicl611 de. T c.on a-l mlama k ve.c·ea. 

En loa 11.e.aultadoa que algue.tt, T e.a una t11.ana601Lmac.l6n 

que. p.lleHILva me.dlda.. aob11.e. tn,a,111 LJ f:(n,$)-+(if,13(B)). Obae.1t.-

va..ndo la.a de.moat11.a.c.lone.a ae. ve.11.d , aln ~mba1t.go, q~e. loa 11.e.aut-
,,.. 

tadoh alguen ale.ndo e.le.Atoa &l 11.eempla.zamoa a T polt. una c.ont.1t.ac. 

c.l6n a11.bit11.a11.ia poaltlva. aob11.e. L 1 , no nec.e.aa.11.lamente. t11.atando-

6e. de. una t11.ana601tma.c.l~n que. p11.eae11.ua medlda., 
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III:J.2. LEMA. si f e L 1 (.n,a,,.J ,: .u.a t 1s f IJ -i "ux . o . ' ' - ft ' 
..... #\ ,.. ' ·: ,. 

( f, f + Tf, ••• , f + Tf+ ••• +Tnf J , n > 1 e.n.to nct.a 'f +. 
1 
< f + Tf+ n . - n 

n=0,1,2, ••• 

DEMOSTRACION. 

Ade.m44: 

m "'k "' ,. " ,.. ,. 
k~o T f <max(f,f+Tf,f+Tf+T2 f, •.• ,f+Tf+, •• +?f! •f

11 

.... 
Como T e.6 po.6~t~va, ~e.ne.mo4: 

. f .. 

Ta.mb.U.n 

,., 111 
Tkfl 

,., 
T(k!o < Tf-- < n 

,. m " . m+l 
;kf + T( k~ TkfJ • t < 

""º k==o 

· t < t + Tf+ 
n 

Tf+ 
n 

f +Tf+,o <m<n . n 

,. " "n+ 1 < f + T"'f+ f • max{ f, f + T f, •.• , f + Tf + ••• +T f} . n+1 n 

,... + + ,.. + + "n • 
.• f + Ti max ( f , f + Tf , .•• , f + • •• +T f 1) 

• A 

:. f < f + Tf+ 
n+1 n 

III.3.3. LEMA. Sea fn como 6e de6úti.e1r..on antu,· tJ .6upone.Jt 

f E L 1 {íl,(3,µJ, 



•• ·'4 

1Z . ..: 

S.i An •· {fn >O}, e.n.tonc.u JA fdl' >O 
n . ··•, . 

,. . . 

DEMOSTRACION: Polt e.l. le.ma cinte.1t..lo1t te.ne.me~ f nt1 
< f + Tf+ 

. JA f d I' .. 
n 

n 

> JA.fn+1 d " - J :r f+ dµ 
A n 

n n 

> J f d,, - J ; f+ d" • J f+ d" -J ; t+ d,. 
A n A n íl n A n 

n n n 

:. JA fdµ ;:. 0 
. n 

,. 
En pa1ttlc.ula1t ea.to algue alendo vdlldo al T ea una c.on--

" t1ta.c.c.l6n· poal.tlva, .i.. e. 11T11 < 1. 

III.3.4. TJWREMA.(E1t96düo Ma.xlma.l). Si fEL 1 (íl,e,l'I IJ 

n -·1 ,.. 

A ... {W: sup kt (Tkf) (W) > O} .. ( {W: sup f(n) (W) > O} don-
n~ 1 "' 0 n;;.1 

( ) n-1 "k n-1 "k 
de.f 0

(W)•n"' 1 ET fl • {W:supn- 1 ET f(W) >O} 
k=o n ;>i k .. o 

entone.ea 



·is ,,; ·. 

, · DEMOSTRACION: Lo.6 ·C.onjun:t:.04 An det te.met An~1e.1t~_9.1t conve.,,_ .. 

. ·ge c11.ecie.nte.mente a A. 

En .6egu.lda de6.C:nimo.a atguno.a de. to.a conjunto·4 que. ut.U . .i.

za1temo.6 e.t:t ta demo.6t11.ac-l6n det :t.e.011.e.111a e.11.96d.ico pun:t.uetL, 

Se.a f E L1 (n,6,PI 
n-1 

(n) · - l ~ ( k..) y f (w)·.n k~o f '? " ,.n•l, 2, ••• 

T p11.u e1tva a I'. Si a< b, de6 . .lnamo.a: 

ve4emo.6 que Cab e4 un .6ubconjunto de Nb~ 

'b <' f(n)¡ 1 • .• sRp w -> w e Nb •• e ab e Nb 

Po1t tanto e4tab.tece11.emo.6 conve11.gencia ca.6i donde quie1ta 

de la .6uce~i6n f<n>, .6i p11.obamo.6 que #(Cabl e.6 ce11.o. Pa11.a ve1t 

e~to podemo.6 .6upone11. .6~n p~1td.lda de 9ene11.alidad que b > O. 

" c_b, -a (-fl 

.. 

Si b <O. entonce~ -a> O, y el a11.gumento'4.lguiente mo.6--



f ··.·'-
~· ...... - -· ,,, 

. ~ 1.9 

. :1 

III.3.5. LEMA. 

' 
DEMOSTRACION: 4 ) Se.a 

'• 

f (n) (TW) 
n-1 · 

s !. l: f(Tk+ 1 W) = ~ [ l ~ f(Titwjl - f(W) 
n k= o n n+l k"' o · · !J n 

f (W) 
n 

aho11.a fe L 1 í e.ntonc.e.6 f(W} e.6 6.ln-lta pa.11.a c.a.6.l toda w. lve.11. 

[ 11 1 pag • 4 71 • 

S.i.m.lta1tment1?.: 

'. 

I ;. 

1 
' ~ · .. 



..; 'º -

!!: sup f(n) (TW),. ~~- sup [n:l f <_n+i_> (WI .. f~J J 
·' , 

• lim sup f <n+i > (W) • U.a •up f <n>cwl ••• (2) · 
n-HD 

.:. tene.mo4 tu .i.guatdadu ( 1 t IJ 12) e.itce.p.to, pu.iblu1e.n.te. 

pa11.a un conjunto de. me.d.i.da ce.11.0 • 

•• 'ue.11.a de. un conjunto de. medida. cuo, .te.nt.1110• que. 

w,e cab 4.l IJ laoto·la.i'ft e , ' e 
ab 

i.e. e 
ab 

u C44.i. .i.nva«ante.. 

DEMOSTRACION: bl Sea e e ~ tat que. e e Cab IJ ~(C) < •, -
, n-1 

de6.i.namo.6 Fb •· {W: sup (f-bI )(nl(W)>O}"' {W: sup n- 1kt
0 

(f-bicH 
n;;i.1 e n;;i.1 • 

~kwl> O} tenemo.6 que 4~ w e c~b entonce.4 

W e Nb" {W : sup f(n)()f) > O} 
n;..¡ 

n-1 . !. t f (rfwl > b(pa.11.a a.tguna ni .. 
n k"'O 

1 n-1 
(TkW) ;;;. - t bI n k•O e 

1 n-1 
f(T\r) 

n-1 . ! :t (Tkwl >O .. - :& bI n k=O n k=O e 

. 1 n-1 
•• - :& n k=O (f-bI )(T~'l)>O, 1.e.(f-bI )(n) >O 

e e 



. ). ... 

. ·, 

, .. 
~ ,·· 

.,,, .. 
\ t 
\ 

81 '-:• 'l ·.' 

de. F ., ·'., -
b" ., ... 

., 

Po.t_e.t . .te.oJte.ma e.Jtg6di..c.o mu:.lmal, te.ne.mo.6: J ( f-I b)dst > O 
F - e 

- 1 '' - .... • ., > ': b 
. '· ,. \ .,,_ - \ .•J 

:. f 1f1 d I' > ~f f d ¡.{,> ~, f" , I. dll 
íl - .. F • - · F"• e 

- b ... '; . ·b 
¡ ,, 

o 4ea 
- l. 

,, 

- ve.a.~o.a ·ttho1ta que. ?ab ~tui 4ubconjun.to de nQ~ {W: 1 f !Tl'\f j!> O} • B 

Supo!f.e.Jt que. w e cab .tal que W t B => lflTnWJI = O -vn => 

f ( T1\.7 ) • O 'V n :. ~ 

4e.Jtle conve1tge1t~a. 

n-1 .-
l: f (TkWl r: O uni:i- con.tlt.adú.c..<.611 ya que la. -JC=o 

AhOJt.a. pO!t III.2.14. f nl~IT'wJ jaµ (Wl = J!f(Wl ¡aµ 1w1 <CD 

Tene.mo4 

Cab e B, a.de.má.6 

{W: lfCT"wl 1 >O} .. kºl Ak donde. Ak = _<w: lf(T"wl 1 ;;¡. \l tJ 

k f IA dµ "'~ µ(Ak) <JA lf(TnW) 1 ~µ <CD:.µ (Ak.) <en U de.-
Ak k k : 

e.lit. {W: lf!TnW) 1 > O} ea la un~on numeJtable de conjun.to.6 de me.

d.lda 6út.ita. 



Gii 00 

·· ".C~b e ri~1k~1 Ak,·n 

" ~ ! ... 

''.•' ' ., 
,.. ,_ .~'",. \ r ,.e~ 

IJ pode.mo6 pone.JL a e e.n ta 'ºJlma 
ab 

~ 8 donde. B • ~. (A n C ) ' 
n=l n n k•1 k,-n ab 

6 4e.a cab e.6 la.union nume.1table. de. conjunt~4 de. m~d.lda '.lnita 

ade.ma6 µ(Bnl < m, Aho1ta hagamo6 Dj • nªi B~, P(Dj) < • en-

.tonce.6 

UEMOSTRACION: el Sabe.mo.6 que. cab e..6 Ca.6.l .lnva1t.lante., T -

una .t1tan6601tmaci.ón que. p1te..6e.1tva medida que. e.tita bi.l.n de.6.i.nida -

4ob11.e., (Cab, fSab' µ
8

b) donde.: 

aab • {A e: f3: A C Cab}"' {B n Cab : B e: a} 1J µab • 1.1 lte.4.tlt.i.n 

g-i.da a cab. 

[ E.&t11.-lctamente. hablando 1 6i. D • Cab f:I T- 1 rab, entoncu T 

e..&td bi.én de6i.n-lda .6ob11.e Cab - D. Como µ(D) ~ 0, e..&to·no cau.64 

I _.._ .. _· i 



. 
· d.i.6.i.c.ulta.d ya que. pode.mo.a 11.e.de.6.úl.i.11. a. T c.omo ta. .ide.nt.ida.d .ao--

bJte. D, y e.ntonc.u u:ta1t4 b.ie.n de.Ün.i.da y p1tue.11.va "'e.d.ida. 4ob.ir.e. 

cabl. 

Pode.mo.a apl.i.c.all e.l a1tgume.n.to de. (b} a T ..aobJLe. c·ab• En 

pallt.i.c.ula.11. la e.c.uac..i.6n . J (f-bl J d p ;;.. O .ae. t11.a.a 60Jt.m1f en 
F e 

b 

J ( f - bl J d " ;¡¡.. o. 
CabnFb . e . . 

Como Cab tiene. me.di.da 6.i.n.i.ta pode.moa .hac.e.11. C ~ Cab y ya 

que. cab e Fb, 4e. obtiene: 

J (f-b) d/l ;¡¡..o 
cab 

••• ( 1) 

.. 1 

Aho11.a. a ea: 

n-1 
F' = {W e: cab: sup (a-f)Cnl(W}>O}"' {W e: Cab: sup n- 1 k~o (a-f.J 

ab n;;i.1 n;.1 

n-1 
(TkWI > O}.S.l W E cab• entonce.a f(n)(WI-"' n- 1 k~o f(TkWl <a, p~ 

' 
11.a al meno.a unan,' entone.e.a w E F'ab, ~ cab = F' ab' Como Cab 

t.i.e.ne. medida 6in.lta, la.a 6unc.lone..a c.on.atante.a .aon ln~e.911.able...a 

aob11.e. cab• Poli. tanto pode.moa apllc.a.11. el te.011.e.ma e.11.g6dlco ma.xl

ma.l pa11.a ·obte.neJL 
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'. 

Con e.4.te. 1r.uu.t.tado y uÚ.ndo ( 1) p~Jta a < b, :H . .t.C:ue. 

bl' (Cab) < I. fdl' < ap (Cab) una c.ontJr.ad.icc.i6n, Cl me.no.6 

cab 

qu.e 

, AltoJta pJtoba1te.mo6 d. p!t.lnc.lpat Jtuutta.do, 

III.3.6. ~EOREMA ERGODICO PUNTUAL. Se.a T una .tJr.an46oJr.m«

c..i.6tt que. p1r.ue.1tva me.d.ida 4ob1te. (O, a,µ) y f e L 1 (O, {3,µ). E·n.ton-
,., 

ce..& ex.l4te. una 6unc.l6n f e L 1 tal que.: 

n-1 · 
n- 1 k~O f[TkW) + f(WJ c.d. 

DEMOSTRACION. Sea o ;:: {W: f (n) (WI no conve.Jtge. a l!n tl.m.lte. 
. '" , i, 

6úti..to o ú16.ln.lto}. Entonce..& D .. y{c
4
b(fl: a< b, a,b itac.lonate..&}. 

P.oJt el lema an.te.Jt.lolt µ (DJ = O y polt tan.to f(n) (WJ conve.Jtge pa-
A A 

Ita ca.&.l·toda W; llama/temo.& al ttm.lte f(WJ, y de.6.lnamo.& f(WJ =O 

.&ob1te el conjunto D. 

,.. 
Solo 1te.&ta demo.&t1ta1t RUe f ~ L1 

U.&ando el lema de Fatou. 



.. 

'\· 't ""'' '" 

•• 

. .. : 
..... 

. - . . 
. ' .' . 

, .. J . I f Idµ ·f lirn 1 f (nllwl Jap (W)<l..im ·inÍ;r 1 f ( n) lw)i . d µ (W) 
n o n4<ll> n-- .··. 1 íl . 

Pe.Jtq 

po Jt r 11 • 2·. 1 4 • 

111 f ~lfl d " 
<m 

.. J
0
itl d " < L

1
1t1 di' <m 

e.l .te.oJt~ma .que.da de.mo6t.Jtado. 

Aho1ta ve.1te.mo6 ma~ e.~t.Jr..l~tame.nte. la c.onve1tgenc.la de. la 

~ucu.l6n {f<n>}. 

III.3.7. TEOREMA. S-l µ(íl) < ClO lj fe Lp(l < p < ... ¡,-'en.to!!_ 

e.u· f e LP . y f (n) + t e.ti LP. 

DEMOSTRACION: Como la6 6unc..lone6 ~.lmple.~ 6on de.n6a~ en 

LP, palta c.ada e > o, ex.l6te. una 6unc..l6n med.lble. acotada g t~t 

que. 11 f -: g 11 P < e ( Velt [ 7 l pa.g. 8 8) • 
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'. i; 

-1 -n 
n-1 ,... ,.. ,.. 

k~O·. 9k (W) "'. g + g - f 11 ,< 
r 

i 
n-1 ,.. 

Como In -\=
0 

_ gJc. I < M (:. j g 1 < M e .d. J, e.l. u.gun.do .tlJt.111.l-

no del eado de.1te.cho de. (J) t.le.n.de a ce.Jto cuando n ·+ •, po~ e..t.. 

te.01te.ma. de. conve.1tge.ncia domina.da.. 

Polt IIt.2.14 llfk -gkllP= llf -gllp <E, pM tanto e.l. 

p1t.lme.1t .tlJtmino e.& me.noJt que. c. 

Aho1ta 

a.ii!·llf(n) - fl_lp.< 2c, pM.a n .6u6.lc.lu1.te.me.nte. g1tartde. 1J e.l te.o

ltema. que.da. demoiit1tado, 



.1 '·' 

.. - 81 -

Si p=l e.n Itr;3,7, la..h.i.p1Ue.6-i.4.de. que. µ(n} <o> no pu.e.

. de. .6e.ll e.t.i.m.ú1.ada. 

CONTRAEJEMPLO: 

p.e. ( 11 ~ ·se.a T(WI • w + 1 4obll.e. lR ( C.on lo.a conjun.to6 de. -

bo1te.l y la medida de. le.be.6gue.}. Se.a f la 6unc.idn ca1tac..te.J1.l6.ti~ 

e.a de.t úi:.te.1tvalo (0,1], en.tone.e..& f,{n) no conve..1tge.' en L 1 a f. 

DEMOSTRACION: ~w .. e lR, f{Tnw! =.o 

palla n g1tande ~ f : o. 

1'e.1to .6.i -(n-11 < W e;; 1, e.n.tonce.6 Tkw e {0,1] palla e.xa~ 
1 n-1 k... 1 

tame.n.te. un e.nte.Jl.o k e [O, n-11 en.tone.e..& ñ ~~o f{T wl = ñ 

V W E ( - ( n-1 I , 1) , 

Palla otilo.& valo1te..6 de W .te.nemo.6 

Poll tanto: 

l - f l 
J l l n~ f(TkWI - f(WI IP dµ (WI -
íl ñ k•O 

-cn-1) 

1 p 1 p l 1] (-1 d µ "'(-1 t- (-n+l • n· n 
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···~.' 

,\' 

:~ 11 f (n)"' f 11 
" . 1 ' 1 

• l. 't'n, polt. cou.igu.<.e.nte no lta!i' 

c..la. e.ti L l • 

Aho1t.a ve.1t.e.mo4 un e.je.mpto e.n e.t c.uc:Lt la. hip6~tA~ d~ qu~ · 

· p < co no pue.de. e.t.lm.i.na..it.4e aunque. 4e. tugt1 que. 11. (nJ < •. 

Sea n = m.GO tj a .. ( a fEGO l l ·X (W • w •••• J • " , IJ p ta. -
. n • 1 n 

medida de. pJtoba.b.ltida.d que. hace. a ta.a X .i.nde.p~"diefl.te.6 coA, n-• 
P[Xn'•OI = P(Xn•l) • ! (e.n ot.\46 pata.b.tcu, con.a.ldtA.a.11104 u"a. Au 

c.e.4i6n in6.lnita. de. e.n4ayo4 be.Jtnoutti 
1 

to•·~ e.ne.a.da. e.n•ayo), 

c.on pJtobab.ilida.d d~ tx.i.-

-\'. 

" "' 

Si T ea et c.01t.1t..le.nte. uni..l.ate.1t.at y f(W) • W , e.ntonc.~4 -
Q 

GO A 1 
no c.onve.Jtge. e.n L a f(WJ • ~ 

DEMOSTRACION. S.i. W 
o 

,. w 
1 
. . . . ,, w • 1, entone.e.a 

n-1 
n-1 . n-1 

n- 1 k=O f(TkWI r: 1, polt. tanto ln- 1. k~O fl,TkW) - ti;. j. 60&.\e. 

un conjunto de p1t.obabltldad 2-n. 

;.. 

III.3.8. LEMA. Sl f E L 1
, entone.ea f ea c.aai invaJtlante.. 

Aal ai G ea ta.a-dlge.b4~ de loa c.anjuntoa caai inva1t.lantea, 



•. 

,· 

~ .. . ·s9 -

. 
f: fn,GI + (I{, f!(J{J!. 

DEMOSTRACION: Si. f (n) (WJ + f (WJ pa.11.a. W rj N, .don~e. ll (NJ •O, 

e.ntonc.u i<n> (TWJ + f(TWJ pa11.a W 'I T- 1N, donde. IA(T- 1 N J • o. -

f <nt1 > (W) - f(W) ( ve.11. .teo.te.ma 111" 
n 

3. s J y donde.qu.i.Vta, c.omo fe L 1
, 4e. .ti.e.ne. ,-

f <n> (Tw) f(n+1 > (W) lim f(n) (W) " lim • lim • •·f(WJ. 
n+ao n-+co n 

f(n) (TW) " . ... f(W) e.u.<. do nde.qu:t.e.11.a., .. 
A ... . f(W) • f(TW) C.a..6.l donde.qu.le..ta. .. 

" .to que. p11.ue.ba que. f' e.4 c.a.&.l .ln va11..lan.te.. 

" 
,. 

Ah01r..a. .&.l BE arm-1 Y e •. {W : f (W) E B} • f- 1 (8)-; en.ton--
,,.. " ' 

e.e& .&.l f(W) ::: f(TW) .tenemo.6 que W E C,.6-i. y .&dio .&.l TW E C pOIL -

ta.nto e e.6 c.a.&.l .btvtVúa.n.te o .!lea. e e G, c.011 e.&.t.o .6e c.ompleta. la. derno.&.tJr..a.
c-i.dn, 

III.3.9. TEOREMA. S-i. f E L1 y A E G entone.e.& 

" f = E(f jG) 



r. 
- 90. -

DEMOSTRACION. Como en el. Lema. HT.3.'5., !l.U.tlr..lng.lmo.6 a T 
1 

13 =· {B E G 
A 

B e A} :: . {B n A : B e: G} IJ µ .. ,,. 
. A 

1te...6.t1túigi..da. a. A 1J 1te..de..6úi..imo.6 T:: l 40b!te. G - A. Como p. (Al < ... , 

.te.ne.mo.6 conve.1tge.nc..la de. fcn>,ou e.n L 1 (.4obJte. Al po11. 111.3.1, -

polt .tan.to 

J f(n) +JA " f." f(n~dp JAf dµ f d,,. , puo ,, dµ 
. A 

polt llL2.14. 

. L~ f ,, JA! dµ .. 

Si.. e..6:t.amo4 e..n un e..Apac.lo de p1toba.bi..l..ida.d (íl,13,Pl y G e..4 -

ta. a-4.tge.b11.a de.. ,to4 e.ve.n.toli ca.li.i .ütva.11..lan.tu. e.n a, .6 e.. :t.i..e.ne.. 

f A f dP • f A f dP G V A e: G 

A 

:. f •E (f·jG) po!t de..6út.lc.i..6rt (ve..1t (8), pt!g.' 121). 

"' . III.3.10. TEOREMA. S-l T e..4 e..Jr.god.lc.a. lj f E r, 1
, e..n.toncu f 

e..4 una con6ta.nte. c.a.ai.. donde.qu.le.11.a.. 

S-l µ(íll = o, la c.on4tante. ea e = o, a.l µ(íl} < ~. entone.e.a 



,· 

e '= ¡¡-frrr J íl f .d ll • 

. Aai aobn~ un eapacio de. p1toba.billdad 

,.. 
f = E (fl caai dondequie.11.a 

,.. 
DEMOSTRACION: Polt III,3.8, f e.4 ca4i invaJtiante y po~ -

,.. 
III.2:3.(b), f = C, ca4i dondequieJta, 

f'> 

AhoJta. 1ii. ll (íll • .... , entoncu e de.be 4e.11.: O ya que. f e L.i 

(y ta anica conatante inte.g~abte en L1 e.4 la. conatante. e·= OJ; 

polt Ill.3.6. Si µ(íl) < •, ai ha.ce.moa A= íl en 111.3.9. obte.ne. 

1110.6 

.. e,. ¡rfrn- Jnf dµ. 

,. 
Poi!. .tanto J.>i eJ.itamo.6 en un e.J.>paclo de P,11.obablllda.d f •· 

e = E(f) caai dond~quie1ta, 

Sl T e.6 e11.gddica y µ ea 6lnlta, con.6lde11.emoa el ca.ao en -

que f = I , A E a, 
A 

,,. ,. ITI 3 10 f" "µµl~l n,,n do"'dequ 1 e"a., a..t. 1 
¡; 11 , c111 e e ~ p o ~ • 1 u """'""" •• "' ·~ "' 

n-1 
qU(' n-¡ .~,, IT\(TkW), 



.. 

.. 

La. 611.e.c.ue.nc..la. 11.e.la.t.iva. de. vú.i.ta.-6 a A, c.onve.Jtge. c.a.4.t 

donde.quie.11.a. a.,ta. ma4a.·11.e.ta.tiva. de. A (La. p11.oba.bilida.d de. A 4.l 

11 (nJ • iJ. .1 

Apa.11.e.nte.me.nte. .tene.mo4 una.. ve..ui6n de. ta. te.y 6ú.e.11.t~ ·de. lo4 

g11.a.nde.4 name.11.04, y e.n 11.e.a.t.idad et. te.011.e.ma.· e.11.g6d.lc.o puntual pu~ 

de. 4 vr. v.i4:to c.omo una. g e.ne.11.at.lza.c..i6n de. u.te. Jte.liul.ta.do. 

Se.a. Tta .t11.an.66011.ma.c..i6n c.o.1t.11..ú11.ie.11to ~nUa.,.te.1r.a.t, (ve.11. lll. · 

1. 41 con va11..ia.bl.e..& a.le.a..t.oJt.ia.4 c.0011.de.nada4 Xk. 

;s.l- Z u una va.Jt.ia.bte. ate.a.to1t.ia. .inte.g.it.abl.e. 6oh.e (íl, a,PI, 

e.n.tonc.e.4 

z<n> =n- 1 [z(Tº(W ,W , ••• JJ tZ(T(W ,W , ••• )}+.,.+ Z(Tn'" 1 (W
0

, •• Jij 
• Q 1 Q 1 

" n - l [.z (W , w , •.• 1 + z (W , w , ••• 1 + •• • + z (W , w , ••• 1 J 
o 1 · l 2 n-1 n 

e.n ot11.a6 palab1ta6 

z<.">1w1 =n- 1 [zrx ,X, ••• ) +Z(X ,X , ••• 1·+ ..• +Z(X ,X , ••• 1] 
o l 1 2 n- 1 n • 

Po11.'111.3.9. zCnl c.d. E:(zlGJ, donde. G e.4 la a-·cU.ge.b11.a. de' 

E ( Z l po 1t 111. 3. 1 O. 

En pa11.tlcula1t 6Pan X ,X ... , va.11.iable.6 ateatoll.la.6 lde.ntl 
o 1 . 
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:, .. ·· 

S.l Z(WJ • w, o u.« z,, x, obte.nu10 .. 4 n- 1 (X t.,.+X ··,1+ 
Q · o · e n- · · 

+ E X ca.4.i. donde.qu.le.~«. 
Q 

.6on .lnde...pe..nd.le.ntu, obte..ne.1110.6 e.l cuo de. la. •le.y. 6ue.Jtt~ de. tu 

g.1tandu nitme..ll.o4. (ve.IL (1), pa9. 2751. 

En 1..a. .6'e.cc..i.6n .6.i.gu..{.e.nte., .6 e.Jtcf ne.cu4Jti.o co114.ide.1La.1t · 111e.~.L

da..6 de. p.1tobabi.~.ldad P y P que.. .6on p.1te.6e.1L~ada.A poll. una·tll.a.llA-
1 2 

60.1t111a.c.i.6n 6ob.1te.. (íl,B,~l 

III.3.11. DEFINICION. pi e..6 e.11.g6d,{c4 (ll.e.lat.i.va 4 T) A.i. IJ 

6olo .&.i. T e..6 e..11.g6d,lc.a 6ob..te. (íl, B,P i J ;1 • 1, 2. 

III. 3 .12.. TEOREMA. Se.11 T : íl + íl una t1tan.6 601tm«c..l'1n que. -

p.1te.6e.ll.va. me.d.lda y e.ll.g6d.i.ca ~on .1te.6pe.cto a (íl,e,P 1 y (íl,B,P J. 
1 2 

Entonce.6 P 
1 

= P 
2

. 6 P 
1 

y P 
2 

.&qn· 01ttog~nalu e.n e.l u.nudo -

de. ~ue. 3 !J.n conjunto AE J(T) :tal que._ P
1 

(Al 11 l IJ l'
2 

CAºl • ·1 · 

DEMOSTRACION. S.l P .¡,: P , toma.Jl. B E B tal que.. P (B) # P (B) 
1 2 1 z 

y .&e.a. f (W) = r,. (W). 

Se.a A 
1 

1 n-1 
•'{W.: - ~ f(TkW) .... P (B)}. Polr.. TI1'.3,6. 11J1J.3.10. n k= o 1 :1 

P (A) = 1. 
1 
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Pe.Jto 

.. p l p • 
1 2 

. ' 
III.3.13. TEOREMA. La me.d.ida de. p11.ob4b.U...idad P U e.1tg6d~ 

ca 1te.lat.iva a T 4.i IJ 4olo 1...t. no e.x.i.6te. una me.di.da de p1tobab.il.~ 

dad P ·:,e: P p1te.4e.~vada polt T tal. que. 4e.a ab4otutamente. c.ontl--
1 

nu.a con Jte.4pe.cto a P. 

DEMOSTRACION: Supo ne.Jt que p u e.1tg6d.ic.a. y que~ p. ta.l 
1 

que P .~ P, P ·~ P, e.ntonc.e4 P ta.mb.ie.n u vr.g6d.ic.a., ya que -
l l . . 1 

4.i A E l(TJ, entonce.4 P(A) = O 6 P(Aºl =O poll. e11.god.ic..ida.d, -

polt ta.nto P (Al = o 6 P (AºI = O poll. la c.ont.inu.ida.d ab4oluta. 
. 1 1 

u.4ando 111.3.12 P ! P. 
l 

PeJto e.ntonc.e4 P e4 ab4olutame~te c.ont.inua c.on Jr.e.4pec.io 
l 

a P IJ tamb.ien e4 4.lngula.Jt c.on ll.e4pecto a. P entonc.e4 P debe -
l 1 

4~11. ta me.d.ida. O, una c.ont1ta.dlc.c..i6n ya. que 4e tiene que P ea -
1 

eJtg 6d.ica.. 

•• No P.uede ex.üU .. 11. P 
1 

InJe1taa.mente, al P no ea e11.g6dlc.a~ aea A e 1(T) tal que 

O < P{A) < l. 
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Ve.6.útalfto.6 ·P (B) • P(BIAJ • P(B n A)' BE f!; u.toncr.4. • 
1 . P(A) 

P{A n AJ. . p .: p IJ COlftO P' (A) • • 1 ,,. P(A), te.nenio4 que. p $P,_ 
i i • p (AJ 1 

a.ho1t.a 

P (T- 1 E J 
1 

P(T- 1'[0.A) ,, . 
P(A) 

P(T- 1 E nT- 1AJ 

P(A) 

p (T- 1 (En A) J • • P(EnA) • ~(EIAI • 
P(AJ P(AJ 

• p (E) 
l 

e.ntonc.e4 T pJte..6e.Jtva. a. P • 
1 

• 1 

Se.itla natuJta.t pJte.guntaJt 4-i. ta4 cond-i.c.-i.one.A de.l te.01t.ura ~ 

eJtg6d-i.c.o .6on ne.ce.4aJt-i.a4 y Au6-i.c.-i.ente.4. 

S-i. f e4 u.na 6unc.-i.c5n med-i.bte no ne.ga.t.iva .6ob.1te (íl, B,P) de. 

medida 6.(.n.ita. .IJ J íl f d µ ,. ao e.6 6'1c.-lt pJtoba11. qu.e. paJta. T que. 

pJte4eJtva medida· y eJtg6d-i.c.a. 

La 

n-1 k 
! ~ f(T W)+ ao C.44-i. dondequ-i.eJta. n k .. o 

demo.ti:t.Jta.c..l6n 4e haJtcf. de.6-ln-lendo paJta. 

f f (W) .ti.<. f(W) e;; a 
fa(W) = t o en otilo ca.tia 

a > O 



.• 

96 

•. 

he.cho 

J I f '.I d µ < .f Q d µ. • aµ WI < oo 
íl ª íl 

Entone.u pode.mo~ U4tVt el te.011.ema e.11.g6d.lc.o pa.11.a. obte.ne.Jt 

1 n-1 k 1 n-1 k .. 
1 ~~ inf, ñ k~O f (T W) > lim ñ k~O fa(T W) ·,,, E (fa) C.l1.6i 

do nd e.qu..le.11.a. 

Si hac.e.mo.6 que.atoo, obtene.mo4 la c.onc.lu4..l6n. 

·Pdll.4 tll.a.M 6011.mac.ionu e.11.g6dic.a..6 40b11.e e.6pac.-lo.6 de. med-i.da. 

6-ln..lta. y 6unc...lone..6 _me.dible.6 n~ ne.gativa.6 el .lnve.11..60 del te.011.e

ma e.11.g6dic.o e.6 c...le.11.to en e.l 4-lgu-lente. 4e~t..ldo. 

1 
n-1 ' . 

III.3~14. TEOREMA: S-l ñ k~o f(TkwJc.onve11.ge c.a.6-l donde--

qu..le11.~. Entone.e~ f e.4 ..lnte.911.able.. 

DEMOSTRACION: Ccmenzamo.6 la demo.6tll.ac...l6n ob.6e.11.vando que 

~l ltm-lte e.6 6-ln-ltc e igual a una c.on.6tante. e poli. e11.god-lc...ldad. 

SL fj e4 la 6unc.L6n cbten..lda a pa~t..i.11. de f t11.unc.andola -

en j o .6e.a: 

~,¿ f(W) > j 
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· ~nto ne.u' f j u ac.ot:a.da. y p,o.tr. .t:a.nt:o .i.n.te.91ta.bt e _ya. que. 

ll {íl) <: ' 00 ~ El te.o-tema. de ta. conve..1t9e.nc.la mon6tona. l.mpl..i.ca. que. 

poJt tanto demo6~Jta.Jte.mo4 la ..i.n.t:e.g1r.a.b.lLldad de f 4.l mo4.t:.tr.a.~o6 

;ue la. 4uce..6..i.6n · { Jtj d µ } u a.e.o.ta.da. 

en.to nc.e.4 

lim 
n~ 

.... 
.. f j < e C.44.l donde.qu-ie.Jta 

En c.on<\e.cue.nc..la f fj d µ < C µ (ílJ v·j y poJt tan.to la.4 

útte.g11.ale.6 f ~j d µ .t.le.nen la múma e.o.ta de donde. c.onc.lu.lmo4 -

que. f e.6 .lnte911.able. 

III.4. TEOREMA ERGODICO MEDIO EN UN ESPACIO DE HIµBERT, 

Pa.Aa e.nunclaJr. el te.enema y demo6tJr.aJr.lo ne.ce6l.tamo~ algu

noa 11.eaultadoa lmpontante6, lo6 cuate.a enu11c.lamo6 y demo6tna-

mo.6 e.11 u.guj,da. 
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III.4. l. DEFINICION: Se.a. u un ópe.1ta.do11. .U.ne.al a.e.o.ta.do M. 

bite. un upa.c.i.o de. Hi.tbe.1L.t H (o- 4e.a. U: H + H) 4e. de.'fine. et ope.-:. 

1tado1t ~djun~o de. U polt e.t 1te.que.1Li.mie.n.to de. que 

( u f,g • =(f. Ug) 'd:f,_(JER. 

(La. e.x.ú.te.nc.i.a de: e.4.te. ope1tado11. adjunto no.6 .lo a4egu1La. -

et .te.oJt.e.ma 2 p4.g. 39 de.t ti.bito in.tll.Oduc..t.lon .to H.ltbe1t.t Spa.·c.e.4 

de. Halmo4) 

III.4.2. PROPOSICION: La.4 4iguü.n.te..4 c.ond.ic.-i.one.4 .40it 

-e.quivate.n.te.4 (o·un ope.1tado1t uni.ta1Liol 

• • 1 J uu = u u = I . Et ope1ta.do1t ide.n.tidad· 1iob1Le H. 

2) u e.1i u.no a. u.na, 1Job11.e., y ( f, g 1 " Uf, Ug} 

'11/f,g E H. 

3) U e.6 u.no a u.~to, 1iob1te., y 11Uf11 • 11 f 11 Vf e i:i 

DEMOSTRACION: 7 1 => 21 PolL h-lpote..&ü u .tiene u.na -lnve.IL

.&a. izqu.ie.1tda y una de.1te.c.ha. po!L .tan.to U e.6 uno a. uno lJ 1iób1te. -

• Tamb.U.n ( f, g = ( f, U Ug Uf I Ug 

21 ""'> 3 J S-l .tomama.~ f = g e.1itonc.e<\ 

.! 
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' . 

( f , f ) ,• , ( Uf,, _Uf 

:. 'i 11 f 11 • • 11 uf 11 

~ .l .. 

Uf, Ug ) ", 11 Uf"+ Ug 11 2 
- 11 Uf - Ugll 2 + illUf + iUg.11 2 -il!Uf- iUCJll 2 

• 
.' .. -. \ . ' . . 

. 
• llf+gll 2

- llf-911 2 + t llf+~CJll·2 - illf-1gll 2 

( poJL hi.p6~ui.i.) 

•4 (f,gl 

:. Uf, ·µg " ( f, 9) 

• •• 
(U Uf, g ) "' (. Uf, U g ) • ( Uf, Ug ) • 

"" (f,_g) "lf, g EH ... 

• • • :. ( U Uf, cj ) '• ( f, g ) => U t1f • f -> U U • I 

pe1r.o ta.mb..len 

• • • u(u ul • (u u ) u .. u :. 6-l u e6 6ob1t.e · entone.u uu " I 



.. 
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III.4.3. PROPOSICION: La..!. ó.lgu..lenteó c.ond.l~-i.011Có óOl't 

cqu.lvalenteó (U ~na .lóom~t~la.} 

1 } • U U = I 

2} (f,g)::: Uf , ~g . J ' "f/ f , g E H 

. . 
3J 11 U f 11 = . 11 f 11 Vf E H. 

·DEMOSTRACION: S.lmi.La~ a la demoó.t~a.c..lifo de III.4.2. 
... - ; ~ 

III.4.4. PROPOSICION: S.l f EH, e11.to11c.e.6 Uf ;:: f .6.l y .60 

• • ! 

lo ó.i.. u f = f 

DEMOSTRACION: S.l Uf = f e.11.tonc.eó 

. ' "' u Uf u f, polt óC~ U un~ iaarne.t~la. 

• • • óe .t-lene u u = I · f " u f. 111ve.1taa.me11te., ai u f = f, c.11.to11--

l!Uf-fll 2 =(Uf-f,Uf-fl 

= ( Uf, Uf ) - ( f, Uf - ( Uf, f ) + ( f, f ) 

l!tJtll' - ( f, Uf)- Uf, f)t llfll 2 

" . 
= 211 f li 2 

·- • ( u f 1 f l - ! f 1 u [ 
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, . 

• =; . 2 11 f 11 2 
- 2 ( f, f 1 poJL h,ipotu.iA 

• o 
: • . Uf = f 

.S-l E • {fe H: lim A f e.x..l4te.. (en H)}, e.n.toncu E u cut 
n-+ao n 

4ube4pacio ce~~ado de H. 

DEMOSTRACION: Sea f'k una. 4uce..6.l6n e.n E .t.a..f. que fk + f, 

en.tone e..& 

.. ' 

e; 11 A f - A fk 11 + llA fk - A · fk 11 + llA fk -A f 11 m m m n n n 

111
• 11 Am ( f - fk l 11 + 11 Am fk - An fk I! + 11 An ( fk - f l 11 

~ l!Amll 11 f-fkll + l!Amfk -Anfk 11+llAnll11 ~-:fil 

.• .tenemo 6 que {A f } e6 u1111 6u·c.eai611 de Ca.uchy, e.11.t.once.6 
n 

f E E, lo qu.e p.1tu.eba que E e.6 c.e.Jttr.a.do. 

Ea inme~ia.~o que E ea un aubeapa.cio. 
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III.4.6. PROPOSICION: Sea M el c.011jti.n.to de· elemen.to4 de 

H que. 4on .lnvaJt..lan.te.6 · bajo u, o 4ea M = {f e H : Uf= f}. 

No.taJt. que. M e4 un 4ube4pac..lo c.eJt.Jt.ado'de H, polt. la c.ont.l-. 

nu.i.dad de u. 

" seti. N 
o 

" - {g - Ug : g e H}, 4l de6.(.ni.mo4 f = lim A f (donde. 
" . n+or> n 

el l~m.lte exi.4.taJ, entonc.e.4 

" f E M -> f E e; y f ::: 

,.. 
f E N => f E E y f .. 

o 

( 

(donde E e4 e..f. c.onju.nto de III.4.51. 

DEMOSTRACION: Si. f E M, en.tonc.e.4 

= 

4.l f " g - Ug E N , en.tone.e.& 
o 

k f+Uf+ ••. U f 
n 

" .. f = f 

f 

o 

An f = f.f.Uf + ... + un-1.f = {9-Ugl + ío~~~ {tfg-u~ .. + {un-19-~I· 
n 

= g - uº g 
n 



·-

:, ' ,, - 1º·3 . -

.. • 
, .. 

: . . 11 Anfll" ¡pr-~ºg 11 < ll g ll+ ~lu~gll < 

< llg 11 + l~uºll 11gil<1.1911+11~11" ll 911 

<2llgll 
+ o 

n 

ya que u e4 una i4ome~4la y 

llull < 1 

,. 
f = o 

III.4.7. PROPOSICION: Si N "Ñ, ta ce~~adu4a de N , en 
o o 

tonce4 H e4 la 4uma di4ecta o4togonal de M y N (ve~ t7 J pag. 

1211. entonc.e4 po4 111.4.5 !f III.4,6., E:,. H. 

DEMOSTRACION: M e H !f N e4 un 4ube4pacio ce4~ado de H. - . 
1 Po4 demo4t4a4 que M = N • 

Sea h e: H entonce4 h 1 N 4~ y 4oto 4i h 1 N 
Q 

<=> h, g - ug "' o ... g e: H 

' <=> h - uh, g " o vg e: H 

• <=> u h = h 

<=> Uh ¡: h pM 111.4.4. 

<-,,> h E M 



104 

poi!. .tanto ·"'" 
M ,. N1 . 

e.ntonc.u 

ahoJr.a te.ne.moa que E e H. 

Se.a f e H, entone.e.a f = f + f , donde. f e M y f e N poli. 
1 2 . 1 2 

tanto f c. E ya que E ea un aube.6pac.io • 

•• H = E 

III.4.8. TEOREMA ERGODICO MEDIO. Se.a u una l6ome.t11.ta 60-

b11.e un e6pac.io de. Hltbe11.t H y4ea P la p11.oyec.c.i6n de H aob11.e. e.l 

e.6pac.lo M de. todoa loa e.lementoa lnva11.lantea bajo u. Entone.e.a 

"lf e: H 

n-1 1 t uk f + Pf. Sl T ea una t11.ana6011.mac.l6n q~e p~eae11.ua n k=o 

medida IJ U" T, obtenemo6 la c.011ve11.ge11c.la en L 2 de fCnl a i'. 
,... 

DEMOSTRACION: Como E = H ·A f c.onvell.gi'. a un llml:te f ·, 
' n 

Seaf=f tf dondef EM!Jf EN. 
1 2 1 2 

Alto11.a A f + f 
n l l 

po11. 

lll.4.6 IJ también An f~ + O, ya que aea g e N tal 
o 

que 

11 f
2 

- gll < e: entone.ea 

llA f·ll = 11 A f -A g+A 911~ 11 A f -A gll + llA 911 
n2 n2 n n n2 n n • 

•. 
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. ,,. 

< e: + 11 An g 11 , lj pOll. lll.4.6 A g ,... o 
·.··. n .. ' 

• f .. . '.j . 
An 'f + o .. 

• 1 2 

e.ntonce..6 

A f + f • Pf. n . 1 

... ~ . 
1 
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INTRODUCCIOH 

El presente trabajo tiene el obje.to de presentar una parte 

de la teoría ergOdica de procesos estoc!sticos, el cual incluye 

tres capítulos. 

1 

En realidad, el desarrollo de ~ste trabajo esta basado en 

los cursos a nivel maestría: "Procesos estoc4sticos y Teoría -

Erg6dica", impartidos por los profesores Samuel Escarela Cornejo 

y Joaquín Curiel Cañedo respectivamente. El primero basandose 

en el libro de J. Neveu, "Mathematical Foundations of the 

Calculus of Probability", y el segundo en los libros: (1) Tapies 

in stochasti9 processes, de R. B. Ash arid Melviri F. Gardner, (2) 

Probability, de L. Breiman, y (3) Ergodic Theory, de P. R. Hal--

mas •. 

El primer capitulo lo dedicamos a algunos re·sultados sobre 

espacios de Hilbert. Hacemos notar, sin embargo, que este cap1-

tulo s6lo tiene el fin de familiarizarse con las propiedades de . . 
estos espacios, ya que en la secci6n III.4 se enuncia el 11 Teore 

ma Erg6dico Medio en un espacio de·Hilbert". Los Teoremas prin

cipales de este capitulo son: "La desigualdad de Bessel "(I.4.1), 

11 El teorema de.Riesz-Fischer "(I.5.3) y "La identidad de Parse-

val "(I.7.1). 

En el segundo capitulo se tratarán unicamente los procesos 

estacionarios y algunas de sus·propiedades, que serán ütiles en 
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'· 
el desarrollo del cap1tulo III,. teniendo como principales resur

tados la estacionalidadde un proceso y la existencia de proce

sos estacionarios bilaterales. 

El tercer cap!tulo ti;ata sobre teor!a erg6dica, el cual es 

el tema principal de este trabajo. Dentro de este cap!tulo ti! 

nen un papel relevante las transformaciones que preservan medi

da, funciones invariantes, transformaciones erg6dicas, transfo!:_ 

rnaciones mezcla, transformaciones conservativas o recurrentes. 

Los teoremas principales de este capítulo son: "Teoremas 

de recurrencia "(III.2.20, III.2.21, el primero demostrado por 

Jacobs (1962) y el segundo por Point;ar~), "El Teorema Erg6dico 

Maximal" (III.3.4.), "El Teorema E~g6dico Puntual" que es el -

Teorema principal de esta secci6n y e'l "Teorema Erg6dico Medio 

en un espacio de Hilbert". 
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TERMINOLOGIA: Un e..6pac.io medible. (íl, e> e..6 un c.onjun.to n·o 

vac.~o íl e.en una. o-4tge.b11.a. e de. .6ubc.onjunto.6 de. íl. Un e..6pa.c.io -

de. pll.obabilida.d (íl, a, P) e..6 un e..6pa.c.io me.d.lble. (~, e>. c.on una 

me.d-<.da. de. p11.oba.b.llÍd.ad P l!ob11.e. e. S.l X ell una. &unc.-i.6n de. íl en 

S, .6e d.i.c.e'' que. X e.6 me.d.lbl:e. (no;tac..lon X: (íl, 13) -+ (S, IP)) .6.l y 
1 

.66lo .6-i. x- (A) e ·a pa11.a todo A e ip. S.l S e.6 e.l conjunto :R de 

lo.6 11.e.ai.u y ip= e ( lR) la a-cf~ge.b11.a. de. l.o.6 c.onju.nto.6 de. BoJte.t é.n 
., 'l,c\ I 

lR, X e.6 llama.da una. va11..labte. ate.a.toJti.a Jr.ea.l; S.l ·s = R y ip=S <'it>, 
X e.6 llama.da.una. vaJtia.bte. a.le.ato1t.la. Ji.e.al e.i.te.ndida. M44 ge.ne.~al 

.6.i s u e.t c.onjunt.o :Rn de n-ada.6 de. núme.Jto.6 Jte.atu, ip =a (Rn) =en' 

X e.6 llamada un ve.c.to11. ale.~t.011.io n~d.lmen.6.lanal; X puede. c.an.6.ld~ 

11.a1t4e e.amo una. n-ada. (X, X ••• X) de va.11..labi.e..6 a.te.atqll..la.6 {ve.Jt 
l 2 n 

r 1) pag • 2 1 2 1 • 
00 

Si S =R e.l conjunto de. tadaa la.6 .6uc.e..6.lane..6 de. núme.11.o.6 

11.e.ale..6, 1J ip = e ( :R"") = 13,,.;, X eh llamada una h~c.e.ll.l61t aleata/t.i.~; 

X puede ve.ll..6e. e.amo 

11.i.a.6 11.ea.le.h. 

una .6uc.e.lli6n (X, X, ... ) de va11..labtea ale.a.ta 
1 2 
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