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. CAPITULO T ¢

 “‘1.17 CONVERGENCIA CONMUTATIVA ’ :
V 1,1.1; 5EFINICION:‘ Séa L un e¢pa¢£a7£1nea£hnonmado y.Au- 
ponen que {xa};va'é A (A un’conjunto de indiceé);é; una colec--
‘elbn dﬁlgtemeut05 en L, 4e dice que {xu} es sumablfe {conmutati-

vamente convergente) a X € L, edcnito E X,=Xo algundé veces
. . : ach ‘ - ‘

Aglamente IX = X 44 ve > 0 3 algdn conjunio findto de indices
A

H C A tal que para cualqudier conjunto findito de indices J O H

iz xu - X <e
aed

Antes de pnobﬁn algunas consecuencLas Linmediatas de La deéé
nleLén;, notemos fLa similandidad de esta nocibn con La convergen--
cla {ncondicional de n@ménob neaﬁcbf una convergencda suflcien-
Xemente fuente para garantizanr qac el neagrupamiento de términos
no tdiene efecto.

La primenra observacdbn que hacemos es que A4 . 2Axa =X y

ae

B € F, antonces

L BX = BX
P
ac A



'°3fito 6¢n4to da ind&ced H tal que v conjunto 6LnLt0 J > B

T N BRI

Paaa paaba& eéta, Aea € > 0 dado, podemoa elegLn un conjun_;y.

e " E Bx - BX n =181 ‘uazgax  - X ||<e
EnaeguLda 84 tenemOA que GEAXQ =Xy afAYavf Y,Qntonceé -
’YQ)‘?'X'+ Y

»aeA(x

" Pana proban esto elegimos H y H_ tales que, para todos Los

“conjuntda 5£hitab de‘indiceoyai y Jé donde J OPH yJ OH,

N X - Xl<e/2y Iy Yo = ¥ 1< e/2

y notamos que pana cuafquiern caﬁjunto finito I O HU H  Amplica -
: o 1 2 ;

JO3H yJIDH, por tante
1 2

I B X v Y - X+ <e n

EL siguiente nesultado muestra.que 84 una senie es sumable
en el sentido defindido antes, todos excepto un ndmeno numenable

de ténminos en La serdie deben sen ceno.

I.1.2. TEOREMA: Sea L un espacfo Lineal normado y suponen
que {X.} es sumable a XeL, donde oeh. Entonces todos excepto un

ndmeno numenable de Las X, deben sen ceno.

DEMOSTRACION: Sea >0 dado y H_ un confunto finito de Lndi

ces tal que ¥ J, O H



LT RN S

Ahona canb&denamoa otno conjunta 6LnLtO de Lnd&ceb J tal

que Jn H =,¢, En ebte caAa
- v il aeaxu = @EEUHE*G - aEHéx“ ||  ‘- :
<X = £ X | + 1 X -
. aeJUH a : " '
v € .
- “Eﬂcx“ I <¢, ya que JuHéDHE
Ahona sea € = 1, n =1, 2,... . = Existen confuntos fini

' '~&0¢‘de indices H tal que, 84 J.es un confunto findito de Lndices

) JJWHn = ¢, entonces

Consdidenemos el conjunto numerable n§lﬁn y algin Indice o

tal que ' -

esto Amplica

{a} N Hn = ¢ para toda n,

Lo que signifdica
1 >
hx <z pa@a toda n,

Consecuentemente X = 0, y as{ este debe sen el caso para -

p; o € UH.
cualquien X donde o ne, By



.

i

Como comentaALO 54na£ natamob que en n&nguna paate de la -

dLbQuCLJH antenLan &ntentamoa Auman mda de un nimeno’ 64n¢t0~de.

‘f'ténanOA, a pesar de que en La notacibn £o podamoA Lnchan,'una'

. exam&nac&dn estricta nevela que Aolo sumds 6LnLta6 han &ido dig‘

“tnribuidas para canacteanaa este tipo especial de suma LnﬂLﬂLtd.'

I.2. NORMAS Y PRODUCTOS INTERNOS SOBRE PRODUCTOS CARTESIA

NOS DE ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO NORMADOS

Sean L Yy M espacios ﬂinealeé noamados, deseamos introducin .

una noama sobre L X M, &4in embargo, primeno debemos introducdr
‘operaciones sobre L X M de tal forma que €ste pueda verse como

.un espacdo Lineal. Para evitar confusibn con productos Lntenr--

nos, Los elementos de L X M se denotardn porn <X,¥Y>.

Usando esta notacibn, definimos suma de efementos de L X M
como .
< X

Y, >+ <X, Y,>=<X +X, Y +¥Y,>

1? 2

y La multiplicacibn por un escalar ackF, como

a< X, ¥ > =< aX, aY >

Es fdedil de verndifican que L X M con nespecto a estas operna

ciones es un espacdo Lineal.

Ahora afinmamos que Lob. sigulentes mapeos son noamas pahra

I.2.1. X, Y>>0 =X+ HYy |l



S22, <X, Y = xIP ey 1PVR, p1

L.2.3. < X ¥ > max (I X0, 0¥ AR ’
- La aﬁanachn se puede uen¢54can 6ac4£mente . V‘

Ahona deﬂLanob un p&oducto 4nte&no pana 1 x M cama

124, (< >, < >) = + |
L2, (KX, ¥, <X, ¥)3) _(xl, X)+ ¥, )

'11 ¢n donde (X, X)) y (¥, Y ) denotan ¢ producto interno sobre
L yM nespectivamente. Se-puede ver facilmente que I.2.4: es

* nealmente un paoductb intenno sobre L X M.

i

Ademas notemos qué Ai con#idgnamoi una cornespondencia en-
trhe efementuvd X de L y el elfemento < X,0 > de L X M, sepuede demos
than que éata con&ebpondgncia es un {somonfismo entre L y - - R
(X, 0> Xe¢ L}; y Aihilanmente para M.  Poxn tanto el pnoduéto
intenno definddo aqui y Las noamas definddas antes extienden el
’pnoduCIO Lnteano ordiginal y La honma sobre cada uno de Los e&pa-
cios, es decin, Las ecuaciones definidas para el producto carte-
siano L X M se neducen a Los mapeos oniginales cuando nos restrin

gimos a uno de €os esdpacios L o M.

Ahorna que tenemos una noama 6 métnica Aobre ef producto can-
tesiano de espacios Lineales, estoc requiene un cambio para que ha
blemos de mapeos continucs de tales productos cartesiancs en otnos

espacdos.

Se dice que una funcidn es continua en un punte X 34 para cada



:;#rveckndad de f(X) en el aango, Ae puede encontnan una 6 vec&n—'\,f~

e -

dad de X en et doanLo, Sg (X) tal quef (S (x)) < S (f(X)) En -

vyta ALtuaCAdn panthuLan cuando e£ dominio eé cL pnoducta canteALajng

‘-, »n0 de 2 espacios, ez punto X menc&onado anteA Sena una paneja on-

'f;denada de elemento& en o4 QAP&CLOé componentea Yy una &- vecindad

T"Zf'dei punto sena una vec&ndad en el espacio pnoducto canteALano.

: Pnobanemoa ahoga que gt‘pnoducta‘éntanno es un mapeo conti--

nuo.

1,2.5. TEOREMA- S{ L.es un ebpacio con producto Linteano, -
- (24 pnoducto Anterdon (X, Y) es una 6unc&6n continua que mapea

L XL en F.

- 4 R

DEMOSTRACION: Consideremos un punto §£{jo en el rango (XZ,YZ).

Ahona Aeaw"1x3 =X =X ¢gY =Y -¥ Lo que implica
T, Y) = (X, ¥ =1(X +X,¥Y +Y¥)-(X ,¥Y )I

1 { « 2 2 2 3 2 3 2 2
desarnollando

(X +X, ¥ +Y¥Y) - (X, ¥Y)H)I =
2 3 2 3 2 2

=X, Y)Y+ (X, ¥Y)+ (X, YY)+ (X, Y)-(X,¥)l
2 2 2 3 3 2 3 3 2 2
usandg La déAiguatdad de Cauchy-Schwanz,‘abtanemoA

PR, ¥)) + (X, ¥Y)) + (X, Ys)[<

s | X2 [ Yy, - Yz o+ Y, o Xl_- X2'H +



X =X MY -y
5 R T 20

tame tévde6¢nLn wha norma zn ténanoa de£ producto Lntanno , ¢ f 
‘Una vez que tenemos una nonma 280 inmediatamente da Aunng&eg‘
1o a unq'mﬁtnkca sobre el eapacid,y como usualmente, un hecho 

l1?£mpontante aceﬁca déL‘EApacLa es cuando éétevéé campleto con'~ L

-nespecto a €sta méinica. Hacemo¢~£avbiguiente definicibn.

I.3.1. DEFINICION: S4 un espacio con producto interno H
“os completo con neépacto a fa métn&ca derivada dez pnoducto in

teano, entonces se dice que H e4 un espacio de Hilbent.

Para afgunos efemplos de espacios de Hilbert ver {71 p.
165-167.
. Un ejemple de un espacio con producto inteanv que no es un
espacdio de Hibbent. Consdderemos el espacio €ineal de Las gun-
cdones continuas sobre un internvalo {a, bl denotado .ponCla, b},
con paoductq interno de £ y g ¢ C [a, b] definido como

b’ —
(£,-9) = Ja £(X) g(X) dx

Ahona a4 una sucesddn de funcioneé (fn} ern C {a, bl conven
ge con hespecto a La noama defindda porn este producto Aintennc,

ellas s6Lo convergendn en media.

Y como convergencda media no necesardamente implica conver:



. gencda uniforme, pon tanto este espacio no tieme que sen com-

17‘,p€etq."' oy

- f E£75ZgaLente‘éfempﬂo\m&éataa*que‘ebta,éA’a4£, ejemplo:
i f Con4Ldeaaﬁ‘C [a, bl con La-métrica

d(f, g). = ([a!f(x) - g |%ax) /% £, g e cla, b].

“tomemos a =-1 y b = 1 y consideremos La siguiente sucesién de

S eaehy | e R o
RS B = dax o 0<x<l
S , 1 1<x<1 ;
{ = ‘ . n .

Es clano que La funcibn Limite es una funcibn discontinua

-y por tanto el espacdic no es completo.

La Ley del parafelbgramo establece que 44 X y Y son 2 vec-

tones en un espacdo con producto Lnterno L, entonces
1.3.2 I X+ Y02+ x-yvu2=20x0%4+20 vy?
(ver [ 3], p.11)

Esta Ley es de Lntenfs para nosotros porque de. una condi-
cién necesaria y supiciente que cualquier noama detearminada poxr

un producto intenno debe de satisfacenr.

S4 tenemos un espacio Lineal normado y nos preguntamos cuan
do podemos Antroducin un producto inteano, ef cual deteaminard

una nohma que concucxde con £a noama original, sabemos que nece



4Ltam0A checan p&&meaamente b4 La no&ma on¢gLna£ Aat&ésace £a

'"Tley deg panatetagaamo,. CualquAQa noama derivada de un pnoduc- Sy

‘to Lnteano debe Aat&Aﬁacen I. 3 2,

Como una aplicaCiJn inmediata de este hecho, considenemos =
; 0 CEER , v ' i B
el espacdio Lineal L [0, 11, que consiste de clases de equiva-

Lencia da‘ﬁuncéon¢d integnales sobre [0, 11 cor respecito a La

: S : 1 L
medida de Llebesgue, con La noama de fe L [0, 11 definida como’

. _ 1.'

Mostrnanemos que esta noxma no satisgace I.3.2. y asd evdi-
tan La posibilidad de ver a €ste espacdo como un esdpacio de --

Hitbent (con nespecto a esta norma).
Considenemos Los conjuntos A = {0, %] y B = [%. 1]y Las
funciones caractenrlsticas IA, IB.
Vemos ahora gue
2

i I, + 1, fc=1¢y8 1, -1 I =1

mientras que

2 _ ol
24 IA e + 28 IB e = 24

pon tanto no se cumple La fLey del paraleldghramo.
I.4 DESIGUALDAD DE BESSEL
I.4.1 TEOREMA. Sea L un espacio con producto 4inteang, A

‘un conjunto ontonoamal de vectores en L y Y un vecton arbitha-



Comdo emni
Entonces ©
u>f,(1);(0ééiggq£dad‘de BeAAQZ)fQ x;,,xz,..Q, X ft?A.  ‘

e, x| <y
: | |

o

1
(2) EL conjunto .

= {X e A: (Y, X) * 0} es numenable;

. '(3) S{ %z ¢ L, entonces T |(Y, X)(Z X<ty nzl
: , Xeh '

DEMOSTRACION: Sea «. = (v, X;). “Es elfano que

n 2 n .
‘ 0 < (Y ~ 2 o, X - Z ajx.) = ¥YH# ~ TTa (Y Xj) -
‘ i= . j= J ’ j=l
n n -
- E o (x ,¥) 4+ T X a,a.(X,, X.)
i=y i=1g=1 1730 J
2 n 2 n 2 n .
=0 vl =% la| =% o} + EQa = wy¥n® -z Jo,|®
. 3 . i . i . 3
. j=1 i=y i=, ' =1
2
porn tanto l(Y X, )| < Y , Lo cual prueba (1)

i=1

Para proban (2), consdideremos ef conjunto

A
2

L9
n

. En={XCA:l(Y Xx) |

donde n es afgdn entero posdtivo y suponen que x‘, xz,...,xkenn



implica K< n®h Y1t <e
AAi'etvconjunta E = {X¢e A: (Y, ﬁ)_* 0} = U E;,_eb una

n=3

unibn numenable de conjuntos finitos y. es poa tanto numerable. .

Paaadttimo,‘apticando La pante (2) del teonema para asegu -

-~ har que (Y, ii) =0y (2, Xi) = 0 , para todos excepto un nd-
meno numerable de X, € A, usando £a dibigualdad de Holden y La
desigualdad de Bessel, pbdemoa decin que pana una n cualquienra

n
z

R n n ‘
. HL ) @TXD < 02, xp01 ) Y g, x) DY 2 <
E ) i 1

1 i=1 . i=

<hYnt ziu.

La sendie xz | (Y, X,) (Z, xi)l convenge absolutamente y
. €A ) ' )

por tanto Lncondi{cionalmente, La cual, panra senies de'ndmenob

complefos significa convengencia conmutativa.

I.5. ALGUNOS RESULTADOS DE LZ(O, 2n)‘Y EL TEOREMA bE

RIESZ - FISCHER.

Contdidenemos el espacic de Hilbernt neal de kaé funciones

i 2
heales de cuadrado {ntegrable L (0, 27) | es un espacio comple-

fo ver 3], p. 115}, y el cenfunto ortenormal en este codpacic



(ver (91, 110] (A cos2’t), nopar

es decdin, X = ,
' 1 _'sen (n+1 t), n'impar
\/ n 2 '

' para n>0

Ahora - deginimos, para £ € L’ (0, 27), a = (f,rkg)}f-‘{;~

) . . 1 (2n
i.e. 6 = — f(t)dt
. 0 ~/21’ S
0 . v B
.- 1 rZ'. . N .
== . f£(t) sen t dt,
v ~ :

s & - .

Consideremos ahora Los coeficientes de La senie de Founien

2n
) 1
, ao-;Jo £(t) at .

g para n >0

2n
a_ =} [0 £(t) cos (§ ) dt, n par
y 2n
b = }I £(t) sen (2 L¢) de, n impar
U T2

entonces tenemos Las nelaciones



Ifn,azY "?ffu'j§7f';

~ Haciendo uso de fa de4£gua£ddd de Beésel\(ieonéﬁa‘l54,1:5~ﬁf L
(1)) tenemos can P | B S

N N TN B Y ¥ o
T LY : ,

Substituyendo Las anteriones nelaciones, obtenemos = -

S 2g = 20
a =+ n(Z2
0 2 n=

a_ + bn?,< I £7(t) d4at

1 0

'
[ O I i lima =0, limb =0
IR ; n n
: . n n
£o cual e un resultado importante usualmente LLamado ek Lema .

de Riemann-lebesgue,

LR

Reghresando a La s{tuacdibn general una vez mds, ahora desea

mos proban el sdiguiente teonema,

I.5.1. TEOREMA. S{ L.es un espacLo con producto intenno
separable y A es un conjunto ontonoamal en L, entonces A es nu
menable. |

DEMOSTRACION. Sgan X y Y dos efementos de A, Podemos a-
§inmarn que .

2
X - yi

(X =Y, X=-¥) =1 X0~ (X, ¥) (Y, X) #0 Y| =

2 ‘ 2
X1 -+ 10yl =2

SO XY =va2.



. Ahona considenemos £a coleccifn de vecindades de radio VZ

cada punto de A. Es clano que dos de Estas vecin- -

7"';f a£ﬁcdedo4’&¢
7;i*f?“:dade6,h§ puedéh tenelbun puntd en“éomdn‘de A,‘lo que Zmplica --
“"f, 5qué‘cada una de tales vecindades dében,gontgheﬁ»unipunto‘diltig‘
a1toLde un Aubéonjunto dehbo numenabfe. Por tanto 84 A no 5uen§
"”'f‘numenabte tenda[amob,un subconjunto den&o no namenable,ALo que
contradice fa hipdtc;i&. o v ER ‘
EL Aiguiente nesultado da un impoﬁtante hecho acenrca de con
 ‘vengenc£a (en et sentido de sumabitidad introducida en I.1) en
~espacios de H@Lbent. |

v

I.5.2. TEOREMA:  Se¢a L un espacio de Hilbeat y séa. -~

Az X, X ,..., un conjunto ontonoamal en L. Entonces, 84 a cF,-

n= 1, 2,..., tenemos -
g | £ o | -
(1) a X converge 44 y 86L0 84 T |a | <=y

n=y =Y

., oo ’ ¥
(2)84iZ @ X converge a X, eﬁtoncebian =\(x, X ).

n=1
' . ‘ : n
DEMOSTRACION: (1) Considenar fa suma parcial s = IaX
Y ig’.
d Yy suponen .que n > m; entonces
2 n 2
I.5.2.1 s -8 "=}z o X Il ~ =
n m i71i
i=m+ 4
l‘ ‘ . n 2
= I lo, |

i=m+



. Ckanamente, 44 La senie mencionada en (1) converge, enton -

' : o - 2 B . AR S R
.ces T Iai[ debe tender a ceno, pon tanto La senie E |ah|' ’
‘ = SR RIS 2 T L T N

: B . B 4;{‘
~debe convergen.
N ) : S » .(. no . ,2

Invensamente, suponer que m, m > = y I lai! + 0.
. ’ : * ‘ i=m+ ; ; ’

) ; ) T : ‘n
Esto implica que £a sucesibn de sumas parciales I a. X, es
. . P k=g N

es una AuéeAL6n~de Cauchy, y“como L es un ebpadia de Hilbent

£ a X debe converger a alfgdn X e L.
n=s | R
DEMOSTRACION DE (2).’-Conb£deﬁan que X = b3 unxn, y La su-
: , ‘ n=1 : ‘
PERE Al n
ma parcial Sh = T a X

g= g U

Para n > 1, deﬁinémoa ay = (sn,x ). Como esta nelaciln 4e

j

cumple dada La ortonormalidad del conjunto A, pana toda nA$‘j,

esto debe sen ciento en el Limite, y podemos escnibin Eim(%“x )=
n

3
a,.
-3

Usando el teonema 1.2.5. podemos asegurar fa continuidad -
del mapeo producto interno, Lo cual nos peamite Lntercambian -~
Las openraciones de Lmite y pﬁoducto inteano en La ecuacdbn an-

tendon, Lo que nos da (X, xj) =y, Lo que es ‘el nesultado de--

seado.



.-‘.

Aaz, conoc&endo que Las AenLea dadab conuengen a algun x,gﬁ*

- tenemoa una Aetac46n ﬁuente entne loA caeﬂ&c&cnteé en La AenLe'nw V

"'y,x. : :' ‘ ”_. R p» ' »";'
RegneAando ahona at: caao pana L. (o 2:) menc&anado el ind

"c&o de esta 4ech6n, tenemo& el ALguLente teoaema.
I.5.3. TEOREMA: (RIESZ-FISCHER). Sea co,.dl, C,ovees una
coleceibn de ndmenos neales tales que (c: +T cla+zx a )<m
: x o . , n par ° n impar
entonces exiete una funcibn £ e-Lz(O 2r) tak que loA numznob

ck y 4, son Los coeé&ctenteb de ﬁouALen de f£.

DEMOSTRACION: Rara proban esto necesditamos s6€o hacer uso

de £a pante (1) del teorema 1.5.2. donde ei confunto orntonoamal

1
os t
‘o8 A: — sen t [o]

e ¥ ’
J2n AV 4 v T

oo = X Xy X,

) : ' 2
para afinman que { con respecto a La noama sobre L (0, 2nm)]

c 1
[

2+

(¥ ¢ cos nt + I d sen nt) converge a alguna
27 vt npar B n impar ®

£en'(0, 2n) y EANT tiene ac_yd (n=0,1,2,...) como Los
cocgicientes de founien. Cstosesigue de 1.5.2.(2) ¢ de fa dedi-
2
nicidn de (£, X ) para fFelL (0, 2n),
I.6. CONJUNTOS ORTONORMALES COMPLETOS.

I.6.1. DEFINICION. Sea A un conjunto ontoncamal en el o4



. v\

.

-

pac&o con pnoducto Lnteuno L.‘ Se che que A eA compteto A& no

,exLAte otro conjunta ontanonmat que cant&ene a A eé dec&n A

fdebe sen un. canjunto ontononmal max&mal.

CRITERIO~ Un con;unto oatononmal A gb compteto 84y Adlo

AL pana.todax tac que X1aAa (x eA ontogonat a A), X debe 5en -

'ceno.

'DEHOSTRACION' Suponen que A es campteto Yy que X eA un vec

'ton dLgeAente de ceao tal que X1 A Clanamente eAzo e una -f

coutnad&cc&dn porque el -confjunto ontonoamald A U {——— } contiene
ixi

a A propiamente y contradice £a maximafidad de A.

Inversamente, Aupone& que X LA implica X = 0. Si A no es

compfeto debe de existin algdn conjunto bnténonmat B tal que -

B DA paobiamente.

S{ esto es asl sea X e B~ A, Comoll X1l =1 ¢4 X1 A, en-
tonces La suposdciln de que exdisite un conjunto ontonormal B de-

be sen falsa y por tanto A debe sen completo.

EL siguiente teorema muestra que existen confuntos ontonor

males completos en cualquien edpacio con producto intenno,

I.6.2. TEOREMA: Sea L un espaclo con producto interno (L
no es el espacio trnivial que consiste s6£o del vector cero). -

Entonces (1) Existen cornjuntos ontonormales en L.

(2) Cualquien conjunto ontoncamal puede ser extendido

a un confunto ortonoamal completo.




47i[ DEMOSTRACION. EA clano que 84 pnobamoa (2) eAto meLLca-L

",f‘nd (l) en v&&tud del hecho que en cualqu&en eépac¢o deben CXLA

© . %n conjuntos oatononmateé, pana un vector x dLgenente dc cero,

el conjunto X es un conjunto ontonOAmaZ poa tanta pnobane-”fby
lx i : :

meA (2){

Sea E un conjunfo ontonormal dado y Aéa S £a coleccibn de
. todos Los conjuntos ontonormales qué contiencn‘é E. Es clanro
que La colecedbn slebta'pancialmente aldenadq por inclusibn- de
jconjuniob. Deseamos mostran ahora que cada subconjunto total-
mente ondenado de S tiene una cota duperior en S; 1. e.,S eslqg
inductivamente ondenado. Podemos entohceA apcicaﬁ el Lema de
Zorn, el cual eatablece que todo conjdnto ordenado inductiva--
mente debe tenen un efemento mdximo paﬁa obtener un conjunto -

ontonormal maximal.

Sea T un subconjunto totalmente ordenado de S; sea T ={A }
ku e N

Es claro que pard cualquier g, A C UA; Ademas E C Y Au.
e a '

Por tanto panra mostnar que 35(,5v5 s6Lo resta phrobar que -

éste es un conjunto ortonormal. Sean X y Y dos elementos de --

gna. Amplica’ que exdisten A, A tales que X e A _yY ¢ Ae. Co-

B

mo T es totalmente ondenado, s4in embango sucede que‘Aa C AB 6 -

que AB C Au

Suponiendo que La primena inclusién es clenta podemos decir



X, ¥ ¢ A, implica X LY ,(u_-_. X _=j‘;|_|’ Y ]=" 1) "y ﬂpc’a : :a_’.gtg : gAa‘ss'.j»~ e

' Aai'el‘conjunto UA ea una cata Aupeﬂ&o& para T en s y -

'”'f;vhemOA v&ato que 8- ebtd LnductLvamente andenado. Pon et Lema de

“‘;Zonn debe ex&bt&h un etemento max&mal en S. EA clana que n¢n~-75?*“"

i gin otno con;unto ontonoumal en el eApacLo contendnta eate ele-

. mento mdximo, porque esto contradice su max&mal&dad.

 I.6.3. TEO!EHA ' Sea H un eApac&o de HiLbert, Auponen quegff,

“A ='(¥u}, ac A, “es un con;unto ontononmal en H y sea X un vee-

; - ton arbitranio en H. ~Entonc¢4 tenemos Las uguuntu paopouug_'

nes -

(1} Y= & (x X ) X, Qltéte, i.e. Za sendie eAﬁAumable;
p ach

{2} EL.vector Ypentene‘ce ailal;

(3) "X e TAT 84 y 4680 84 X = ¥; i. e. X se puede ‘eacndlbin
& .
como La sende antendon.

(4) x - Y 1 (AT.

) 2
DEMOSTRACION: (1) Notemos que g Il (X, xu)xl,u convenge, ya

2 2 2
que Il (X, X)X I = Z[(Xx, X,)| < XN, por Ra desiguaf-
a a

dad de Besself (Teonema T.4.1. (1}}).

Como- esto es asd, usando el mismo arngumento al proban el -
teonema 1.1.2., para € > 0 debe exi{stin un copfunto finito v C A

taf que, para un subconjunto finito 3 € A donde J Nk = ¢,



: ein '«

BN X, X)) X B .<e pero -
L asq S R L

M T (x x )x H = n(x, X )X Il . entonces podemos de
aed I ueJ e

. 2 S
H T (X. X )X < €.,
aEd )

'rff:y  z‘(x; xu)xa exdste po4‘1; p} 160 deviil.»

s
. DEMOSTRACION (2).. Es cfaro que cualquiem‘Aumd’panéial”de o
T (X, X)X, debe pertenccer a fA), esto implica que el Limite

[l

Y debe pentenecer a {A7.

DEMOSTRACION (4). Sea’xB € Ay consideremos

o o N N o v
(x -y, X;) (x, Xg) (¥, x,) (x, x,) (: (x, xa),.xa )

i

= (X, Xp) = (X, Xp) 0 {ven [ 3] p. 160)

.
AR

ast i - Y1l A implica X - Y 1 [A)
Ahona para cualquier Z ¢ [A] debe existir una Auceb¢6n de

e£emento¢ de {A],{ u, } tal que
Z = 1lim U
n n

Lo que siginifca (X - Y, Un) = 0 para toda n. Como esto se --

cumple panra cualquien n, esto también e ciento en el LImite;

'
>

ast



Pon La cont&nuLdad del mapeo pnoducto Lntenno (teonema 1.

2 5 ) Zaa openacLoncA de LLMLte pueden ¢nteﬂcamb¢an4¢ pana obte “

nca S

(X - v,z)v =0,
ﬂ[£'£o qqé‘qu;gne ch;n‘qqe e '
V“i ; ' ,f»“  *‘- & 1 (A} ‘zo que pnuebd {4).
*?EHOSTRA¢ION~(3)- Es claro que 84 X = Y;‘;ntbnceA‘x £ ﬁiif 

‘;t ;pQ&,(2). Invensamente, suponer que X ¢ I Usando (2) Y ¢ [A],[‘

entonces X - Y € [(A). Pero porn (4) X - Y L [A], Lo que implica

X -y =‘0, Yy se tenmina La demostracibn.

Adelantamos que en et‘béguiente teorema no tenemos necesdidad
de 2a edtructurna de un espaclo de Hitbent; un espacio con produc
to 4dntenno ondinaniaAaena suficiente, En pafabras, el sdiguien-
te teonema dice que, 44 el espacdio generado por un confunto onto
nonmal ea denso en el espacio total, el conjunto ontonoimal debe

saen completo.

I.6.4. TEOREMA: Sea L un espacdo con producto Ainterno y -

suponen que el conjunto ontonoxmal A tiene La propiedad que
(Al = L. Enionces A es compledo.

DEMOSTRACION: La demostraciln sera pon contrnadicedibn., Se

.proband que suponiendo que Las hipltesis son clentas fa conclu--



-1346n es 6a£Aa, lo que tteua a ueaultadoa anompatLbLeA.k SL A

afkno 28 completo. debe eXLAtLd un vecton x d&‘euente de ceno tal

que le A me£4ca X1 [A]. L0 que ‘en cambLo metcca x 1 lAl,

peno como [A] =L ¢mp£¢ca x l x.,

En conbecuencLa X debo Aen 0 Y llegaMOA a La contnad4cc46n':f

: deaeada.

EL ALgu¢ante teonema prueba que 84 eatamoA t&aba;ando en
un EAPaCLO de H&lbeut el invenso dek teouema antenLan es cLen- o

to.

. 1.6.5.  TEOREMA: Suponer que A =_{xu}, a e A es un cbnjug

to ontononﬁal completo en el espacio de Hilbent M. ~Entonces

y
—

LA] = H,

DEMOSTRACION: Probaremos fa contnapoaicddn de este nesul-
\ .

tado. Supondremos que A es un confunto ontonoamal en H y que

[A] # H, L0 que sdgnifica que existe algln elemento X ¢H -(A],
Ahora, como H es un espacdo de Hilbent podemos apLLcai La pante
(11 dek teomema 1.6.3. para garantizan La exi{stencia de

r (X, Xu) X(l = Y.
a

Hac(eﬁdo uso de‘tq parnte (4) del mismo teorema, podemos de

X - ¥ Ta1 s , -
— 1 (A} imptica -2 X
Ihx -y il tx - ¥l

e que 1 A



: ppn £a panta (3) de£ zeonema I 6 3, h X - Y ﬂ #* 0.
: Hemo& enaontnado un: vecton d&ﬂenente de ceno oatogonal a
todo A._1EnvaAta'dgveAto\pademOA-dec¢n qie A no es compzeto_f»“":/
.v,pogque,‘ SR ST SR U L = . S
Ac XXy oy
Cohx -y

n

I 7 CONJUNTOS ORTONORMALES COMPLETOS Y La IDENTIDAD DE .

PARSEVAL

EL ALgu&ente aaéuttado da una dQACALPCLJn equLvatente de -
'5 un conjunto ontononmat campteto en un espacio de Hilbent. Note
mo&, adn embaago, que para probar a parnte (1) del siguiente --

Leorema necesdtamos 8620 un espacdio con producto Ainteano.

I.7.1. TEOREMA: Sea L un espacdio con producto inteano y -
sea A={X;},a e A, un econfunto ortonormal en L. Entonces (1) S&

para cualquier X € L.

2 ‘2
(r.7.1.1.) I X = Z|(xX, Xa)l , entonces A es completo.
, a ;

’

{2) S{ L ed un espacio de Hi{lbent, A es un cdnjunto ortonormalt

completo, entonces La ecuacifn (I.7.1.1] vale para cualquier -

"X e L.

OBSERVACION: La iguafdad de {I.7.1.1) ¢4 LLamada identidad

de Parseval,

DEMOSTRACION (1). S4i suponemos que A no es completo, debe



,A:ex¢bxca un vecton d&ﬂenente de cano x tal quc x l A. ubAtLtup,.vA

‘f3,jend0 esta x en Za Ldan£¢dad de Panéevaﬂ Obte"€m°b

Z]pzeto.,»

e

5 x .2 - t(x' . )I .;- '3‘»‘ :;

H

ko que o4 una contnachcLGn, conaecueutamente A debe Aen aom—-

o S
i

~'DEMOSTRACION. (2). Poxr el teonema 1.6.5, La cenmaduna det

Aubebpacto genenado pon un con;unto onxtonormal completo en un

~eapacko de Hleeﬂt debe sen el MLAMO ebpac&o, por tanto

| (Al=1L |
Para cuatqu&en vector X € L tenemos que X € [A] ApLican-
db e£ teonema 1.6.3. (3), podemos decin que

x = i (.x’ xa)xu

Parna ven que £a ddentidad de Parseval es cdienta, caleule--

mos.,

2
X

W
i

X, X) = (20 XX, TX XXg) =

i

Z Z(X, X )(x, xe)(xq, XB)
: o B
(ver {31, p.160) ‘
2
= Z|(X X)]|

a E

Combinando el prnimeno y GRtimo ténmino, vemos que £La Lden-

tidad de Panseval se satisface,

Desecamos nesumir todos Los nesultados antendiornes con el 84



s

"7guientéjtebnéma Notaa que no obAtante que se anunc&e un: eApa— if

A

kgio_de'ﬂilbéat, eéta no 24 neceda&&o en todab ZaA caAOA.
1. 7 2. TEOREMA. Sea A= (x }aehun canjuuzo ontonoa--

‘?-mal en et eépacLa de Hleent H S Entonceb..
(1] A -es completo’
~6£ y 86Lo 484 {2) x1 A imptipa' X = 0':

Ai y 4680 84 (3) ¢ H Amplica X = Z(X, xa)xa}~«v.
- . . u

84 Y 8680 Ad (4) [Al
' . ' 2
84 Y 8680 84 (5) xn = 2], X )|

» [+ 3

84 y 86Lo 84 (6)'panh X, Y ¢ H,

(X, ¥)'= Z(X X)) (X, ¥).
[+

»,.



. ceaPITUO I

| PROCESOS ESTOCASTICOS

,'II’.1VWDI-:FINICI,0N: Sean (n,ia,l"i un espacio -de p!_tobabil'idad_f

© ¢ (S, ¥) un espacio medible Y T un conjunto arbitranio. Un --

,'pna.cuo estocdstico en (R, B, P} con espacio de estados (s; e )
'y un confjunto de indices T, es una,_ﬂdmu.ia fdevﬂru,.ncionea medibles

Notamos' que 844 T es el conjunto de L0os enteros positdivos y .
S =R Yy¥ = B(IR)el proceso estocdstico {xt, tET) es una suce-

4460 de vaniables aleatorias neales. .

© Simifarmente podemos obtenen un vector aleatorion-dimensdio
nat {T = {1, 2....n}), S =R, ¥. = (R}, ¢ Lgualmente una sola -

variable aleatoria [(n = 1}.

Un ainbnimo pana procesos estocdsticos es varlable aleato-

nia;, Ahonra se thatara de explican &sta texminologdla.
Sea STZaooﬁechQn de todas Las funciones de T en S ¢y AeawT

el pnaducto de o-dgebras en ST (Recondemos que " es La minima

o-dfgebra que contiene a Los nrectdngulos "

T, ' e
{(We 8 : (W (t:') € Bl,... W(tn) € Bn)}



e

84y Aqto 84 cada X, es medible de (Q 6) en (S ¥ )(ven [ 8] pag.

I R e A ew n=1 2... ver [1]
b b €T B B B, R e

Vﬁdg;'189) L . 1£"ij§?.”

Ahora AupongamoA que paua cada te T tenemo& una 6unc&6n__

fxgﬁ»ﬂ + 85 y dQﬂLanOA a ’,f 

X: @ 8T pon
x(W) = '(x"' (W), t €T
Entonces X es una 6unc¢6u medibte de (ﬂ B) en (S ¢T ) .

i

7?).*-A4L un pnoceao estocdsticocsunmapeo medible de 2 en ek 24
paCLo de 6unCLane¢ sT

1ntu&t¢uamante ta nea@&zac46n de un expeaLmento produce un -

punto muestral W y &< nepetimos varias veces el expenimento nos

~determinand una coleccibn de eﬂcmEHIOAIX(t, W) = xt(W), terT

En otnas palabras el nesultado def expenimento deteaminand una

funcién de T enS, LLamada’ La funcidn de muestra coanespondiente

at punto W.

S4 T ed un intenvalo de fLa recta neal nos ayudard para vi-
sualizar a t como un pardmetro def tiempo y pensar a un proceso

como una variable aleatonia del tiempo.
1.2 PROCESOS ESTACIONARIOS

1I.2.1. DEFINICION: Un proceso X), xz,,,,' es estaciona-

nio 84 v K> 0, el procedo X X

Kty X4, tLene La misma distnd



1?bucL6n que x x R 1 e. paaa toda B € B

(1)...9((x , ‘2...) € n) - P((x  x

) € B)

ST TP AR

Como La d46t&¢buc46u eAtd deteAMLnada pon Laa 6unc¢onea -v'L

de dLAtﬂLbMCLﬁn (1) es equ&vatente a: Para toda xl;”xz,"

e e e g

x y K> 0

(2 POk X < x) = RS X LK < X))

_ ahora &sto es cieato ya que:

i

»P(xl, < x X, <X e X < x) vp(?‘. < ",'-""‘n‘l"‘n' )fnf;<,.'~

b o ) - xn#z<~'.')

CP(X € (==, X)), X € (==, X)), X € (==, %), X . €(-=,>),

n+y

Xppy € (070 o)

=p((x!, xz,,,,) E'ﬂ I ' 1 =, ;) donde I, = (===, %, ) ademds

i=1 i=n+1 i
: | .
19111 i[lniRli = PE
¢ DR <X e Xy <x)=P(HX X . .)€B)
Tnvensamente
ééa B=1 € Boor Imr=‘ﬁ I, donde Los I, son dintervalos de
' i=y

ta forma (-=, x,) y como sabemos que Bo = 0l(~=, x,), 1 € N).



 ii;Sin_p?ﬂd¢n gén@ndlidad pé@émo§y$dbbﬁéﬁjdﬂ¢ 1‘; ;;;

s p((x s ) €B) =P(X € 1, x €1 ,...x‘ €rx xMl In+1'f4;f‘

L p(xx@E(,—w.‘xl),-x2 E(‘“{'¥2)-.;xn'e(ﬁ“iixh’; xn+i€(-é.'f)...)="jg
= P(X < x, xz_§ X ooy Xy <X
“En panticular 84 un procesc es estacionanio, entonces todas
Las funciones de distnibucibn unidimensionales son iguales i.e,
P(X < x) = P(X <X ¥K=1, 2,...
demostrnanemos esta afirmacibn. .
R . i
Porn hipbtesis : e ”
: ’ o ‘ e
. P(xl < xlf x2 < xz,... X, <.xn) p(xk+1_< x;"'xk+n xn)

ahorna usando’ La propiedad de consistencia (ven 11.2.5.) de fun-<

ciones de distnibucibn obtenemos que:

P(Xk < xl) = ;im P(Xk+l < xl,... X < xn) =



i

Q“II 2 2. PROPOSICION.‘ Un pxocebo x z,}., eb ebtac&ona

e ﬂ& Res el pnoceAO X, 3,...,yt¢ene La m&bma dLAtanuCL6n que
v R Xl ’ x p .- e ' ‘; : A . . . . L L
f;fffaﬁf'w“ DEHOSTRACI°“° Sea X, = x ,K=1,2,...4seaBe€B_, -

‘ent04ce5 por h&p&te4¢4 tenemOA que
. o e ’= , " . R
p((x‘, X,,.-.) € Bl =P (X!, X...) €BI,

0sca, que xl,xé,.;. tiene La misma distnibucifn que X', X, oo
R \ R ¢ :
© . también p[(x;, xg;.eﬁ) € B] = p[(x’, x;,;f‘) € Bl; por fa desif
"i‘_v » o ; .
nicibn de Ras x; i. e. x;,.. ‘tiene La misma d&atn4buc¢6n que -

X, X ,... ¢ asd sucesivamente.

avpl(xx, X ,...) € Bl =P (X, , X ,...) € Bl

X, xz,... es vatacdonando.

Afgunas veces es maé‘;anueni@ﬁte ver procedes estacdonandios

que consdisten de variables aleatondias bLtatenaleA,...x_l,xo,xl,...

En el contexto que se tiené,eéto se podaia vern como una sucesddn
de Lectunas empezando en el infinito pasado y continuado hasta el

futuno infindto.

IX.2.3. DEFINICION: Un proceso bilatenal es estacdonarnic, -
84 su distribucibn no depandc‘de ta eleceibn del origen, L.e., en

ténminos de distribuciones



Torr Yo S X T Bl T K < X

o *;--.-%-'xau“**e-z-*
II 2 4. PROPOSICION: vado un. proceso cbtacLanaALo unLLa- ,

o tenal X . xz,..., ex¢ate un’ pnocer eatactonau¢o bLLatenaL s

LR

ﬁ", ﬁ , i;ﬁ.. tat quél il, ﬁé... yﬂx;, xz,,;.ftiencn'ta misma -

distnibucidn.

Para f£a demootnacidu de este nesultado, enuncdiaremos £as 84

gu&entea pﬂopcé&c&oneb, £as cuales e encuentran en[4] pag,Z? 28..

II.2.5. PROPOSICIOW. Las ﬁunCLbneA de dthdLbuCLcn F. (x)
-,«AatiAﬂaceh £a4 Aéguientea condicdones:
4} No-negatividad; panra intenvafos Kinztob

€ €
P(X I,..., X €1) >.o

(k)

L4) Continuidad por abajo: S4i X (xfk{..xék)) y - -

;k’ t X, 3 =1, 2,..., n entonces

X
(x) -
Fn(x )lf Fn(x), X (xt,...,xn)

i4L) Nonmalizacibn: Todos Los Limites de F_ existen, cuan

400 R -0
do Xy 4 6 Xy ¥

v



0S4 xy 4o-=, entonces F (x) > 0. Si todas Las x4 4=,

 f,j:=‘1,..., n; entoncevan(x)f+ 1;;"__;,

- EL comjunto de funciones de dibtﬂibaciﬁnféitaﬁ coneéi@dd@“‘
"“fpoﬂ;‘ R . , o
- dv)  Consistencia: . ,
W lim F (x ,..., x) =an_l(x1,;.;, xn_i),, n > 1{

X te M1
n o

¥

I1I.2.6. TEOREMA: Dado un conjunto de funciones {Fh(x)}v"'

 gue satdisfacen &), 4i), 44&) y 4iv) de II.2.5., exdisten un proce

s0 {X} sobre (2, 8, P) tal que

. P(X1'< X opeoes X, < xn) = Fn(xl, xzi;.J; xn).'
Ahaﬁa pasatemcs a demaét&én La pnapOAicgdn 11;2.4.'
Para cada n se tiene
< xn)

«
v

’ ?n(xl,.”,, x ) = P(xl < X penes X,

L tenemos un conjunto de funciones {Fn(x)} que resultan sen con-

distentes.,

% 3 {X__} tak que

.y ~
L« < = : i
P(x-m " x‘l"‘l x-(m+1)+n xn) Fﬂ(xl' .' xn) .
S Se tienen {F; - }, aplicande otha vez ef Zfevrema -

_m...x_(m+‘)+n



| tenemos que 3 (X} tal que.

PR <x o, % < e R X e )
LRy R *n ax“)»;‘Fxfﬁ ~4°xf1m4i)+éx" Y ;‘7?9)*f3
:“.._ P(xl >'< xl, . .,‘Xnif xn). =}P(Vx_’_m< xl,-;q__.,x‘_‘m+‘);’n< xn)ﬂ

P(xl < xx': .‘A,xn‘< xn)

i}

% el proceso {X__} es estacionanio y ademds

~ ~ ’
= P <
P(X1 < X peons X < xn}’ P(ﬁl. x , v X < xn)
, ‘ o ) poine
L. e, xl. xz,... i xl, xz,... , tdienen La misma distribucdibn. o

£

II.2.7. PROPOSICION: Sea X , X_,.. (n proceso estaciona-

¢
nic ¢(x) una.funcifn B, medible, entonces el proceso Yr, Yz,...

definido pon

Y = v(xk, X .} es estacionanio.

X K+t "

DEMOSTRACION: Sabnéiﬂ? definir wk(x)4como

‘pk(x) =‘P(xk’ xk“‘]"..) =Yk

i
[

i

L.e. wl(x) w(xl, xz,...)

u
2
®
®

¢ _ (%)



Lok

>"::nga”a,éiB¥;3é£ conjantb A %f{x:“leKX);?-

e B

RSN

i ;.‘¢,:A c Bm; péuquefcada wg(X) e@ unafvadidblefalédtoaia'4obne .
R, B

Los confuntos R = {W: (YI,VYZ,...)VEVB} y ,S= {w:

‘(xl,;xz,;,.) € A} son iguales, ya éua:
‘SeaWes = (X (W), X (W),...) e A, Sea X =‘(x1<w3;xz(w5;;,)"
SXeA=w (¢ ), ¢ (X),...) eB= (Y, ¥ ,..) eB=WeR:

S C R,

Ahora sea We R = (¥ (W), ¥_(W),...) €B = (v, (X(W)),

e 2 RUX (W), X (W),

¢JX(W)),...) € B, ahora X = (x‘, x2

’

¥

v(xz(W),‘Xa(W),...),...) £ B = (XL(W), XQ(W),Z..) € A, i:e.

X{(W) ¢ A= WegsS
' L RCS
) e« R = 8. v
tambien - se tiene (W: (Y, Ya,..f) e B} = {W:(X_, X ,...) €A,
con una demostracibn similan a £a hecha para R = S..
) € B} =

Y asd sucesivamente obtenemos que {W:(yY,, Yoy,

= {W: (X, X ..}y & A} ademds sabemos que el proceso xx;xz,...

k+,’"

es estacdionanio, pon tanto Ltenemos que



Corux, xzv,i;;."v)ﬂ;,m = .‘é((x e x ....) € A}

=P(Y, Yz.-..> ¢ B =R, Yy ,...) eB}:
7y  3{; de donde tenemos que fa Auce4£6n’¥r, Yz,.L. es estaciondria.
II.2.8. COROLARIO: Sean X, xz;..., variables 'azemuaap.
Lnd&péhd&ﬁﬂteb &denthamente d&bt&&ba&dab w(x) una 6unc46n B,

med&bze, entonces S

N P

-

Y = w(xk, xk+l,...) 4 estacdonandia.

DEMOSTRACION: La sucesifn X , X ,... es esdtacionarndia.



‘CAPfTULO I11: TEORfA ERGODICA
' III.1. MOTIVACION Y DEFINICIONES

EL punto de pantida de fa teonfa Ergdédica es La nocién de
preservacibn de una medida, bajb una transformaciin definida -

eomo sdgue:

III.1.1. DEFINICION. Sea (Q,B:ﬂ).un edpacio con medida y
T una transformacibn mediblfe del espacioc (Q,B) en 44 mismo, &4

to es T: (@,B8) » (q,B). Se dice que La transformacibn T phre--

serva fa medida p 84 y s0f0 84 p{T ' A) = u(A) para todo AEB.

Esto implica que p(T ¥

Al = u(A),Ke1,2,... donde TK A = {wirk

WE A} ¢y X ¢4 La composdicibn de T con s4 misma k veces.

EL concepto fLsdico de un fLujo ‘puede sen usado para motd-
var el estudio de Las Ltransformaciones que preservan medidas, -
Un 6£u10 puede den consdderado como un proceso en ef cual un -
sistema de partlfculas de un fluldo [cada punto de£ ﬁfuido co~-
nnesponde a ura particulal se mueve por La acedbdn de una gfuerza
cxtennq; La fuenza se supone que es (ndependdénte def tiempo -
©y tak que, a £o mds en tiempod discretos £20,1,2,... el flujo -

puede sen descaito pen una funcién sdimple T (medibfe). SL x es



"fun punto det 6lukd0 T x aead La pob&c&du de La paattcula dea- o

k‘”puéa de que ha tnanAcunnLdo un Aegundo, aAt T2 x-T(T x). ca -‘15f 

ta pOALchn debpuéé de dos AegundOA y asl Auce54uament¢._ S£ s

A es un Aubconjunto (Bonel&anol deL 6Lu4do, entoncea T o1 A co

"nneAponde al conjunto de panticutaA que. eAtandn en . A deapués

de un Aegundo

Sin es La medea de LebeAgue (volumen en este eabdl ¥y

el 6£uLd0 es no compn25¢b£e 24 nazonable eapenan que ulr lM-

= #(al.

III.1.2. EJEMPLOS

a);v

'

3.

Sea Q -un,_conjunto 6x:n,éto'(xl,xz,....xn}, n>2 donde 8
consiste de todos Los subconjuntos de 9. Sea T una -

peamutacibn clclica de Q, decimos T x ,» con -

‘ TR

indices neducidos médubo n, esto es T x para

1% %
i=1,,..n~-1 y T x, = x‘.Coha T"{xi} = {x,_}, T
preserva # 84y soko 84 u{xi} ¢s constante vi. Asl
44 es una meddida de pnobabilidad P, entonces P{xi}
debe sen b;,'vi. Pasanemos a demOA;aaa tal aginma--

eidn:

Dem. - Demostranemos La necesidad de £a afirmacibn ya

que La. suficdencda es Lnmediata.

RITT 3] = W (TR0 )] = R (x, ) ¥k s 1,2,



k).

-y

el

'V,Poiftahka u'e&*conAtaﬂtgsfi

I A .

: Sea 0 = 1R, ﬁ BUR) y sea m £a med&da de Lebe4gue.‘
‘ 34 T x = X + c, donde C e una conatanta, entonce&‘T

: pneaenua # ya que ] ea ¢nuan&ante ba;o tdaﬂﬂacLoneb.

Pasaremos a demostran tal afinmacidn:

p{T ! fa,bl) = p(la-c, b-cl) = (b;-c)m-(a-—c) = 

.= b-a = pulla,bl)

Sea 9 el circulo unitario en el plano R* (@ puede -

identificarnse con el intervalo [0,2n) bajo £a connes-
pondencia el® 4 q). Toman B como £os conjuntos Bonel
yuw=Pp-= I%r,mdonde A es La Longitud de arco del cin
culo {0 La medida de Lebesgue sobre [0,2n]). AsL, 84

A es un subconjunto de Borel de [0,2m), u(A) =

= I (én)—’ de. ' :
A .

Sea o fifo en iO,Zw} y sea T La notacidn por a; es de

cin, T estd definida en 2 pon T(el?) = et (8+e)

o equdi
valente sobre [ 0,271} por T{0) =0+ a [(mGdulo 2u). Co-

mo er b) T preserva a u por La {nvarianza de La medi-

“da de Lebesgue bajo trasfaciones.

_IIX.1.3. PROPOSICION. Sea T una thans formacdibn que presenr-



e "(ia‘mva’di.da. $obié ‘ (n B,P) i.e. T (n B) + (n Bl J.(u.n‘é'v’aaiablé
‘aleatonm dobre (n Bl emtoncea La Aucuadn x (u) = x(-r ), -

;n=1 2,..; eA una Auceu.dn eatauonaua de uaiuabl.u al,eaatou,ab.; :

DEMOSTRACION. Antu que todo x (m) eA valu.ab!.e ateatoua

n-1

»'pan. qua {X (w)e B} = {xi{r wle B} -la compuuu.dn de ﬂunu.o‘;ﬁ

- nes mecubi.u es una 6uncwn ‘medibyle- Con B € B.-x
 Sea A= {Xe B} entonces £o4 confuntos

1

e R= (X(T""' wleB} ys = (0|t wea) = {u|X(ulec B

i

son {guaklés,

DEMOSTRACION: R= S, -

n-1l

‘ o . ,
. 'Sea w € S, entonces T"T uw & A => X(T w)le BC R por --.

n-3 n~-1

tanto SCR. Sea X(T w) eB'y w! =T w, pon tanto X(w')eB=>

n-1

por La defindcién de A,w'er,i.e. (T wle A =» RCS, . R=S,

Tambifn tenemos que 44 T es medible, entonces T" ' . es medible,

es deein; T A e g,
Sean A.='{wllxl,x2,...)e B}, Be B, 0 dea
A= {w](X(w),X(Tu),...)eB} y

Ala {w|(X2,X3,...ch } = {w](X{Tw), X(T?w},...)eB).

Arl se tdene que we Al <=3 T we A.



weE A <==>(x('rw) X(.sz), ;..; )e B"<=> 'r'iovefA ea decu, Al‘,é:}_" :

"Ua 'r - A= {wITweA)

3

~f 3cLa, P(A ) ='P((x , X ,...)eB) -por fa pnopoA&cLGn 11, z, 3—

Pon 20 tanto ta AuceALJn es eétaciahaaia.iV”'

III.1.4. DEFINICION: Sea hR 8.,P) un espacio con pnoba—

beiLdad y T La tnanaﬂonmac&dn defdinida sobre ®", By »

) ,(T'R + R} por T(xo;,xl....) = ,(xl,xz,.

cién se Le ERama el cornimiento upilatenal.

III.1.5. PROPOSICION. La transformacibn cornimiento es -
medibLe y preserva a P 84 y 86Lo 84 P es estacionaria.

Es de-
cin, 84 y 46Ro 84 P(xl(xn,x yeooX

_‘)e B ! : P{X|(x X

Xy 4n-, )€ B li¥n, k=1,2... ¢ todo B €8 .

DEMOSTRACION. Sea X, (x) = X» k=0,1,2,... La estacdiona
Lidad de P es equivalente a La estacionalidad def proceso X ,
X

pro s

Ahonra notemos que

-k .

TR (X X X JeB b XX e Xy JeBil Al T
pnebénva a P entonces P(A) = P(T™! A) w...= PIT™X A, Ae B, Por
tanto P es éAtacionan&a,anenéamente 44 P e4 estacionanda y --

A= (Xl(go,xl...xn“l)csn}.he B,. Entonces

paao pon h&thebLA P(T ’A) = P(A) es’de

..). A esta tnanéﬂohma -



L ’y como Ra cLaAe M de conjunIOA Ac 8 tal que P(A) = P(T 3 A),_.?ﬁ

T = {xl;('xl,j.‘_.". »X,leB | por Lo tan,to

| ;"2(}-\) = R(T7} Al

ey una clabe monStona que contiene a Las c&t&ndnoa med&bleé y

'.‘camo'B es La minima o-dfgebra que contiene a 204 c&L&ndnoa, o

entonces M=8_. (Ver [8] pdg&na 14). ,
" Sea ns'r"{‘xlx.ex.,,..,xne x'n} =T} Ceg,.
- Por tanto T es meddible.

Ahona consideraremos un ¢jemp£o gLaico para motivau‘azv+,7ﬁ/

concepto dé una transformacibn engbdica.

Subongamoo que Los datos de La cantidad de iﬁuvia son co-
Leccionados de un ndmero grande de puntos de obseavacidn ao.
a ... en Los tiempos t=0,1,... . Supongamos también que el -

carfetern estadlfstico de Las observaciones en a, es el mismo pa

i
na toda i y estdn nepresentados para cada a, por una sucesibn
de vaniablea aleatondias estacdionarias X ,x ... donde X, denota
La cantidad de RLuvia en el tiempo n para un punto a, < Supon--
gamos que Las a, son "independientes" en otras palabras que a
Las a; Les conresponden una sucesibn de efecuciones indepen--
dientes de un experimento no deteaminfstico, donde una efecu-

cidn significa una observacidn de una sucesdién de variables -

aleatonias {xo,xl...}.



Supongamoa que el pnobzema s medLn el pnomed&o de La‘f-f

‘cant&dad de LLuv;a. Un c&enttﬁ&co que denotaazmoa pou A pue-” |

de toman La ALgu4ente apnoxamac¢6n. tomar medidas en ‘cada pun, ;‘
to de obbeuvactdn en un tiempo t = 0 Y toman et pnomedLo de -
~los nesultados. 0tno c&entiﬁ&ca denotadovpon B puede nazonau""‘“
; eomd Aigué: Como todos £os puntos dé obbenvacidn iienen Laa .

o m¢4ma5 canactenLAthaa eatadLAthaa, podemoA AmeLementa it a

un punto de observacibn en Los tiempos t=0, 1,..n y pnomed&an

Loa nesultados. EL cientffico A estd usando el hecho de que -

puede aplicar un esquema de medibifidad ventical, y el ciertf-

fico B un esquema horizontal como se ilustrna en el siguiente

esquema

Puntos de . Medidas
observacibn t=0 1 2...
a X X X ...
[} (] 01 02
a X X X ...
1 10 11 12
a X , X ..
2 20 21. 22

Las obsenvaciones de A cornesponden a La primena columna

y Las de B al paimen nrenglén.

e



Aha/c.a Aya no obtendadn neccaauamcn.tc eL miamo n.eaulta- .

| do. Poxr ejemplo Aupongamob que La "natuaateza" Lanza una nonc,;t°f
‘i'da honeata en cada punto de obaznvacadn. 34 La moneda cae -
40l no hay LLuvia nunca. Si La moneda cae dgaLLa La cant&dad  fif
“de LLuvia es de un centfmetro en todos Los tiempos de obde&va i
cifn. La mitad de Las vcceb'?apnox4madqmenteﬁ de Las qucawg;j:?
ciones que haga A obtendnd un centimetro y La ctﬂa nitadiceuo;;: 
Penro B obtendrd un'promedio de un centimetro o de cero, de donf‘“'

de no obtendrdn el mismo nresuftado.

Matemf&ticamente estamos en La situacibn deAc&4£a en III t

4 donde B estd caleulando un promedio en eL tLempo 0 Aca

LI

n-j oo 4

Y kzo X, (W) para una particutar W

(Notemos también qué AL°T éA el coandimiento unilaterat, -
Xk(H)'- XQ(Tk W)). EL cientifico A observa y toma um prome--

dio en un tiempo particular, LLamemosle a €se promeddio:

n"ly +Y ...+tY )
] 1 n=-3

Donde £as ¥, son variables aleatorias Lindependientes to-

i
das teniendo La midma distribucibn que xu. AsL el nresultado

de A 4e aproximard a:



= .‘[ x e
e e
a0

‘Debido a La Leg debit de Los gaaﬁdea ndmenod, -

" Para que Ay B obtuviesen el mismo . resultado deberiamos -

tenen

En genenal nos podemos preguntar bajo que condidioneé pg
ra una funcibn £- integrable en L’(Q,&,P)f&e tdene

. 13 ke c.d
“"f' 7 o, g('rW)--vJ £ dp.
: Q

En panticularn, 84 £ es el Lndicadon I, de un confunto me-

dible A, La propiedad (1) nos dice simplemente que el ndmeno -

promedio de visitas de W a A en Lo primercs n pasos converse

Y

a PlA) esto es

1 "3 Koo ‘
(2)... 5k, IATW — I, 4P = P(A]
)

Ahona supongamos que A es un confunto casd Lnvariante, en
otras palabras A y T ! A difienen s6Lo0 por un conjunto de medi-

da cero. {(Cuando La natunafeza ALanza una moneda para determi--



|  ﬁnan La cantLdad de tluvka, podem06 toman A . {w x (Wl - 1}1

“g'como tenemoa Las ALguLQnteb nezacLoneA

‘ f._;y"tf";?A < {W: THEA) é'sz PTWE {W: X (W) - _1‘}'} - w $-,k.':(m)‘,f'i 11‘}4"5»

Ce WX (W) o= 1}

Lo A WK (W) s 1)

. r‘1?x§: 1, (T%W) "11‘4‘,(“):‘*“'{ 
As i zayﬂnecuencia nefativa de yibiiaQ‘a A no.pahdi con--
- vengen a P{A)excepto cuando P(A) = 0 o P(A) = 1, inversamente

el teonema Engbdico puntual T1171.3. implica que L0s andicos con-
juntos invandiantes son aquellos que tienen probabilidad 0 o 1

cuando £a convengencda (1) se da. En La sdigudiente secediln nos
prepararemos parna £a demostracibn de ¢Ate'ne5utzado bdsico den

tro de La Teonia Ergbdica,

]

III.2, CONJUNTOS INVARIANTES Y ERGODICIDAD

IIT.2.1. DEFINICION: Sea T una trans{oamacidn que pre--
senva medida sobre (a,8,P). Un conjunto eéyinvaniante_(bajo T)

84 y solo 64 TP A = A, €sto es WE A 4L y 40L0 64 TWE A, 0 -



‘4ea 44 A e invariante entonces T:a + @ Leeva (manda) Aen -

De Lgual gonma un can;unto A es cab& invariante 84 y 807

4~£o 8L Ay T YA digieren pon un con;unto de medea cero, eﬁ 4,‘

,:iotnaa palabnaé PIA AT !A) -

III 2.2. PROPOSICION La ctabe de conjantoé anantanteb 3

R

ea una o-dégebra 1.
'DEMOSTRACION. Sea I(T] £a cofeccién de cdnjuntoz inva--

" aiantes bajo T : ; R ~
a) ®€ 1(T) ya que T '(®) = {(W:TWE ¥} = @
) Sea A€ T(T) & T'A ='A L T HAS) = (T7IA)C = A°

~ A% e€1(T.

. - o o0 -
e) Sea {A } € 1(1), entonces T' (U A ) - UT A -
* ag, A s Y AL € TIT) I(T).eé o-dLgebnra.

III.2.3. DEFINICION, Sea T una trandformacifn que preseir
va medida sobre (0,8,n), se dice que T es ergbdica 84 pana ca-

da A € 1(T) ui(A) = 0 o mu(n-A) = 0 es decdr 84 I(T) = {®,q}.

Una pregunta que pudiena sungin con nespecto a conjuntosd



‘"TanuanLanteA y con;untoa casL 4nvanLante4 o8 zEa la clabe de -  f.L}

,vde conjuntoa caAL ananLantea

.al.

b}

a)

v

*con;untob anan4ante4 condecnabLemente dxsznente de ta clane iﬂfh

u . S 5 .'"-»f'

W e
. . TR N
s

“La neApueAt4 es no ¢omof5e muestra en ¢L°A£9u4ent¢ t;hc;;

W ’

111.2.4. LEMA.

"SL A es un con;unta casi ananLantc, entoncea, exittc un f¢r

conjunto uwalu.ante B tal que’

P(AB) = 0

Una transformacibn T es ergbdica 84 y 86Lo 84 para cada

conjunto A casd invariante se tiene que
ujA) =0 o, u(Q-A) =0
DEMOSTRACION
-n @ -k
Sea B = lim Sup(T " A} = N U T " Ay sea A -
-k . - -1 “1{ n
A, n=0,1,... "B =0 A yT'B=T (L0,A)

S SR SERE I SR VA 2ty VR, UT‘(TA)-_

n=g n n=g nno knn
w «
- (k+1) ® ,
n
0 Y T As 0O A, Pero tenemos que {A} es
- = =
decreciente» 0O A = 0O A



fﬂﬂ :.‘ n-o‘-n+i  ‘n=y *n}',n-o k¥n»d

& B es invardante

nf_)1 kgn {W o WE A}

: : 'k ‘
ETE. QR e

‘ahon'a' (a8B) = (A-B)u (n A)C t)( | ‘AAT’“‘“)A’ r

. k-o [(T A - T (k+1)) U(T (kn) ";"kh):]

ya que 5L W € A-B entonces W E€ T " A para un ndmero f4i-

-n

‘nito de n-s incluyendo al cero. (ya que 8L WE T " A -

" para un ndmero infinito de n-s entonces W € B); Asi --

-k

we Tk a-qp k1), para-alguna k = 0,1.., ahona &4 -~

WEB-A =>T'WEA para un nimeno /Lnuru:to de n~-s -

pero W@ A, S4 k-+ 1 ‘es el enterno mds pequedo tal que

k+1
T Welb

existe ya qu.é Wé&a).

entonces we T ¥*1) A _qgX A (gste entero -

-k -(k+1)

Como P(T " A AT A) = P(AAT ' A) = 0 ya que -~

{(P(AAT ' A) = P(T! AAT ? A) y asi sucesdivamente).

Se sigue que P(AAB) = 0 debido a La subaditividad de ta

medida P
p(asB) < [, (7% asrm ¥V An <

kgap('r"‘zux pm (Kt = g




b)

i PRl 0.

. DEMOSTRACION. . .- . =
'tha'T eug&diga y sea A un conjunto cadd £nvan£ant¢, en-
tonces existe por (a) un conjunto B invariante tal que -

P(AAB) =0
% P(A] = P(B)

2 P(B) =00 P(a-B) = 0 pero

~ P(a-A) = Pla-B] y P(A) = P(B]

» P(A) = 0 o P(a-Al = 0,

+

EL inverso es clano ya que todo conjunto invariante es -
cadd Lnvariante,

III.2.5. DEFINICION. Sean X(W) una vaniable aleatonia 8¢
bre (9,8,P), T una tnanbﬂonmacidn‘que preserva medida; enton--
ces X(W) es una varniable aleatonia casd invariante 84 y s0lo -

44 X{(W) = X(TW), para casi todo W E @,

III.2.6. X vd Lnvardlante 84 y solo s{Xes T(T] medible,

-

DEMOSTRACION. S{ X es Lnvardante, entonces para cada

x{X < x} € T ya que 84 A = {W: X[W) < x} entonces



T A iTWE R Wi E (WeX(WI<xD) -

N

T X(W) < x} s {WiX(W) S X} =oAL

L Xesal medible ‘t f"ﬂkf;} l{Hif j: ;9  f

* 3_~_ QIhuenAamente, AL'X(H):S I!(H), A€ T entohce&'f~‘""
X{TW] < I (TW) =T -5, (W) = I (W).
ahora considenamos La clase £ de todas Las GanLOneg medibles

. sobre (Q,1) que son invariantes,

L es cenrada bajo combinaciones Lineales y xn €L, ~--

«;~xn(",’ + X (W) YW imptica X{TW] = lim X (TW) = 1im X (W) = X(W)

- X€e L,

~ £ contiene a todas £as funciones medibles no negativas

sobne (6,1), (ver [4] pag. 37},

5

L Cada funcibén medibfe sobne (q,I) es Lnvardiante.

T1I.2.7. PROPOSICION. Un.conjunto A € 8 ¢4 Lnvariante 44

y s0le AL I, es una funcidn invaniante,

DEMOSTRACION, .

ACG I(T) 84 y 5080 84 T 'A = A 8Ly s0Lo 84



MW - T ) - T (Wely et el

:;'(¢4“>£“V““¢dnteif:;w,;"'::

C.orIn.a.e. DEFiNICION.‘La distancia entne'dbéjqonjdnt04 me
 "dibles A,B € B es: IR S N b It R T Ak
o ... ala,B]l = P(AAB).

. » : : !

Demostranemos que en realdidad €sta relacidn define una =
métrica. - ‘ |

4] dlA,B) » 0 inmediata de fa definicibn

L4) d{A,B}] = 0~ <=> A = B modulo P.
DEMOSTRACION.
P(AAB) =0=P{{A-B)V (B-A))

~'P(B-A) =0 =P(A~B]

% A= B modulo P
£44) 4a(a,B) = dA(B,A] inmediata

Lv) d“‘;”";’ < d(Al,Azl + d(Az,AS)

{.e. PIA AR }<pP(A AR} +P(A AA ]
1 3 1 2 ? 3



DEMOSTRACION

o A M (A -AlUlA -A )
SR i e S T R

. AM_s(A -A V(A -A)

. ‘,AZAA3 v’ (Az N As, v (Aa -Az, " e §

e (7)', Ax '_"véac (A! _Az )‘ U (az _ Aka ) ya' que A“e:a' i
X € _AI —As ==>'x € Al Y xé A; ==>‘ (x'é zl.‘1 y X ¢ Az'"ly
X¢al (X € (Al yA) Yy XGA)=>XEA -A UA
6X€n, -A =>XE (x!\l'—zx2 uAa)u (Az,-h’)

/

~ (A -a)lc(a -(AuvAa)lu (A -A)C (A -A)u
! 3 1 2 3 2 3 1 2

U (A -A)
2 3

de {gual manera oblenemos que

(2y... (A ~A)cian -(AvAl)lu A -A)C (A ~-A)u
3 1 . 3 2 1 2 1 3 2

(Ii.2 —Al) s de (1) y (Z) obtenemos |

p((A1 -I\a) U (Asi-A‘H < p{l (A1 -A ) U “"2"‘,” U



o A’ubupacéo Lineal de L (Q,8,p). VVEZ espacdo métrnico X

o
. i e

O [(A-A) U(A -A11) = PAAA UA BA ]S
R e T e i T R

"< P(AAA ) + P(A AA ) '
; 1 2 2 3

‘4.e. PIAAA ) SP(AAA ) + P(A AA )
R 1 3 1 .2 . 2 3

III.2.9. PROPOSICION. Sea J(T) ef conjunto de todas Las

funciones invariantes bajo T. EL espacio Eineal J(T) es un -

I

' EV:{IA :A € T} es Lsométrico a 1 bajo La transformacibn

DEMOSTRACION. Sean f£,g'€ J(T) => af +bg € J(T)

‘Seah=af + bg poi demostnar que "h(TW) = h(W)

h{TW] = af (TW] + bg (TW) = a £ (W) + bg (W) = h(W) *

por demositrnar que es una Lsometria

i.e. -d(TA,TB) = d(A,r's)'

]

d(A,B} = P(AAB) = fxmmdp = JlIA-IBIdp

, = 1~ 1,0 = [l Ta-1B]| = alTA,TB).



III 2. 10 I.EMA Sea 'r que pn.ue.n.va med,c.da e.u (n.a Pl ¢n

toncea LaA uguu_ntu canda.c.wnu Aou equwalentea. G w

4.) _'r ’eagdd@igaf 8

AL} Toda funcibn casi invariante es casi una constante, . . -
- 4i4) Toda funcibn invariante es casi una constante -
. S C iy g o s

DEMOSTRACION. a => b. Sea g una éuhadu casdi invariante en-
tonces pa)mae R. Sea AX = {ng(w) <A} que es un con;unto
~casd inverdiante ya que_ g(mW) = g(W) casi donde quLeaa. Ya que

T ¢4 engbdica =5
p(g\}‘) £ 06 #(A,\) = 0

- Sea c = sup (AlW(A,) = 0}, ¢ es finito ya que A+ R -~
cuando At o y se tendnia u(A)\) = u{Q) = 1 contradiccibn § Agm

cuando Ai- o (mismo nazonamiento que antes) entonces
iwlg(wl < c}=uf 8 Wlglw) <c-L1 « o0

Similarmente sea A € R, A‘; = {W|g(Ww} > A}, que e4 un con-
junto casd dnvarndiante ya que g(TW) = g(W] casd dondequiera y ya

que T ¢4 engddica u(Ai) =0 6 M(A}‘) = 0..S8eac' = inf --
'(klnlhi) = 0}, ¢' es finito ya que A;‘: tQ cuando Ai-= 6 Ayt

cuando At o, Entonces



W[glWl >c') ’“';Q; tWlg ‘W,T,>.<=' +1y } =\ o S

1w ' Ahona c'.-c ya Que pon un Lada se P&dﬁ Que c = S“P ~>~~. .
{klu(hx) - 0} Y pon otno se pide que c’ = inf {*‘“(AA’ o 5y

donde A, y A “son como se QépQCLéLc6 antea.«-
B Pon tantO"
_#{W|g(Wl >c} = i{W|glW) <c} = 0
 Entonces.
glw) =¢

Casdi dondequiena. Es decin g es una constante casd dan-

dequiera..
b) => ¢} Toda funcibn invariante es casi Lnvariante
c) => a) Sea A€ I(T] y I, el indicadon de A, que e4 una fun

cidn Lnvaasiante,

Por tanto
I ¢s casd dondequiera una condtante,

A

S4 I, =0 casd dondequdiera entonces

i {A) =Iarhdu:0



yTAL_tA =Q1't¢a££;dondeqy§¢4@; Entéh@eé,ﬂ

e nfan e ienaue0

T ea:é4gddLCa;‘;ffi’:;*;rij

"III 2. 11 DEFINICION. Sea T una tnandﬁoAmacLJn que pne--f f
serva med&da en el eépacLo de pnobab4£4dad (a, B P) T ea‘una;;‘zh

mezela 84 y so0do 44 ¥A,B€E B

lim P(A n‘-rl""_a)’-‘P(A);P_(B).

P o La nestniceibn a una mzdida~de probabilidad es escencial
aéui. S& pon ejemplo T fuese una mezela con respecto a i, sea
A=B=0 entonces obtenemos p{R) = [(R))? pon tanto 84 B es -
§inita debe sen 1; 84 M(Q).= @ y A es un conjunto con medida

finita y positiva, tomemos B=Q, entonced
p(A N 77" B) = plA) <« pero
ula) w{B) = o contradiccidn

La propiedad de ser una mezcla tiene La sigudlente Lnten-

prétacibn intuitiva. Este ejemplo cs debido a Halmos.

S vemos a T como fa descaipeibn de un fLujo como se hi-



. zo en La discusiln postenion a III.1.1. -

. ~~  Supongamos. pon‘ejempto'que'dn vaso'ea'tlanadd‘%”‘7f‘
‘EcO” un ZLQuLdO que es- 90; gLnebaa q ,0% veAmaath tas pathcu-ﬁ;

~ fas de veamouth ocupan et conjunto A, £a4 pantLQuLaA de g&ne——'f ‘

~bra el conjunto Q- A.

Despuls aplicamos una fuerza exteana con un agitadon; - -

Las condiciones def contenido son observadas en Los tiempos -

c=o,1,2,....

S& B 24 un confunto de Bonet det contenLdo, Sea P{(B) aL -
",volumen de B dividido entae ¢ef vofumen del contendido del tot¢£

¥

{Asd PplA) = .1).

Ahona es nazonable espernar que 84 ef proceso de mezelan
4e continua porn un pendodo de tiempo gnande, ef porcentaje de -
veamouth en B sena aproximadamente ef mismo que el porcentaje -

en el contendido total, a saben un 10%,

Para thaducdirn estfo en teaminos Mdtem¢tico¢,-ﬁatemo¢ que -
44 W es un punio- del contendido y una pan&icu&a esta Lindcialmen-
te en W, entonces T'W es La poaicion de €a particula n segundos
despubs, asl el conjunto de particulas de veamouth que estan en

"B oen el tdlempe t en ¢4

fwe A:™weB)= ant "B,



"l }L4ﬁpadp¢ncLQn'de Qéumoath“en’B:¢n'el'tiémpo t'}’ﬁfftg sh

a'?(g,n T’B) y La propiedad de sen mezcla La transfoamaciém T -

o 4¢' ’. expk¢5d'.:d4:c£endo‘ ng

p{A n ™" B) > p(a) w1
- P(B) v = R

(La pnopLedad de sen mecha es mas ﬂuzatz que e}tgod«.u.‘ "”’*"i

dad, como se pnoband maa adelante).

III 2.12. TEOREMA. Sea T una t&ana{onmacLGn mezcla en -

(9 8,P). Entonceb T es ergbdica,

DEMOSTRACION;»S£4f3~eAifT): SiAc 8, entonces como B =

=" B,’k tenemobl,_ .

P(A 0 T "B) = P(ANB|para toda n.

Si hacemos que n + ® y usamos La propiedad de que T es -
una mezela, obtenemos

P(A n B) = p(A)P(B}.

Pero como A es un conjunto anbitrario en B podemos tomanr

A = B y por tanto

P(B) = [ P(B)]1?



) p(B) =o 6 :1  ‘

T III.Z..13,. | TEOREMA.'V' Sea T una '«tna;ibﬁomac@ﬁnr que preserva
‘.',‘med.«'.da dobnre (ﬁ,B,P). Sea 8, dn dRgebra de A&bgbnjuntoa de o - ’
tal que fa o-dlgebra generada pon B°' es B.LSX, La condicibn de
mezcla se cumple para todo A,B € Bn, eét‘a Ae‘ cump@e para todo

A,B £ B.

r

DEMOSTRACION. Sean A,B ¢ 8 y {A} ¢ B, v (B} e B8, suce

sLones de conjuntos tales que

A, *A y B+ B Jdmplica

P(AAA) ¢ P(‘BABk) -+ 0 cuando k+=,
Ahora afinmamos que
' -n R -n .

C=(anT BlalaNT B )C(AAA V(T "(BAB ]).
Demoastracidn de La agirmacibng
Sea x € C implica

-n “n : -n k -n

xel(AnT "B) - (A 0T "B VLA nT "B ) - (ANT "B}

Limpldca



(1)

“Primen ‘cato

‘x e ((a nT "B ) - (ANT "BI),
84 xe (A‘n'rb";nB) - (Akij'an) - dmplica |’
, e , n
XeANT "B 'y x tAk,ﬁT B, implica
XeA ¢y XeT "B y [x¢A, x¢'r”"Bk] implica
xe (A - A ) y xe(T7"B - T7"B, )implica
-1 -n -n ’ -n
xe (A-A )N (T"B-T Bk)é(A-Ak)u(T B-T "B, )
Por tanto
) -n -n -n -n
¢ = AnT "B) - (z}kn'r Bl c(a-al)v(rB-T B, ] =D
Segundo caso
» -1 -n
84 xe(nkn'r Bk)~(zm'r B} =>
-n -n
XeA, NT B, 4y Xx¢ANT B
~> xeh 'y xeT "By [x¢Ayx¢ T "Bl
=> R e (Ak -A} oy .xc (T'"Bk- T~ "p)

s '_ U . -n - -n ~ X -n . -n
> XC(Ak Al n (T Bk T "B] C (Ak Al U (T Bk T "B)




~Por tanto ., n

-

e

2] _,cz-v(a.kn"r Bl -(AnT .Ble(l}k-ﬁA’vU(’T@’Bk—'b"l'_«v‘a“} =B,

[

de (1) y {2} obtenemos que
{3) . cuc €bp uUD
. LTy T2 Ty T

Desarnollando ba contencibn (3] 4g~d¢Muebtna'La}aﬁihmaffh

TN edbnd

N -

“ Continua La demostracidn del teonema.

AdL La 'probabifidad del conjunto de 2a izquiekda es me--

hor 6 -Lgual que
P(AAA )+ P(BAB,)
La cudl tiende a ceno cuando k+ =, uniformemente en'n,

Ponr tanta

P(a, 01 B, ) > P(ANT "B) cuando k e,

»Unléa&mehehté en n. Por hipbtesdis

“'n ’
P(Ak Nty Bk) -rP(Ak)P(Bkl cuando n -+ o

Pon tanto {usande ef tecrema def C(m(tﬁ doble)



.7 MmEIA) R(B)-P(AI PR

Y et teanamq queda démoALAdda. i
ﬁ' EL siguiente nesultado bdsico em teonfa de La medida se

‘usana grecuentemente, para su demostracibn ver [1] p.50.

III.2.14.TEOREMA. Sea T: (Q,8) + mo'“o’ una transforma-
cién medible, u una medida sobre B. Se define La medida By Co.

mo .
Hp= KT ' en 8, por

Ho(A) =u(T7'A) ReB,,

(Sias= no, 8= Bo y T preserva a p,entonces u;r=u)

Ahora 84

; £:00,8 )+ (R,B(R)) yncs
entonces

j _. flTw) du(w)=I E{wldp, (W)
T 1A A ‘



En el Aent&do que é& una da Las’ LntegmaleA QXLAtQ aéLw

*.

tamb¢£n 2a otna g £aa Lntegnataé Aon LguataA.

III 2 15 DEFINICION La AAometn¢a LnduCLda pon una’ -;};:
t&anAdonmac&6n T:Q + Q es La éuncL6n" Ay TR

-

T:L {Q,B,u) + 1! (0,8,u] tal que
III 2 16. La Léomatnta inducdida pon una: Inanaﬂonmac&6u T

- que pmeaenua medida es una isometnia ﬂ&neal de L' en L}, SL £

" e4 una funcibn invaniante entonces

~r R
[T fdP=Jf dp

DEMOSTRACION
N7 el - jmf;ap: Jlf(T)ldP= [fapT . j(f|ap= lell,
ahoha
T{af +bg) = a T£ +bTg
ah .
T(af + bg) = {af + bg) T = af (T} + bg(T)

~ ~

= aTf +bTg



¢ tambien S T

a)

111.2.17 ,.EJEMPLOS.

j&zf ap - 'v_jmz;apjg ;jf ap_iz'[%]f ap

ga que
Bp TP = Ppa tee
o Pp2l Ab e PITUA) < R(FMTTA)N) cp (TTPAL-R(A)

»

y asl sucesdvamende.

Sea T una peamutacibn de Q ='{x1,...,x5}, n» 2, B una
medida sobre todod Los subconfuntos de Q que asigna Lgual
peso a cada punte dentrno de un ciclo dado de T, (Cuando -~

hablamos acenca de fLa propiedad mezcla suponemod que p es

©una medida de probabilfidad; suponer -tamblen que

u{xi} >0 wi).

Tenemos que T es ergddica &4 y s6Lo 84 T tiene s6Lo un
ciclo, Estoasesigue porque Los dnicos conjuntos invariantes

son undones de cielos de T (y el confjunto vacdo).

Pero T no puede sen una mezela. Suponer que {x‘,...,xk}



e 'eA un c.cclo dado de '1‘ y que Tx kl+1‘,

bj~

con ind&.cea lua--‘ P

“"duc‘cdob madulo Ko ’ S E

'.suponm qvue K> 2, siK=1, “‘J-"’-" un confunto invarian

‘e no trivial. -
Sea A = B= {x,}, entonces SR SR

"ANTT"B-A 44 n es un multiplo de K y es el comjunto va

ed0 en otro caso. : B

Al

1im p (AN T "B) no existe

Pon tanto T no puede ser una mezela.

Sta TX =x+c s0bre R, con conjuntes de bonel y fa medida

‘

-de Lebeasgue, Entonces T ne es engddica ya que 84 toma--

¢

mos

o
As Y (nc,nc-f-g_),

es un confunto L{nvariante que no es ni el vacio ni el -

¥

total. Demostracibn de que A es Linvaniante
Sea

s oxe O C)es
XEA => X[ Y nc,nc+2-)--



 xelinc,nc+%) para atgunan = - An

= Tx:x+c'e((ﬁ+1)c,(n+1)¢+§-).CA

S e . Sea T fa transformacidn corrimiento unilateral (6 "b.‘état‘g: =
o ! ) Iiat) definida sobre el cdpacio‘ de todas Las Aucuidnd -

infinitas con un 86Lo final (6 con doble {inal) de riume -

nos neales. ' ‘ s B

EL problema es encontran condiciones sobre P taf que T -

dea engddica 6§ mezcla,

Por Lo cual considenaremos el cado en ef cual £as varia-

bles aleatorndias X  son independientes

es decin
n o
P{W: Xi(w)e Ai',1=1,2,...,n} = 19, P{W.: xi(w) eAi}
VAI,Az,...,An,con AieB yyn=1,2..,

En este caso T resulta sen una mezela (pon Zanto engdddi-

cal.

DEMOSTRACION: Sea A = {W: (X (W],...,X,  (Wl]e B} y
B={W: (xu(w),..,xr-l(w))e B'. } cilindrnos medibles, Para n -

Auficlentemente grande tenemos que n>k - 1,. por tanto Los AndL



cu &nvotucnadoa en La.b de‘uu.uone& do_ Loa con;untoa A y '1‘

B son dLAthtoA. S

' *','Po‘n."éndependencia

Lt

n+xr-y

P(50 T—nB],v : 'é{w F"(wﬂ, P ’wk":l.)é By» (w“". oW leB'y}

= p(alp(T "B . P(a) P(e)

- ponr tanto .La condwuin de mezcl.a 4¢ cumple para. todos 1_04 eh-~
Lindnos: med.q,bf,u y por 111.2. 13 La condicibn de mezcla se cum-

pLe¥A,B € 8.
Por tanto T es mezcda.

III 2. 13 DEFINICIONES. Sea T una tn.anaéonmacufn med,cbl_e

(no necesdariamente preserva a p) en (ﬂ B,u),

a) T es necurhente. sl y s6Lo 844 ¥YAe B y casi toda We A -

T"wsA, para afguna n > 1.
bl . T es infinitamente necunnente 84 y 86Lo 44 YAe B y casd
toda We A, T'WeA para un ndmero <infinito de n=-s.

c) , Un conjunto Be B cs viajeno 84 y 46Lo s4 B,T 'B, T ®B,...,

son disfuntos,

d) T e4 conservativa aL y s6Lo 44 todos sus ‘confuntos viaje

nos tdenen medida ceno,.



el mes “dncompresible - 8i 'y 4020 44 AcT A=
- J#'(T'f‘h""-” 0.

B nx 2 19. Tzonzm Sea 'r Q- a una tlnan46onmac£dn med&--j‘ :
*7~b£e,, T es anompmeALbLe 84 y Adlo 84T ’A c A’-> u(A-T 1a) -o.v-

| ""DEMOSTRACION. w>) Supouea que T es anampneAthe y que. -‘;g
”T‘ACAmpucaa c 771ac --(T‘A)"'—>u(r‘A° A)-O- |
= u(A- T 'A) por Ianto ula-r ‘A) =0. R
S =) Saponém T"‘Ac:A => ﬁ(A-—T"A) = 0. Ahora sea B un conjuntq o
Vtaz que

BcT !B, como T" !B cB®
-> u(B®-17'B%) = 0 pero W(B®-17'B°) = w(r7'B-B),
porn tanto

pir !B -B) = 0.

[

I11.2.20. TEOREMA. Las siguientes nrelaciones son equiva-

Lentes.

1) T es Lncompresible

Z) T e4 condernvativa

3) T es hrecurnente

4) T es dnfindtamente necurnente

EL esquema de £La demostracifn es el siguiente:




 DEMOSTRACION:. = = =

© 1) => 2). Sea A un conjunto viajeno y sea

Entonces

'Y ademds
(B - TTB) = 0...pon (1]

-

Pero " R . R
"B-"r"‘B=A e
Ya que Ldb confuntos T"h A son disfuntos
.& B(A) = 0

2) =>3) Sea A®'aan § o7

A= {WweA|T wen,
n=1 .

para alguna n > 1},
"Sea c=A-A'") 4 {Wwe A|T"W £.A, vn > 1}

P.D.
picl- = 0



4  5C é§;@n>§§n;hﬁthviéjgﬂd;ya‘édéfJﬂi
| 'r"‘c ,’" {ﬁ IT"W ,e.k 1\ Pe./;é : 'r"w th vk > 1} .
o Ehjgeneiql " ; 2
’ T'“é :;{ﬁian eA pero ™ ¢ Aﬂ k# nr}k

6 Aea C es un con;unto viajeno y poa hz.pozeua (2) La med&da -

de todo con;unto v&a;en.o es 0

Pon‘tantq. . L
Iy Y (- L

~ . . -

"i.e: pana casi toda W E A se tiene T"WE A pard alguna - °

- n» 16 sea T es necurnente,

¥

3) = 1) sea TPACA
P. D. que H{A-T ) = 0
Como : : ’

TIACA => (pon induccibn) T (T A)cT !A yT "AcCT A,
. n>1 pon tanto T A = ngl,T-nA.

Ahona

A-1a=a- G r7"asa-(an B 17" = a-aF) e

EL cual tiene medida 0 por ...(3)



 wlA-TTIA) -0,

con !d_ cual queda k‘:‘%obhado v(‘”f -

e

0y

 _1') => 4)

Sea A"»A N lim sup T "A= {WEA|T"WEA para un rdmero -
o inginito de n-s}.

.+ SL A€EB, sca

’ . - ‘ ;-n

A.
Entonces
T !BCB ‘
‘Ya que:
Tie. 8 17%Ac B 17"A
rPon Lo tantab

Pon (1}
p{B-T 'B) =0,

Similanmente,



k2 "‘“’Bc-r B => u('r kg~ "‘“’n)-

=(k+1) ong A
A S

’,:.: T"B -
; W lT'\vE A por dltima vez en n-k}

“kC(‘V)M(J:

Ai‘ al = A-{wWe A‘TBWEA \pana un mime/w wﬂuu,to . dg n-l}
.- {WEA|T“WEA ;:ma unkndm‘efw 6:£m:to di n-a}
= ‘Ankgg{wlTﬁWE‘A pon afbtf'.ma vez en n = k}

Por Lo tanto. -
A»aickgom'kn-'r"k“)al =->u(A—A1) <

<ul Gy r -1 *Vp)< F u(rkp. 1 k+p). 0

Por Lo tanto

T e4 infinditamente necurrente

III.2.21. TEOREMA, Sea T una thransformaciln que preserva

medida so05re (Q,8,m) donde u es una medida finita, entonces T.

es Anfinditamente necunrnente,



"‘fi DEHOSTRACION.‘Suponen que T no eA &n{&n&tamente necunnen ﬁ;i:ff
fte entonceb et con;unto ff’f f» y“ “~zif“ ‘ e

E i e . e e
F» (WeE|T'"WE E, ¥n}, YE € g, .

o

o eA‘unicghjuéfo dé medida poaitiva. ~
_ ;££‘cqnjunto ?‘ea'mediblé’y.
FeEn 'r"m-z)kn'r"(yn-zln o
'f\-‘- E N (Wt e (n-é)}‘d {w'('rfwe (Q%E)}.n-‘,.'..
yéi Wwe F, entonces ninguno de Los puntos
™, TW?, TW’ﬂ..le}tenege'a F.

(Ya que 84 esto fucra asf, se tendnfa, que W es recurrente) en

otnas pakabras F es disjunto de

TP ¥n positivo
Como

R (F) np” X p L o P (p A pTRE)

-

Pon Lo tanto

' w w
[} -N -n
(Y TRl = 2 oulrr)e Z op(F) = =

)



“"_k‘Co‘ri(tI:Ladic':‘ﬂcidyn ya :‘que.“ el._vc&paéi:of:t.g:énic mgdidqp ‘.uu.ata.

1.3, 'rnonmm Eacbnxco PUN'ruu..?

Sl En Aeguda pnobanemoa eL teorema cugddu.o puntual que s
V_utablece que 84 T es una tuamﬁonmaudu que pn.uen.va nedula -_  

~ sobre (2,8, u) y £€L}(Q,8,u) entonces:
RTICE(W) ¢ £(TWI . +£(T"Y)]

. . - . " : . .
~converge a una funcibfn integrable £(W) casl dondequiera.

III.3.1. TEOREMA. Sea £ una funci6n borel medible sobre -

” .
(2,8,u) y T preserva a u, .sea TE= foT, Entonces para p€ (o,®]
o -
se tiene || T £ p” il £l pr Por tanto T es un operador Lineal

sobre ef espacio de Banach LP(Q,B8,u) (ver (81, pag., 58). Enton .
ces T es una Lsometrfa (ver teorema 111.2.16)., Ademds, T es

' ~
- posditiva, L.e., 44 £>» 0 c.d. entonces TE£> 0 c.d.

DEMOSTRACION: N

Pon 1171.2.14 I t%(f(w))lp dﬁ(w) = I |£(Tw) |P an(w) =
Q 1]
. j [£(wW)|Paniw)
1}

Nrell g=ll €l j,pra0<p< =,



"'A»V,,,cu u('r 'N) = uiN] = 0.

;QS&‘p- -, iiﬁembb{'

Il"x‘fn » 1nf {c M{l'.l‘fl >c} = 0} = :Lnf{c p{w If (TWH>C } =o} ) |

o= inf.{C u'r ‘{w |f(w)|>c}-o}-1nf{c u{|f|>c} o}

i

”, ;ya qae T pnebenva au
H Tf“ k” 1'”.'.

Ahona sea N € 8 tut que u(N) =0 g £> o Aobne N , enton'
" Pana W € RS, TEW) = £(TW) > 0 sobre T }(NC] = (T7IN)® Lo

- que prueba La positividad de T.

La sucesibn de pnomedios]f“”(w{=n"(f(w) + £{(TW)+.,.+
»N
+£{T"7IW)} puede entonces expresarnse en términos de T como 44-
gue: £ = nTUE & TE +... 47" 1E), donde TE~£ y T es La

~
composicibn de T con 84 misma k veces.

En Los nesultados que sdiguen, T es una thansformacién -
que presenva medida sobre (Q,8,m) y £:(9,8)1+({R,8(R). Obser--
vando Ras demostraciones se vend , sdin embargo, que Los resul-
tddoa sdiguen sdendo cientos 84 heemplazamos a T por una contrac
edibn anbitnania positiva scbre L', no necesaniamente tratando-

sAe de una transformacibn que preserva meddda,




11132 LEMA. utex.(neul, Aeaf -f v t -nax

‘ ‘. (£ £ 406, ¢ 'rf+...+'r fl, n>1 entoncu f <£wr:"'

m=o, 1, 2,...‘_,'

 DEMOSTRACION. .
S{ 0 €m<n entonces I '1‘ f £+ 0 ( o T £,

Adé.mda:"' e PER R
,“ n :

Ay A A Ai 4\ o ,. S
WZo TE<max(f, £+ TE, £+ TE+ T L, .., £+ TE+. . 4T El o g

T ~ ‘
~Como. T e4 posditiva, tenemos:

h‘; A ~ ~ 4
‘,T(Vk=0 ’T £) < rfn < Tfn

e 2 T(kuoT £} = K2, TES f.+f1‘fn,0<m<n

. . A s
También ' f<f + Tfn =>

~ o n+1
fn“-max{f,fwr £,o0.,£+TE+ ., 4T }<f+'rf

~ N ~
= f+T{max (£%, £%+ Tf”,...,f’n..or"f*n

.

. gt s
2 fnﬂ < f+'rfn

III.3.3. LEMA. Sea £ como 4e deé—énienari antes, Y suponer

}

fevraB,ul.




' Si A= (£ >0}, entonces If'fdﬁ > o

o iﬁf fdu>‘[ £ ap ; [‘§f*au7‘
e . n+1 n.- v
A Ja L Ja

-4

(e | A s ‘ et Ay o
> jnfn du- IQTfn au=ll €20, - Il Tl

+n - - + N
CHLEN, - NTH, NE 0, >0

'_"._‘ S : At J £duy >0
;o . ; . “n

. .
En parnticulan esto sigue sdiendo vdlido 44 T es una con--

"~
thaceidn positiva, <.e. ||T]] < L.

o III.3.4. TEOREMA.(Engddico Maximal). S& ferL'(q,8,ul y

n=1 a
A= {W:sup .Z (T°E) (W) > 0} = [{W:sup £ (W) > 0} don-
n>1 k=0 n>1 .
LD L . (W - -1 "3 rk ‘
de £ (Wln Y E 17 £] # {W: sup n WZ, T £lWl > 0}

entonces o Ifdufao
A

 DEMOSTRACION: Por el Lema antenion tenemos £-n~ﬁ <f+ '.l‘:: L



‘DEMOSTRACION- LOA con;untu A dez Lema anteuon convca—k =

ge caecLentemente a A. -

En seguida de‘munoa atgunoa de Lo.s cdnjuntoa que uuu.- o

'zanemOA en La demoatnacLGn detl teonema engdcho puntual. v

B

,saai £en(a,p,ul y f‘n)(m.n 1 }3 £ ('r"m ns1, 2,...’ y

T preserva a B. S4 a<:b, de‘&naMOA. .\

Cop * Capl€) = {W: Lim 1nf£‘“’(kw)< a<b<limeupt™iuly
N =l {W ‘;"’( | L
pe" (W :sup £ {WI> b}

vetemos que C,y @8 un Subconjunto de N

- (x) () gy (n)
Sea W € Cyp, => b < 1’13 sup £ (w)s;gf gup £ (wi< sup £7(y)

* Cap © Ny

‘& ) e
b<sup £ (Wl=> We N

casi donde quiera

Por tanto establecenemos conuengenQLa
) es ceno. Panra ven

de La sucesdidn f("), 84 probamos que u(ca
esto podemos Auponea_ALn'péndida de generalfidad que b > 0.

Va que C_,(£) = {W: lim inf-£™(WI<-b<- a < Llimsup-£™w)

=Cp, .a (-8

Si b < 0. entonces -a > 0, y el argumento siguiente mos--



Cp,—al"f) tiene medida ceno y imlc p(g1) x 0

 III.3.5. LEMA.

a) EL conjunto C_, ¢4 casi invaniante,
.b) "(Cab ) <w
c) En nealdidad f“c_ab, . 0:
. DEMOSTRACION: a) Sea
n k

(n) 1Pt k4igy n#l 1 R £(W)
£ (W) Z, £ - B [hr (E £ ] - SO

= ML () () - £(w)
n

ahora fe L', entonces £{(W) es finita para casi toda W. (ver -

(11, pag. 47). ‘

4 m ing £07) (TW) - 1im dng [BEL g(nt1)y £007)
n->wo n-+o n , n

.

. | s 1im inf £ (W) »lim ing £V
’ n-+« g n-+oo

W .01

SimiLanmente:



‘4;

;

) '1'% s“" f(m») (w) = ii-"-upt‘»“’(?‘l'... (2.

tenem04 Las Lgualdadeb (1) y (2) excepto, p04¢blem¢nt¢

’pana un con;unto de medida ceno.

& fuena de un conjunto de medida ceno, tememos que.

WE

i.e.

Cab

cab

84 y s0lo-8i M E T

ab .

es casi 4Lnvaniante.

' DEMOSTRACION: b) Sea C e 8 tal que C C Cap 4 B(C) < =, -

s piminod | B v w o b1 )™ W s -2 (e-
definamos F, = {W: sup (£-bI_)™(Wl >0} = {W : sup n” wZo (£-bI_I

T"W) > 0} tenemos

4

S

=

S

que 44 W E C

ab

endonces

€ N = {W:sup £M(w) > 0}
nm; ,

n-1

k:z-;o

n=-1
xZa

LR o 3]

f('l_xw) > blpara alguna nl

n’-:x'
n k=o

[

>

n-1
k#zo

£(Th) -

Sl

(f-bg"@%)>m

bI
c

bl
c

(W)
(T"w) >0

1.e;(f-b1c)‘“’ >0



'}_,‘..\ DT
o w :é Ey Y Ca'bv;f'c”"Eb"jg\.n ~‘pan)t£cu£alfc_‘f§;:;*‘evr_4 un 4ubcon5unto
T 'dg.Pbo . S R g o ISR o , S
B : Por_el teonema eng6dico maximal, tenemos: I (f-ch)du‘> 0
» : . :‘ _,‘: W.‘.. R i.i T . ‘ L Fb b
.'V'V . ) '7 - ‘_ : ,.\ K “—4“‘ o . ‘ . .;“'A
j 1£] ap_j £au> b [mr du =bulc N E) =bulc)
TR Q - - F, ...~ ‘gz © : .
. ‘ : R b_.‘ o - b ' :
- 0 sea
? ’ A :\5 “/(C) < b-"l J ’f~| a H < m
- EEL Q

veamos “ahora que Cab es un ﬁsubaonjuwto, de. ng;{w:]f (T’Hf[> 0} = B ;

]

Suponen que W € C.b tal que W ¢ B => If(T“w” =0 wp=>

e n-1 L
’f('r’?w) =0¥n 3‘7 ?:o £{T*W) # 0 una contradiceibn ya que fa -

senie convergenta,

Ahora pon 111.2.14. fgl‘f(‘l‘nwl lan (W) = flf(m fam (W) < =

’;

Tenemos

Cp € B, ademds

(W: |[£{T"W)| > 0} =

w0 n 1
&, A, donde Akfi{W: |£(T'W)| > LY oy

1 ' 1 n . -
Kk JA 1'.Ak du =g wlal) < L\ |f(TA W)l du <@ ip (A ) <= es de-

Cedn (W [E(T"W)| > 0} es fa union numerable de confuntos de me-

dida ginita. :




N medi

Ty padem04 ponea a C ab éﬁVLdf‘bnhaum?”7'"

'  Céh * ‘Ca‘b n [ngl k=1 h)c,n:] n-x k-l(ﬁt,nnc )

“Gp 7 an’x B, d""d“ B 'f’»kg’r“‘k.»n n cabl

.6 sea Cab es £a.union numenable de dbnjuntqa'dé medida sihita
ademas u(B, ] < =, Ahoaa hagamos Dj =g Bn‘;“(bj,,ﬁ,i“fQ”fi
tonces ' s V SRR

#

Culp,) n('.caAb{ |

. “(Cab’ = Sup {ulD ) : D, € B, D cc.

j ab’ 1

5 (Qj) < °‘}

<b"j |f] dn < =
Q
“(Cab) <

DEMOSTRACION: ¢} Sabemos que Cgb es casdi Ainvaniante, T -
una transformacién que presenva medida que esta bifn definida -

sobnre, (cab’ n b’ donde:

aab'
Bap = (A€ B:ACC,  }={BNC :BeBl yn =4 restrin
gida a Cp

[Estnictamente hablando AL D=C 71 Cup» entonces T

ab A
estd bien deginida sobre C ) - D. Como u(D) = 0, esto-no causa



-'dLQLcultad ya que pOdCMOA nedeﬁtnLu a T como La LdentLdad Ao--i'ﬁ

e

?fbne D y entoncea eatana bLen de‘&n&da y pneoenva med&da aabne'f"

L Podemoa apLLcan ot angumento de (b) a T Aobne c, Eﬁ T

 “;Panthu£an La ecuacLGn' I' (£-bI_ ) dap > o Ae tnaaﬁonma en -- A
' e S .

i b
‘I (f?jbIclde‘ >0,
o qaanb o L eas

Como C,p tiene med&da 64n¢ta podemoA hacea c = Cp Y ya
7.‘qug Cap C Fyp» se obt&ene.

ff (¢-b) an >0 . LD
Cab L e ' o

Ahora sea:
F' = {WecC.,:sup (a-£)(M (>0} = {w e C,py i SO n 2 {a-£]
ab. ab n>? ' (w) n>E1) k o

(T"W) > 0}.8i W € C,,, entonces £M(Wl=n™? kgo £("Wl < a, pa

ha al menos una n, en;onceb W e F'ab, “ Chp ab®

tiene medida findita, Las funciones constantes son Lntegrables

= F! Como Cab

sobre C,p, Porn tanto podemos aplicar el teorema ergddico maxd-

mafl para -obtenen

I la-£) du > O[i.e.I adp- J £du> 0=> ap [Cuy) =
C. Cc (o4
ab ab ab



L:‘:Q;"‘“f-"'w.iﬂyf

: £ é‘J’.”a¢iﬁ > J”. 
fvjvucab; S ,.~¢’

7 | Con este neauttado y uaando (1) para. a < b 4e tLene >?f“
| bp (C ) < I - fam < ap (C ) una contlnad;cuﬁn, a me.npo -- e
“c R N P N L S
que S ‘ . : S o
: “‘Cabf)»- 0 e “‘Cﬂh, f Of

« Ahona probaremos el principal resultado,

© III.3.6. TEOREMA ERGODICO PUNTUAL. Sea T una‘tnanaaonmaQ‘
cin que presenva med&da sobre (9,8,8) ¢ £ € L‘(Q 8, ul Enton-

+ ces exddte una funcibn fe L tat que:

’kgo £(TW) + E(W) c.d.

DEMOSTRACION. Sea D = {W: £ ™) (W) no convenge a un £Lmite
finito o inginito}, Entonces D=U{C_ (f) :a <b, a,b racionales}.

* Por el Lema anterion p(D) = 0 y‘pon tanto f(")(w) converge pa-

~ ~
ra casd- toda W; LeLamaremos al Limite £{W), y definamos £(W) = 0
sobre el conjunto D.

"N
Solo nesta demostran que £ € L! B

Usando ef fema de Fatou.



::ig‘\;Jklf‘aJl#f

Perng v RO ; BRI T .
i . : . n-1 - B T (T N R U e
‘ (n) = -1 , k 10 i ) 3 An e
= In" claw IQ'“ "E, ElTW |ar< & 2, IQ'“‘;‘T Whidw =
m. - 1 n-l ' - ‘ . - R . ‘. B ; . :
S,EAkEQ Iﬂlf]vdu Vkpog III.’2'~.>1>74.’, 5
~,‘I |£] dp < =
: n ’ . ) ew
j [£] du <J €] du < =
[
- et teonema .queda demostrado. : » S “ RN
' Avhbna veremos mas ebtnié«tamenie La convengencid de £a -~ -
sucesdidn {£™)}, ‘ ' :
111.3.7. TEOREMA. Si n(0) < = y £ € LF(1 < P < =], enton
ces £€ P .y £ 4 £ entP,
DEMOSTRACION: Como Las funciones simples son densas en -
. LP, para cada € > 0, existe una funcibn medible acotada g fal

que || f--_g”P < e (Ver [1] pag. £8).

Sea fk(w)- = £(T*W], gk(w) = g(Tkw) y |g] < M entonces -




CNE™ g, e g™ g™ gt g 4 g f’"""-”.i xEe Ex (Wl -
. - . n_'l: - T K ! : n_lv . g .
-n} Z gk(w) +n” gk(m -g+g - f II <

| < ” n lkgu(fk .-gk, “ + ”(n k’o 9y _g”P + |,|g~:- f,_“P 0-0(1)
i

n-l
Como a7t gkl < M ( |g| < Mc.d. ), et Aegundo tlnm(—

 'no def RZado deaecho de {1) tLende a cenro cuando n'+w, pon eL

teorema de convergencda dominada.,

‘
3

Pon 111.2.14 e, - g llp= £ -gllp < e, por tanto el -

Cprimen ténmino es menohr que €,

Ahona
’ ~ 0~ P n-1 P
SO REST IR TR L1 RENEAEE NI E
N ' g POy . P
EIRL R , < lim inf I I5 kgo(fkTQk” du =
. ‘L"" P P
. . = rlhj;g inf ”n kzo(fk-fgk)llp £

Casl | £ - %HP < 2, pana n suficdentemente grande y el teo-

nemo queda demosthrado,



s4. pe1en 111137, l“- ’“LP“ZMA de que u(m < no pue-",f o

~de sen eu,mz.nada, .

' CONTRAEJEMPLO: .

S
N

p.e.{1], Sea T(W] = W+1 sobne R (con Loa conjuntos de -
;“Bonel'y la medida de Zebesgue). Sea £ La funcidn cqnactenlatié L

. : ' (S g L
ca del intenvalo (0,11, entonces £(M) o convenge en L' a £.

DEMOSTRACION: ¥W € R, £(T"W] =.0

A

) - ~
para n grande ' £

m

0.

S

Pero 44 ~(n-1) < W< 1, entonces TkW € (o 1] pana exac
tamente un enteno k € [0, n-1] entonces X zo £(r*) = %
¥WE (-{n-1],1].

Para otnos valones de W tenemos o
-t N ' '
nt Z ElTWl = 0

Por tanto:

n-1 ) 1
~ 1 1
I |,11 kzo £(T" w) - f(w ¥ ap (W - I (;)Pdnw(-ﬁ)PD-(-ml)]

~(n~-1)



B RE +vn, o consiputonte o hey Somvenpen

e 'u'_a, ,eh’i L.
Ahoua venemoa un ejempto en eL cuat La h&pdt¢4¢a dc que

'1“'P < - ito puede eL&m&nanAe aunque ae t¢"9¢ Q“e kiR) < -

Sea 9 =Wy B’IBI':R“)' x(w w,...) -w, yrta S
; medea de pkobabal&dad que hace a las X _;, Lndependkantca cou_fl
P(x Q) = P(x s1) = % len atnaa patabAaa cohaidt&amoa~una su o
-cebkdn indinita de ensayos bennoulLL con pnobabLLLdad de !xl- .

to = I en cada enbayo), N G RTINS

S{ T es el conndiente unilatenal y f(w) = w‘;' entonces -

- n-i K : @ - 1
n 4k§° £(T W) no converge en L a £(W) = ¥ .

DEMOSTRACION. S{ W = W = ... = W _ =1, entonces - -

n-j . ‘
n! WZ £(T*W] = 1, pon tanto |n”L kE

0

z f(T W) - %I } %, sdobnre

un conjunto de probabifidad 2°".
1 n-i X _.}_
5 K&, £(TWE - gl =
) ] -1 n-=j k 1 1
= inf {C:P{w: |n xZo f(TW)-7]>C}=0}=71“"0

* ~
II11.3.8. LEMA. Si £ € L, entonces £ es casdi {nvariante.

AsL 84 G es La o-dfgebra de Los conjuntes casd Linvariantes, -



(E .B'( m) Shesie

' nsuosrmcron. 34. f“" lw) > f(W) palla w ¢ N, donde u(m-o

vf;fentanceb f(“’(TW) -+ f(Tw) pana W ¢ T ‘N, donde u(T N ) = 0;';{

Peao-f‘“’(rw) Eﬁi f(n+i)(w’ - f”n (ven‘teoaema»tll.{z"; *

'_f~3 5) Y f(w) S, 0 ca5¢ dondequ&eﬂa, como f € L', se tLene Vs S

| *,[m: :‘“’(-rm . lim £ (W) - 1im £ (w) . WL
n. e E

£ (W) + £(W) casi dondequiena,

Lo o n E(W) = £{TW)  casdi dondequiera
Lo que prueba que £ es casd inuaniante,

Ahora 84 B € B(IR) y C = {W: £(W) € B} = 3"(3); enton--
ces.sd £(W) = £(TW) tenemos que W € C,8.0 y 4480 44 ™We C por -

‘tanto C es casi {nvarndiante o sea C € G, con edto Ae completa La demostra-
cdbn,

III.3.9. TEOREMA, S{ £ € L! y A € G entonces

Ifdn -Igdu.
A NS
AsL en un ‘espacio de probabifdidad

Co . £ = E(£]6)



e aeatungua a A y n.edeﬂ&mmo& T=1 Aobu_ 6-A. Como u(Al < m, >
~tememos convengenua de f("’ (W) en 1.l (Aobn.e Al pou IH 3.7,
por tanto o |

£™ay - I‘f au

‘It("’ du '-vj £dp, pero I
e A S A

A

pon 111.2.14.

DEHOSTRACION. Como en ez Lema III 3 5., nutungunoa aT f,

if:*““' A.u )donde g {B € 6 I 3 cal {B n A Be 6} y u, - e

'S4 estamos en un espacio de paababLLLdad (2,8,P) y G es -

ta o- dlgebra de toA eventos casi invariantes- en B, se tiene
. , Ifap=J§apG ¥YAEG
, A A )
= E(£]|G) a P
I, :
L £ = E (£]G) por definicidn (venr [8]1, pdg. 121]),

N ~
II1.3.10. TEOREMA, S{ T es engodica y £ € I}, entonces £

es una constante casd dondequiera.

S< niQ) = 0, La constante es C = 0, &4 p(R) < =, entonces



’ :7 ¥‘A§; 4cb”é’“h5e6Pcho de pnababéliddd‘;iff? v
CF 2B (f] casd dondequiera - .

 DEMOSTRACION: Por 111,3.8, £ es casd invariante y por -
”‘1111.2;3,(b)}'f.= c,'caai dondequiera, | |

Ahora 84 w(Q) = =, entonces C debe ser 0 ya que fer
[y La dnica constante integhable en L' es Za constante C = 0);
pon 111.3.6. Si p(R) < », 84 hacemos A = @ en 111.3.9. obtene
moA . a e g
deu--lfdu-cjdu' = Ccu ()
g g )
FC R oty I £dnu. S
K Q | L e
Por tanto s4 estamos en un espacio de probabifidad £ =

C = E(£) casd dondequienra,

S{ T es engbdica y p es finita, consideremos el caso en -

quef‘IArAGBc ) o
Entonces pou 111.3,10 £ = "-j—-((%;— casd dondequiera, asd --

n=

que n X IA(TkW).

b



La 6necuanc¢a aelat&va de v&b&tab a A,‘conveage cadL:jmf”

,f dondequ¢ena a ta maaa nelatLva de A (La PnobabLLLdad de Asi G

v

‘ Apaaentemente'tcneMOA'una venéiJn'de ta ley»gaeateVde:tbd
E gnandeA ndmeno&, Yy en neaLLdad el teoaema eagddico puntuat pue» =

de Aea UthO como una geneaal&zac¢6n de ebte aeaultado.;'

Sea T'la Lrans fornmacibn coaaimieutO‘anilqtenal, (ven 1r. -

1.4) con variables aleatornias cobndenaddA xk.

“~

.S4°Z es una variable aleatouLa Lntegaable Aobne (a,8,pPl,

‘entonceA
‘ (n) el ‘ 0 ) ! n-1
2 n [z('r (‘wo‘,wx,..‘.!) +ZIT(W W, ) )ee .ot z("r (wa.-.n]’

1 [:.z(wo,wl,.,.) $2(W LW, ) (W LW )]

en otnas palabras ' “ .
(n‘) T § . .
2 (W) a0t (20X ,X L 2K LX) z(xn~1,xn,...);]

Pon’ 111.3.9, 2™ S84 (2]6), donde G es La o-dlgebra de -
Los confuntos casi invardiantes; SL T es engbdica el LLImite es

E(2) pon 111.3.10,

4
'

En paat(cufaa sean xo,xl.... variables aleatorias Ldenti



' camente distribuidas con esperanza finita. .

’

-S4 z(W) ='W°, 0 Aea‘21- X, obtenemos n"(xaw...c-x@“[+ﬂ;"'

- c'x'f casi dondequiena. S& ademds Las variables aleatorias
40n Lndependtentea, obtenemoA el caso de La'lcy 5uent¢ dc Lot B

‘gnandea ndmenos. (ver (11, pag. 275).

En £a 5ecc£6n‘A£gu£ente, Aend necedario conaidenan‘mgdi-;»J ﬁ
-~ das de probabitidad P, ¥y P, que son preservadas por una thrans- )

formacibn sobre (2,8,u)

'III.3.11. DEFINICION. P, es ergfdica (relativa a T) ai y

1]

s0lo 84 T es engbdica sobre (n,B,Pi);i,- 1, 2.

I11.3.12. TEOREMA. Sex T : Q + Q una trandfoamaciln que -

presenrva medida y engbédica con respecto a (R,B,Pl) y (n.a,pz).

Entonces P =P 6 P y P; son ontogonales en el sentido -

de que 3 un conjunto Ae (T} tak queAPl(Allll y Pz(hcl =.1-

DEMOSTRACION. S{ P # P_, toman B € 8 tal que pl(nl¢t;(3)

y sea £(W) = IA(W).

\

n-x

Sea A1 = {W: f(T Wl P (B}}. Por TIT.3.6.y111.3.10,

:lp

P (a) = 1,
1

s



~P LpP.
EE e

B ;11;3.13, TEOREMA. Lla medida de probgbilidad prél engbdi
ca netativa a T 84 y s0Lo 84 névexiate una medida de probabitd
dad P"aE P paeaédvdda por T tal que sea absolLutamente conti--

nua com respecto a P.

DEMOSTRACION: Suponer que P es ergddica y Q“"-api tal - )
que P; < P, Préi P, entonces P tambien e enqddica, ya que -
8i A€ 1(T), entonceA‘P(A) = 06 PIA®) = 0 ponr engodicidad, -
por tanto PI(A) =04 'PI(I\C)"= 0 por La cantinuida# absoluta

usando 111.3.12 P L P. | o ) "

Pero entonces P es absofutamente continua con respecto
a P y tambien es singulan con respecto a Pl entonces Pl debe -
"sen La medida 0, una contradiccibn ya que se tiene que P oes -

.QAQddica.

L No puede exLatin éx

.

Invensamente, 84 P no es engbdica, sea A € 1(T) tal que

6 < Pla) < 1.



Deg.mamu 3 (B) . p(ala) - ﬂ-’ﬁf—ﬁ-’-f Be a, entoncu

: P(A) S
<Ry como P;m CRAOALL 3 4 p(a), tenenos que P,lfasr.;ﬁf

A,

G - B(A]
ahora s
p(rie) - PITVEOA) BITTIE 0T IA)

T PIAl . PIA)

. ya que A eb,invﬁﬁgdnten” '
L BITTUENN]) | BIEOA) L pipa) o
X YT VR

= p (E)
~entonces T preseava a P.
. N "5
Sendia natural preguntan 84 Las condiciones del teorema -

engbdico son necesariasd y suficientes.

S4{ £ es una funcibn medibfe no negativa sobre (Q,8,u) de

medida f{inita y J fdu = » es §dcil probar que para T que
Q ,
preserva medida’ y ergfdica.,

1 Pt k
| = kEo £(T Wj» « casd dondequiera

1

La demostracibn se hanrd definiendo para a > 0

j £(W) 84 £(W) < a . .
£ (W) ‘
o { 0 en otno caso



7 Entqncé4 podemos usanr
4y m=2 Tk

Ln e 1 3, £(w)>

dbndequieha;‘

S{ hacemos que.a ¢+ =,

Para transformacdiones
finita y funciones medibles

ma eagédico es ciento en el

III.3.14. TEOREMA: S4

(e an < I
BN IQ“ : - ‘ ; n . ,

adu sanlal<e

el teoaema 2”96d£¢°fpaia;06ténen»>;7T'

n-1

1 :
lim = kzo f ('rw) = E(f )cuui

obtenemos Cavconcludidn.

ergfdicas sobre espacios de medida
no negativasd el invenso del teone-

sigudente- sentido.

n-1 '
= kz £(T w)convenge casi donde--

qudera. Entonces £ ed Lintegrable.

¢

DEMOSTRACION: Comenzamos f£a demositracdibfn observando que

el Limdite es finito e Lgual

a una constante C por ergodicidad.

Si £, es La funcibn obtendida a paritir de £ truncandola -

3
en § o 4dea:

"

fj(W) £(wW)

£.(W)

L'}
LS

34 £(W) < 3

s E(W) >



Entancea fj eé acotada g poa tanto Lntegaabze ya Que ;{ 

 ? (9}~< @ ‘EL tepnema de la conveagencLa mondtona ¢mp£¢ca que
- Ifj dﬂ"]f:dl‘"‘ |

'pon tanto demOAtaanemoA La Lntegaabktkdad de f a4 maataano& o

\ -
7ﬁfque La Auce4&6n '{Ifj du} es acotada. o 3; 'j "; v o ,"w 5

Como f < f se sigue que

¥ n= PRE L Y D i
z f (T kW) < = xgo :(T n)
. entonces
1im in;: £, (T W)nf <c=um-1- :‘: »ﬂf(Tkw)
nse N k=a j NnFw N k=0

¢
1

~ ' -
'\ fj € C casi dondequiera

En consecuencia I f. du < cCcu ﬁn v& y por tanto fas -

j

Lntegrales I fj du tilenen La misma cota de donde concluimos -

que £ es4 Lintegrable,.

III.4. TEOREMA ERGODICO MEDIO EN UN ESPACIO DE HILBERT,

Para enunc{ar ef Leorema y demostrarfo necesitamos algu-
nos nesultados Limportantes, Los cuales enunciamos y demostra--

mos en seguida.



III 4 1 DEFINICION. Sea U un Openadoa t&neaz acotado Ao

bne un eapacLo de HLtbent H (o sea U:H + H) Ae deﬁ&ne el ope~.f':f”

’ nadoa ad;unto de U pon et aequeanLanto de que k

( U'f,g )= ( f_, v'g ) v£, g €N

(La ex&atenc&a de este apanadon ad funto nos Lo abeguna -
el teo&ema 2 pdg 39 del Libro intaoduction 2o Hitbent Spaces
de Halmos) ' : ' - |

'III.4.2.,PRbPOSICION:”LaA siguientes condiciones aon --
-equivalentes (U un operador unitanio)

' * ® . o ) ,
1) VU0 = U U= I.EL operador didentidad-sobre H.
2) Ues uno a uno, Aobne,y' (£,9) = (Uf, ug)

v £,9g € H.

3} U es uno a uno, sobre, y ||UE]| = ||E | vEE ™

DEMOSTRACION: 1) ==> 2) Pon hipotesis U tilene una {nven-
sa dzquienda y una dernecha por tanto U es uno a uno y sobre, -

| 3
También (£f,9 ) = (£, U Ug]) = |(Uf,ug)

2) w=> 3) S{ tomamos £=g entonces



ColE, e s tug,ue)

S0 e [ AN T T3 (S
Lo v ; B N : . . SR
3y = 2) e La identidad de'pb,‘laaizqctan‘u“umu: Fa

1
o

¢ (ot i:s_ﬂi. 7{ I vaq 1% - llue - ugll? + sllog + i#gﬂ* sfju- 1u§n‘*'-' |
e ule s gl - ute- gl + e+ 19 I5-4lo(e-tg1 )%=
llfeglz- lg-gl ‘1 £+ 1qli2 NPT
 (pon hipdzeJLA) g
=4 (£f,9])
o (ur,ﬁé; = (f,g) 
2) => 1) Sea

» . e
(uug, g) = (uf, u g) = (Uf, ug) -

= (£, g vE, g €N
* . . T e »
(v v, g} = (£, g)=>U0UE=f=>0U-~*=1I
pero tambien

. » ) .
u{luu)l = ([UU JU = U & 84 U es sobre entonces UU = I



 "III.4.3. PROPOSICION: la4 siguientes condiciones son -

R

]
Lo 84 U £ = f

,dddibaienteé (u ana;iéométntafiif ‘ »','g*'}ﬁf‘zl?ﬁ }.‘”’

S R :
1) U U = I
2) [ £,9) = (Uf, Ug.) wE,g€H

3) llugll =llellveen, o,

e ey

. ° -DEMOSTRACION: Simifar a £La demositracifn 4Q,117-4-?°

v”,~En‘Zo‘¢£gu£ente U nepresentard una Lsometrlfa sobre H.

III.4.4. PROPOSICION: S{ £ € H, entonces Uf = £ 44 y 40

. !

DEMOSTRACION: S&{ Uf = £ entonces

U uf = U £, por sen U una Lsometrla

' * * *
se tlene U U =1 & £ = U £. Inversamente, 44 U £= £, enton--

ces

Il ve - £]]?

0"

( UE- £, Uf ~ £ )

n

( UE, UFE ) - (£,Uf ) -( UE, £) + [£, £

HUell? - (£, 52 ) - uE, £3+ | £l]?

L'}

*
=2l R -l UE, £) - £, U g )



;"’,""1,0:1 .

C s 2l E1* -2 (£ £1 ponhipotesis
e ’ ;ab‘. o . ; ; o S Sl ]

III.4.5. PROPOSICION: Sea A = n M1+ Utooos + UN" ’l note E

R PWIENE SCRPRLTES 33

o
IIUH 1.

SLE = {f€H : 1im A £ existe (en H)}, entonces E es un
n .

subespacio cenrado de H.

DEMOSTRACION: Sea £, una sucesifn en E tal que £+ £,

entonces

L]

VIIAmf-Aan A £-A £ + Amf - Af +Af -A fu

A

H‘Amf-Amf)‘(‘"#HAmf - Af, H* A £, -7, £||

4

R A (f-£) |+ Il A £ -A £ l! +1l A (£, -£) i

A

Nadl he-£ 0l «ha g -a g1+ IAlIg -2l
<lhe-gll+lasg-ncsl+ig-£l<
L ES AT LA SN
u tenemoa que {A £} ey una sucesdibn de Cauchy, entonces
£f€E, Lo que paueba que E es cennado.

Es inmediato que E ed un subespacio, -



; III 4 6. PROPOSICION Sea M eZ conjunto de eﬂementob de

“Q;H que son ananaanteb ba;o U o Aea M= {f €- H Uf f}

Notan que M ea un AubZAPQCLO ceanado de H, pon La cont&-m

“‘nuIdad de U,

Sea No = {g - Ug:g € H}, 84 definimos £ = lim A f (dondeI

. o n-oo
el\@f_m{.te exdiata), entonces . o
R . fE€EM => fEE y £ =f .
: . . o A N "v
f € No “=> f € E y £ =0 \

(donde E es ef conjunto de 111.4.5).
DEMOSTRACION: S{ £ € M, entonces

-1 . k ‘
I uk g £1UEr UTE _nf |

44 £=g-Ug € No, entonces ) )

£+Uf +,,,+ UP"L - -1i’g) + -
A g=5200r .t f l9-ugl+ log-p'g) > (Pg-ylg) v, (0™ g - yig) -
n




;: “ A f||. It 2____:1 " Ilqu+IIU 9H

l|g|l+ HU H H gH ||9H *IIUH“IIg H

J2al 0
* E n ‘
 ya que U es una i{sometrfa y
ol <12
) B
. £=0

I11.4.7. PROPOSICION: S{i N = ﬁo’ La ceanaduna,de'uo, en
tonces H es La suma dirnecta ortogonal de M y N (ven t1] pag.

121). entonces por 111.4.5 y 111.4.6., E = H,

DEMOSTRACION: M C H y N es un subespacio cerrado de H, -

Pon demostrnarn que M = Nt
Sea h € H entonces h1 N 44 y s0ko 84 hl N,
<=> (h,g-~ug ) = 0v¥g € H

. .
<=> | h-Uh,g)=0¥vwgeH

<~> Uh = h porn 111.4.4,

<=> hE€M



":tapdd Zéntb,iﬁ:i f,‘

 entonces .. S
-0 wm

- 4hona,tenem05~que.>i'- : £CH,

Sea £ € H, entonces f = f; + fz’ donde;fle M,y :z E_Nkpon b

. tanto f €. E ya que E e un subespacdo. o

a

N )
!

IIT.4.8. TEOREMA ERGODICO MEDIO. Sea U una isometfrnfa 40--

bre un espacio de Hilbent H ysea P La proyeccibn de H sobre el

espacio M de todos Los elementos invariantes bajo U. Entonces

. ¥f e H

n-i

-

n k2, UX £ + PE. S{ T es una tnanbﬂakhacidu que presenva

Fal Y
medida y U=T, obtenemos La convergencia en L? de g™ g ¢, :

DEMOSTRACION: Como E = H,"A_ £ converge a un Limite £, -
Sea £=f ¢t £ donde £ €My f €N, Ahora A £ £ pon -
1 2 1 2 n 1 1

111.4.6 y también A f,2 + 0, ya que 4sea g € No tal que --

llfz-gH < e entonces

WA e ll - llae -ag+agli<liac -agll+la gl



ua i, ng* llﬂng"‘ ] "f """’ "’“ g"

'. i‘2 <6+ IIA 9 ”, Y pon.III,4.§‘wAng:§ 0
3 . v ‘ v gy : ; ’ N . .,,\7:\ S
L . An fz *‘ 0 ‘

©entonces




o

oz
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'£41
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161
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'CAPITULO I.

_ CONTENIDO
e e L e

Convergéncia Conmutativa, Espacios de Hilberf‘i

y Desigualdad de Bessel.

Convergencia conmutatxv;

‘Normas y productos internos sobre productos car‘
te91anos de espacios con producto interno normak
dos.

Espacios de Hilbert.

Désigualdad de Béééel

Algunos resultadbs;de Lz(o, 2r) y el teorema de

Riesz - Fischer.

Conjuntos ortonormales completos

" Conjuntos ortonormales completos y la identidad

de Parseval.

CAPITULO II. Procesos Estoc8sticos

CII.1.

I1.2,

Definic;én

Procesos Estacionarios

CAPITULO III.Teoria Erg6dica

IIr.1.°
III.2.
III.3.
I£1.4.

Motivacién y definiciones

Conjuntos y funciones invariantes y ergodiéidad
Teorema ergddico puntual

Teorema ergbdico medio en un espacio de Hilbert.



i f’; ImadDUCCion* et

_fﬁ't El presente trabajo txene el objeto de presentarkuna parte;ﬁ*‘~
 ‘”de la teorIa erg6d1ca de procesos estocasticos, el cual lncluyef: fff
ftres capItulos. | : ' R : ‘ :

En realidad, el desértollo dé éstth£ébajo'esta bésad& éh s
 1los cursos a nivel maéstria; "Procesos estoéést{cﬁ# Y TeorIabf”v
;Ergédica",'impartidos por los ptcféSores SamuelrﬁscareléACornejo'
y Joaquin Curiel Cafedo respectivamente.' El prihero basandose R
en el libro de J.'Neveu, "Mathematical Foundations of the - -
:Caléulus of Probability“, y el segundoven'los libroéé (1) Topiés
in stochastic processes, de R. B. Ash and Melvin F. Gardner, (2)
Probability, de L. Breiman, Y (3) Ergodlc Theory, de P. R. Hal--

mos.,

El primer capftulo lo dedicamos a algunos resultados sobre
espacios de Hilbert. Hacemos notar, sin embargo, que es£e capi-
tulo‘sdlo tiene el fin de familiarizarse con las propiedades de
estos espacios, ya que en la secciép III.4 se enuncia el " Teore
ma Ergédico Medio en un espacio de Hilbert". Los Teoremas pr 1n;
cipales de este capfitulo son: "La'desigualdad de Bessel "(1.4.1),
" El teorema de Riesz-Fischer "(I.5.3) y "La identidad de Parse~

val "(1.7.1).

En el segundo capitulo se tratarin unicamente los procesos

estacionarios y algunas de sus propiedades, que serdn (Gtiles en




. ;el desarrollo delcapituloIII, tenlendo como prxncipales resul-,_”

:}Ltados la estacionalldad de un proceso y la ex15tenc1a de proce-j,:‘

' sos estacxonarios bilaterales.

El'tércer capitulo“tgata éobre teorfa ergbdica, el cual es
el tema principal de este trabajo. Dentro de este cépitulo tie
"nen un papel releVante las transforméciones que preservan medi-

‘da, funciones 1nvar1antes, transformac1ones ergédlcas, transfor =

fmac1ones mezcla, transformac1ones conservatlvas o recurrentes.

' Los teoremas principales de este capftulo son: "Teoremas
‘de recurrencia "(III.2.20, III.2.21, el primero demostrado por
Jacobs (1962)’y'el segqundo por Poincaré), " El Teorema Ergbdico

Maximal" (III.3.4.), " El Teorema Erg6dico Puntual" que es el -

‘Teorema principal de esta seccidn y €l ""Teorema Erg6dico Medio

én un espacio de Hilbert".



S -

TERMINOLOGIA._ Un espacio medible (Q B) é$ un éohjunté no

L :, vacta ‘Q con una o- dlgebna B de Aubconjumtu de Q. un upacio -
“de pnobabLZLdad (2, 8, P) es un eApac&o medible (2, 8) con una |
- meda.da de pnobabLudad P sobre B. SL X es una 6uncu5n de Q en’_
s, se dice que X es medLble (notacwn X: (@, B) » (s, ) 8i y
46L0 44 X7 (A) € B para todo A€y, SL S es el confunto R de
ZOA neales y v= B( W) La o- dlgebna de LOA conjuntod de Bonel en

L

R, X ¢4 LLamada una valu.abte aleatoria real; SL'S =R ¢y ¢p=p(R),

X es uamada,una variable aleatoria nca!; extendida. M4s general

44 S es el con;unto R" de n-adas de ndmenos neales, ¢ =g(R" )-Bd

X es LLamada un vecton ateatonw n-dimensdional; X puede conALde

narsde como una n-ada (xl, xz... xn) de variables aleatonias (ven

{11 pag. 212).

Si_'s =R, el conjunto de todas Las sucesiones de ndmeros -
neates, y ¢ = BUR) = B, X es Lfamada una sucesibn aleatonia;
X puede vehrse como una sucesddn (xl, xz,...) de variables aleato

nias nreales.
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