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a0 o INTRODUCCION

"E1 tema de observaczones aberrantes ha interesado 2 ‘los: es-
tadisticos desde hace -bastante txempo.l ~Es necesario estu-
diar estas observac1ones. que. 1ntu1t1va-ente se dxce que es-’
tén "alejadas" "distantes"” del resto de las denas, ya que
la presencia de ellas pueden alterar las conclusiones o los, .
resul tados encontrados. Varios problemas son de interés - O
en este tema, en particular, la detecci6n y el tratamiento
de estas observaciones . En esta tesis se trata el proble
ma de deteccién de una observacxén aberrante para el caso -
exponencial. '

En el primer capftulo se presenta un bosquejo histérico de
S observaciones’ aberrantes Yy una 1ntroducc16n al problema-de
detecc16n de las mismas. ' L

En el segundo capfitulo se revisan los diferntes criterios
reportados en la literatura para la deteccién de aberran--
tes en muestras de una variable aleatoria exponencial.

En el tercer capitulo se discute un procedimiento propues-
to por el Dr. O'Reilly pira el problema de deteccién de -
una observacién aberrante, Este enfoque estd basado en -
la estimaci6n insesgada e funciones de distribucién por -
lo que en la primera seccifn se trata este tema. En la -

‘segunda seccién se presenta el enfoque y en la tercera se

aplica al caso exponencial.

Para el caso exponencial no_se han encontrado Teportes en
la literatura de un estudio de las potencias de los dife--
rentes criterios propuestos, por lo que en el cuarto capf-
tulo se reportan y discuten los resultados obtenidos en --
las simulaciones realizadas para comparar las diferentes -

pruebas,







1. ' DETECCION DE OBSERVACIONES ABERRANTES

1l.1. Historia

t

él estudio de'observacicnes aberranfes1 data de 100 aﬁos itfés :
aproximadamente. A&n'cuando‘no existfa el des%rtollé dé técni
cas estadfsticas, ya habfa un interés hacia aquel tipo aé.da--
tos que se decfa no represehtaban adecuadamente & la poblacifn.
Este tema ha sido de controversia entre muchos autores y ha te
nido importancia en algunaé ciencias.camo Astrondm!a, Geode=~-~
sia, Quimica y’stica. k ‘

Fergusoh (1961)2 est;blece lo que es una.observacibn aperrantg

de la siguiente manera: "Cuando se trabaja con muestras extra

fdas de una cierta poblacibn, en ocasiones aparecen observacio
nes que no siguen el patrén'ccmﬁn de las dem&s, es decir, se -

encuentran alejadas del resto del grupo”.

Barnett y Lewis (1978) definen una observacifn aberrante en un
conjunto de datos como "una observacién o un subconjunto de =~
ellas, que son inconsistentes con el resto del conjunto™. La

palabra inconsistente.es a juicio subjetivo del experimentador.

1l En inglés se les llama outliers, spurious, mavericks, & -
rogues,
2 * De Barnett y lewis (1978)



szpot:cjenpib, los siguienteés datos extrafdos de un estudio de - f'
‘ piobabilidad.de bajas tglpera;uzas enﬂlo: meses de invierno en"
las Islas Btitiniéas~fueron analiza&o; pét Barnett y Lewis.
Estos datos cpnsisﬁen en una serie de tempetaturas tomédas por
'.hOta‘en grados Fahrenheit desde la tarde del 31 de Diciembre -

de 1960 y temprano en la naﬁanabdel 1° de Ener6 &e 1961 en -

N

Wick al norte de Escocia.

+

HORA‘E TEMPERATURA - L
5:00. P.M.: . 43°F
6:00 " 43°F
7:00 " ‘ . 41°F
8:00 " 41°F
9:00 " 41°F

10:00 " 42°F
11:00 - *® 43°F
12:00 " 58°F
1:00  A.M. 58°F
2:00 " 41°F
3:00 " " "41°F

Inici&lmente se argumentd que los valores 58 y 58 para media -
noche ¥y 1 a.m. .no eran consistentes con los restantes ya que =~
para este horario la temperatura era muy alta en Wick, sin em~
bargo, mediante un nuevo an&lisis se encontrf que eﬁ la media

noche la Oficina MetereolSgica cambié la.escala de °F a 1/10 ~

°C, por lc que los valores eran razonables y aparecieron como:




HORA = - . TEMPERATURA
- 5300 P.M. 43 e
1 6:00 % - .43 S
7:00 v - S a1
8:00 " ‘41
9:00 - " 4
©10:00- " 42
11:00 .® 43
12:00 " L 42 :
1:00 A.M. 42 .
2:00 - * 39 ;

3:00  * L 39
" Autores como Anscombe (1960) y Grubbs (1969) clasifican estas
observaciones de acuerdo a sus causas de aparicién en la mues-

0

tra.

1. vVvariabilidad inherente i

-

Este tipo de variabilidad es intrinseca y natural de

los datos por lo cua} no es controlable.

2. Errores de medicibn

Este tipo de error se comete mediante el uso de ins--

trumentos de medicién.

3. Errores de ejecucibn

Este error se comete cuando se escogen elementos de -
- v

otra poblacibn.

La importancia del estudio de las observaciones aberrantes ra-



”dica en el hecho do que si no se analizan adecuadamente. las -
1 vconclusiones a las que lleguemos no seran correctal y non con-
~ducirsn a resultadoo no confiables. o
‘Estaivobservaciones pueden_llégar a influir ée ﬁénera determi-
‘nante afectando el estudio del fenbmeno ° experimento enwcuesé
ti6tn. Con el fin de ilustrar la importancia de ellas analiza-

remos los siguientes,datbl aportados por - Anscombe en 1973f

4 X

10 O 1.46

8 6.77

13 12,74

9 . 7.11.

11 ) 7.81

14 8.84

6 ., 6.08
4 5.39 <
12 8.15

7 6.42
5 7.73
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Mediante el anflisis de la gr&fica, nos damos cuenta de la in-

fluencia que ejercen las observaciones con valores extremos SO

‘bre las restantes; en este caso hay una observacibn que deg--

via 1la récta qél conjunto de las restantes hacia ella,




Sy

‘para la lolucién del ptoblema de: 1a deteccibn de aberrantes se

i v

‘han ptopuesto una gran variedad de criterios, desde reglas. 'in,

-

una base estadfstica-formal hasta una»metodolog!a estadistica

" sofisticada,

'+~ El primer paso que consideramog de importancia fue un trabajo

sobre Geodesia publicado por Bessel (1846)}, Director de la Es

cuela Alemana de Astronomifa. _En este trabajo se argumentaba -

que una observacifn no podfa ser rechazada solo por su valor -

grande y gue necesariamente todas las observaciones debfan ser
inclufdas con el mismo peso & contribuir en el resultado.

Por primera vez el astr&nomo peixce'(1asz)2 propuso un crite--
rio para rechazar observaciones aberrantes, el cual fue repro-
dﬁcido 11 afios después por Chauvenet (1863)2. La aparicién/dé.
reglas de rechazo-al principio no fue muy bien recibida, pues
se argumentaba que todas las observaciones deberfan ser incluf
das en el andlisis. Después de esta literatura Wright (1884)3
propuso un procedimiento basado en el rechazo de cualquier ob-
servacifn que diste de la media por m&s de tres veces la des--
viacifn estandar y Goodwin (1913)2‘otro en el que se rechaza -

una observacifn extrema en una muestra de tamafio n si - - -

1 De Grubbs (1969) ‘
2 De Barnett y Lewis (1978)
k] De Anscombe (1960)




éisté‘de.la media de las 'n-1 observaciones fesfahtés cuatro
veces la desviacifn promedio de estas n-1 observaciones.

’
B

Estos dltimos précedimientqs marcan un defectoﬂque es el de es

S

coger valores criticos conétantés para sus pruebas yalque no - .

dependen del tamafio de muestra.

Generalmente se utiliza la idea.de‘;treéla;clas observaciones

en orden ascendente de magnitud con el fin de ver mis f&cilmen

te qué cbservaciones toman valores extremos. Irwin (1925)1 -
utilizdveste criterio y propuso como solucibn, la diferengia -
entre la primera y la segunda observaciones m8s grandesjpara -
detectar si la m3s grande en magnitud es aberrante, com§ tam=-

¢

bién 1la diferencia entre la segunda y tercera observaciones' =~

*

m&s grandes para detectar si la segdnda‘y, por lo tanto, la -

primera son aberrantes, es decir,

T= X(n) - X(n~1)
') ' }
4 (1.1.1)
T = X(n-1) - X{n-2) ' '
'S

boer T

donde  es la desviaci6n estahdar de la poblacifn ( (‘conoci-
da). )

1 De De'Alba (1974)



No es recomendable el uso de’'esta regla en el caso de que el -
 nGmero de aberranfes exceda a dqs ya éue en estos casos tales

diferencias pueden np ser gignificativas.

Diez aiios m&s tarde siendo el primero en proponer una regla de
rechazo basada en el criterio de estandarizacibn, Thompson --
(1935)1 publicé un artfculo donde sugiri8 el uso de la siguien

te estadistica: ,

i
S
i s (1.1.2)
Donde:
n
2 1 2
s = = ) X, - %)
i=1
n
T = 1
X n xi
i=1
X observacifn seleccionada arbitrariamente.

La prueba propuesta por Thompson est@ basada en la siguiente -

hipbtesis: -

1 De De Alba (1974) y Grubbs (1950)




-

Ho: Todas las observaciones proviqnen'de‘1a~misma -

. poblacién normal.

Esta.prueba es fitil en el caso de que se tenga una o mas de -
una observacibén y segln Thompson cuanao el nGmero de observa--

-ciones sea-grande (30 % m&s).

Thompson demostr6 que si Xi es una observacibn arbitraria en--

tonces:

f v t(n-2) ' . S0 (1.1.3)

para la cual los valores criticos son faciles de obieﬂet de -
una Tabla t de Student con n-2 grados de libertad, también

. obtuvo una tabla de valores crIticos.de la estadistica T.

‘

Pearson y Chandra Sekar (1936) ' se basaron en los estudios -
realizados por Thompson sobre la desviacibn de una obserQacién
arbitraria con respecto a la media entre la desviacibn est&n--
dar y un ano después publicaroﬁ‘un articulo donde expusieron -
la siguiente estadistica utilizada para detectar una sola ob-—.

servacibn aberrante:

(1.1.4)

T = X(n) - ¥ Para detectar si X(n) es aberrante



.10~

T, = X - %X(1) ‘Para detectar si X(1) es aberrante
s T {1.1.5)
Donde:
n
2 _ 2
s¢= ) x; -%
- i=1 n-1
kS
. -
Las hipbtesis que propusieron son:
Ho: Todas las observaciones provienen de la misma
poblacién Normal. '
Hi: La observacién mis grande {(pequefia) proviene -

de una poblacibn con diferente media.

Los valores criticos de T fueron obtenidos sin derivar su dis-

tribucibn exacta.

Cabe hacef~no£ar que la precbabilidad de detectar una observa--
cién aberrante (una observacién arbitraria) mediante ei crite—-
rio de Thompson es diferente a la de detectar una aberrante --
(una observacibn partichlar ya sea X(1) 6 X(n))mediante el cri

terio de Pearson y Chandra Sekar..

Un resultado tambi&n importante fue el propuesto por Grubbs --

(1950) que sugiri® la utilizacidn de 1la siguiente estadistica



PR T

para probar la significancia de 1la observacibn mis grande en -

una muestra de tamafio n -de una poblacibn Normal:

n=-1 - : )
$p2 2[: (x(i)‘fFXn) L -
. = _i=1 - - (1.1.6)
n o
2 = 2.
i=1 .
v\
Dbhde: . '
x(lycix(2)< cess & x(n) H L
n-1 «
X <1 X
n =7 (1)
n-1 i=1

De manera anfloga se puede probar la significancia de la obser
vacibn m8s pequefia, es decir si‘la diferencia entre la observa
cién m&s pequefia y las restantes es "grande", mediante la esta

‘distica:




-12- .

n
2 )
s > Xy =D
i=1 ;
Donde:
n ~
- 1
X=ax L X(1)
i=2

- . e .
Es  importante notar que la estadfstica propuesta por Grubbs =

tiene una relacifn con la estadfstica T propuesta por Pearson
y Chandra Sekar para el caso de detectar una observacifn abe--

rrante grande.

2
) - -2
n 1 X - X
—— 2] - (n)
g2 n IA ( 3 )
1 2
l-57 Th
SZ

La distribucibn exacta de —s=> y por consiguiente de T _fue de
‘ SZ . n =

rivada por Grubbs.

Los valores criticos para estas estadfsticas se presentan en ~

el apéndice de Tablas.
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Dixon (1950) trabajo con poblacionel que siguen una distribu‘- .

¢

‘ cién Normal Y propuso varias estadistican en donde puso espe-—

"cial cuidado de que- no se vieran afectadas por la presencia de .

otras observaciones extremas en la muestra.

T1o

X(2) - x(1)

X(ny = X(1)

X(nj - kin-lz
X(n) - X(1

X(2) - xX(1)
X(n-1) - X(I}

X(n) - X(n-1)

X(n) - X(2)

X(3) = x(1)
X(n-1) - X(D)

X(n) - X(n-2)
X(n) - X(2)

X(3) - x(1)
X(n-z2) - x(17

X(n) - X(n=-2)

X(n) = X(3)

Para detectar si

-vacifn .aberrante.

Para detectar si
vacién aberrante.

Para detectar si

. vaci&n‘aberrante

Para detectar si
vacifn aberrante

Para deteccaf si
vacién aberrante

. y X(n).

Para detectar si
vacién aberrante
y X(n-1).

Para detectar si
vacifn aberrante
X(n-1) y X(n).

Para detectar si
vacién aberrante
X(2) y X(n-1).

X(1) es obser-
X(n) es obaer—

X(1) es obser-
ignorando X(m).

X(n) es obser-
ignorando X(17.

X(1) es obser-

‘ignorando X (2)

X(n) éﬁ.obser-
ignorando X (1) -

X(1l) es obser-
ignoxrando X(2),

X(n) es obser-
ignorando X (1),

Los valores criticos para estas pruebas vienen en el apéndice

de Tablas.
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. .
-»»Ferguson (1961) - propuso técnicas basadas en el hocho de que

*las ohservaciones aberrantes se deben a cambios en la media -
(localizacién) ' varianza (escala) de la poblaci&n. Por ejem-
Jplo supongamos que se estdn realizando mediciones en un proce-
“go quimico determ;ngdo a una cierta temperatura y por una fa--
:@la experimental cambia la temperatura y se siguen tomando me-
diciones, esto trae como consecuncia un cambid en la media y/o
en la varianza de la pob}aci6n bajo‘estudio, por lo cual se -
producen dbser&aciones aberfantes. Paf; esto utiliza los coe-
ficientes de asimetrfa y kurtosis2 muestrales como pruebas de
una cola y dos colas respectivamente, o sea, el coeficiente de
asimetria muéstial lo utiliza para detectar observaciones abe-
rrantes en una misma direccifn ya sea con valores muy grandés
o muy pequefios y el coeficiente de kurtosis muestral péra de--
tectar si varias observaciones extremas tanto muy pequefias co-

mo muy grandes son aberrantes. '

Coef, de asimetrfa muestral:

TN

De Grubbs (1969)
Medida de agudeza de la curva

LS o



e gy

. N . i
-Coef. de kurtosis muestral:

n
L x, -0t

bz- n'. . 1=1
[Z: ‘i)’] 2
4=}

Estos coeticientes se utilizan en el caso de que la diltribu--
ci6n de las observaciones sea Normal ya que elencialmente son

pruebas parabdetectat fallas en la suposicibn de ?ormalidad.

En caso de Normalidad sabemos que:

Los valores criticos vienen en el Apéndice de Tablas.

El procedimiento para aplicar esta ptﬁeba es el liguient?=

1. Si los valores de b1 Y bé egceden a los valores criticos
entonces la observacifn m&s alejada dg la media se recha-

2. El procedimiento se repite hasta que no haya m&s valores

que se puedan catalogar como aberrantes.
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" .
En el siguiente cuadro pzenentamos un resumen - dc loa principa-
les criterios propuesto-. ‘

!

.-

ESTADISTICA AUTOR
“Estadfstica Unilateral.- ‘ .
Sirve para detectar si X(n) | ) - X(n-l) Irwin (1925)
_es aberrante. )
“Estadlstica Bilateral.- -7 .
Util para detectar una onmfs | == Thanpson  (1935)
_observacianes aberrantes. :
“Estadisticas Unilaterales.- -

. | sirven para detectar si X(n) x—"—'—’-—éé(—lz— Pearson y Chandra
y X(1) respectivamente son _ _ : Sekar (1936)
abarrantes. X(1) - X '

. ‘ S
“Estadfsticas Unilaterales.- n-1
Sirven para detectar si X(n) z (xu)_-ﬁ‘)z
y X(1) respectivamente scn =1
aberrantes. ‘

n

E! (1) -%) 2

0 = .2
. (x()-x)
im2

& axwo?
i=1

Grubbs (1950) .

 Estadisticas Unilaterales.- )
Sirven para detectar si X(n) fg’ — §(’1‘ 1
y X(1) respectivamente scn . Dixcan (1950)

aberrantes.
x(z; - xil‘
X(n) - X

Estadistica Unilateral.-

Sirve para detectar cbserva- n t 0(1—)-03
cimgs aberrantes en un s0lo : i1 Ferqusan (1961)
sentido ya sea hacia la iz— - .
quierda o hacia la derecha. [Z.(Xi-)_()]

1=1

“Estadfstica Bilateral.-
Sirve para detectar chserva- ng()ﬁ.-i)‘
cicnes aberrantes tanto del hes _

lado 3 : {zieTd0. m(l%l)

r ou-i'o’] :

i=1




1.2, Ejemplos
E.1. Con el fin de méstrar el uso de algunas dé 1as’estg‘
dfsticas antes mencionadas, ejemplificqremos'mgd;ante al-

gunos ejetcicios;

Consideremos las 10 siguientes observaciones obtenidas -
de medir la fuerza de rompimiento de cable de cobre,
para ‘ilustrar el uso de las estadfsticas propuestas por -

Pearson y Chandra Sekar y Dixon.

Xy = 568 X)) =572
X5 =570 Xy =572
X(zy =970 X@) =378
X4y =570 CX(g) = 584
X5 = 572 X 10y = 596

- Suponemos que esta muestra proviene de una poblacifn Nor-

mal.

En este conjunto de datos nos damos cuenta que la observa
citn extrema es x(lO) ya que est¥ més alejada del resto

en relacifén a la separacibn de lasg restantes.
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La media es: - o . _ 5 
10 P
s _ 1 . . : e
8 =1 2 Xy = 575.2 S
i=1 '

La desviacién estidndar muestral es:

n .
1 =2
s = g3 L ®-%®
1=1
d n
1 2 -2 : §
= o (Lx % -kt Co
i=1
= 8.7025 : - e
Calculamos:
o o 596 = 575.2
10 87025
b
= 2.3901

De la Tabla I, encontramos que para n = 10 y un nivel -
de significancia del 5%, el valor crftico es 2.16 el cual
es menof que el valor calculado de la estad;stica T10' -
96r esta razfn consideramos a x(lo) como ob;efvacibn - -

aberrante.

' /
Ahora utilizando la estadfstica de Dixon para detectar si



i el valor m&ximo es una observacibn aberrante tenemos ‘que: .

T

Lt = 596 - 584 o W
11 596 = 570

0.4615 S ‘ :

Comparando este valor con el de Tabla III a un nivel de -
significancia de .05 encontramos éue .477 es mayor, por -

lo tanto no consideramos a X(lO) como aberrante.

Este ejemplo tambi&n nos sirve para ilustraf el hecho de
que no siempre se llega a las mismas conclusiones al uti-
lizar diferentes criterios. Esto se debe a que en la -~
gran variedad de estadfsticas propuestas hay unas gque son
m&s sensibles que otras. En este'caso la estadistica de
Pearson v Chandra Sekar es mis sensible para el caso de -
deteccifn de una sola observacibédn aberrante.

E.2. Un ejemplo tradicional pgra la ilustracibn de la -
presencia de aberrantes es el de las mediciones de los -
semi-difmetros verticales de Venus tomadas por Lieutenant
Herndon en 1846, Estas observaciones aparecen en orden -
ascendente de magnitud y en desviacibn con respécto a la

media y son:



X(a)

X(s)

Suponiendo normalidad de las observaciones, consideramos

‘que las candidatas a aberrantes son_x(l) Yy *(15)'

Utilizando la estadfstica deée Pearson y Chandra Sekar verg

20-

—;.40
-d.44
-0.30
—0.24_f

-0.22 -

X

X (6

X(8)

X(9)

(n.

X0y T

X11y

“

X(12)

X(13)

X(14)

X(15)

mos si tanto x(l) como x(ls) son aberrantes:

La media de estos dates es:

X = 0.018

La desviacifn estindar estimada es:

S = 0.5511

Calculamoé:

0.018 - (-1.

40)

© 0.5511

2.573

[}

)
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Nuevémente de la Tabla I a un nivel de significancia del
5% y comparando con el valor crftico 2.41, resulta que -

-1.40 es«aberrante.
Vamog a probar ahota si 1.01 es aberrante.

Si decidimos omitir x(l) pddemcs considerar las 14 obser-

vaciones restantes y'volviendo'a numerar los datos tene--

mos que:

s
.

La media es:
X =0.119

La desviacién est;ndar estimada‘és:
S = 0.401

Por lo tanto,

. 0.01 - 0.119
14 ~0.401

= 2.2219

Este valor comparado al de tablas que es 2.37 a un nivel
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de significancia del 5% y un tamafio de ﬁueSQ:a'n=14 es me

nor, por lo que conclufmos que. 1.01 no es aberrante.

- Utilizando abhora el criterio de Dixon tenemos que:

' 1.01 - 0.48
22 © 1,01 + 0.24

= 0.424

A un nivel del 5% encéntramos en la Tabla III que para -
n = 14 el valor critico es 0.546 y puesto que el valor -~
calculado‘0.424 es menor, decidimos que 1.01 no es Sbe---

rrante.

Nuevamente con los datos del ejercicio E.2. y calculando
la estadistica de Grubbs tenemos que la media de las ob-- |

servaciones omitiendo 16 dltima es:

X5 = -0.0529

Yy por lo tanto,

2

[/:]

n _ 3.2012 : ot
1.2928

K

= 0.7475.



' De la Tabla II al nivel de significanéia del 5% obtenemos
el valor critico .5559, por lo tanto lé observagién con
valor m4s grande x(ls) es aberrante. 7
Por @ltimo utilizando estos mismos datos ilustramos el -
uso de la estadistica propuesta por Ferguson.

i ; .

Calculando:

[
(5]

(X, - X)° = -1.6472

.
U
TN

s _ L) 32
Z: x; - % = 8.7605

Por lo tanto el coeficiente de asimetrifa es
b1 = 70.7282
‘Valor gque comparado con el de la Tabla IV nos reporta a -

un nivel de .05 que no detectamos aberrantes en una sola

direccidn.



"CAPITULO 1§

!
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#

L ‘24' ~ . vt

e

-

Calculando el coeficiente de(kur;osi% sebtiene,
is
Loy-0t-
(xi - X) ='5,279
ise ' o

I 1 '
(2 x, -0

1Y)

2 <
= 18.0594

Por lo que el valor de esta estadfstica es
' \

M

b, = 4.3847

valor que comparado con el de la Tabla IV a un nivel de -

e

.05 y un tamafo de muestra de 15, resulta ser mayorArazbn

por la cual conclufmos que =-1.40 y 1.01 son aberrantes.
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2. DETECCION DE OBSERVACIONES ABERRANTES PARA EL CASO
EXPONENCIAL . '

”~

2.1.lLa Distribucibdn Exponencial con dos Par&metroé
A una.variable aleatoria X con funcifn.de densidad de.probabi-

lidad (f.d.p.) de la siguiente forma: .

. - . ‘ (2.1.1.)
1
=== (x-m)
fx(x)'= 'c'l e © xym, cp o

Se le llama exponencial con dos parémetros, también se le cong
ce como exponencial negativa. Esta distribucifn es un caso =~
particular de la distribucifn Gamma y cuando m=0 se obtiene la

distribucibn exponencial con un parémetro.

La gr&fica de esta funcibn est8 representada en la siguiente -~
figura;
g (%)

3

Lkrrereres
]

-Mm>0

Blocccrcocomenene
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r ) - :
2.2. Historia y Prggiedades1

B ' » - !

Durante afios se han venido'desarrollando técnicas para encon--
_trar estimadores de los par&metros_de la distribucibén exponen-

cial, los cuales se basan en estadisticas de orden.

- Entre los resultados mis importantes est§ el de Epstein y ~--
Sobel (1954) que después de haber 6b;enido el estimador m&xiﬁo
verosimil de c kpar&métro de escala) en la ﬁistribucién expo—-'
nencial con un parfmetro publicado en 1953, ampliaron sus re--
sultados para la distribucibn expsnencial con dos parfmetros -
obteniendo asi los estimadores miximo verosimiles para ¢ ym,

(m par&metro de localizacibn).

En ese mismo afio Sarhan (1954) encontrd los mejores estimado--

resAlingales e insesgados (M.E.L.I.), de 1los dos parémetros.

Entre las apbrtaciones al modelo exponencial estandarizado —-
(con par&metros m=0 y c=1) estZ la funcibn de densidad de pro-
babilidad (f.d.p.) del semi~rango y los cumulantes encontrada

por Rider en 1959,

1 Las referencias de esta seccibn son del libro de Johnson
y Kotz (1970)
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Al afio siguiente Epstein (1960) .extendid sus resultados para -

la d13tr1buc16n exponencial con unc y dos parfmetros en e1 ca-

80 de tener muestras censuradas a la derecha y/o a la izquier-

da.

- La aportaci8n que hicieron al modelo exponencial Epstein y So~

. bel fue una gran contribucifn bara aplicaciones de tipo indus-
7/ B
trial dentro de la Teorfa de Confiabilidad que mencionaremos -

mS&s adelante.

Continuando con los estudios hechos sobre este modelo Harter -

(1961) propuso el mejor estimador lineal de c para la diétribg

c¢ibn.exponencial con un par&metro, basado én estadfsticas de -
orden. Sarhan (1963) genera11z6 estos resultados encontrando
los MELI'para my ¢ en la distribucién exponencial con dos Pa;
rimetros basados también en estadfsticas de orden y utilizando

métodos numéricos al 1Qu51 que Harter.

Siddiqui (1963) present8 un método analftico para encontrar =

los MELI'S basado en la f8rmula de Euler-Maclaurin.

La distribucién exponencial tiene una gran variedad de aplica-

cibn en el campo estadistico.

En muchas ocasiones este modelo es muy 4til para aproximar va-
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tiables'relaciohadasvéon la duracién o'tiémpos de Qida’de un -
- _sistema. Una de las aplicaciones m&s importantes de esta va--
riable aleatoria se encuentra en lo que dgnominamos.TeorIa de

-

Confiabilidad de Sistemas, donde:

X Representa el tiempo de duracién de vida de un sistema.

m Parémetro de escala, representa la vida~m1nima'de1 siste~-
ma, y . ) ‘ . ’ i .o N

x(l)’ x(z),...., x(n) .
Estadfstica de orden, representa, en una prueb& de tiem=--
pos de duracifn de un sistema determinado, ;os tiempos de

falla de sistemas independientes e idénticos.

Dentro de la teorfa desarrollada en este tema, se encuentra -~
una caracteristica importante gue radica en el hecho de que el
tiempo de vida futuro de un sistema dado, no se ve afectado -

por la longevidad con la que cuenta.

?or ejemplo: Supongamos que estamos midiendo el tiempo de vi-
da de una bombilla. La prcbabilidad de que esta
-bomb{lia dure tres horas desde nueva es la misma
a la de que dure también tres horas habiendo te-
nido un tiempo deﬂvida anterior de 10 horas 6 de

un dfa 6 de una semana.

Esto escrito formalmente se reduce ‘a lo siguiente:
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. ' , ’ 3, ,
Pt[xéxft/x>‘t1=‘Pr[ xsx]¥x 50
' Algunas propiedades de la distribucién (2.1.1.) son:

1. Momentos y funcifn generatriz de momentos:
. : i :
La funcifn generatriz de momentos de la variable aleato~-'
ria con £.d.p. (2.1.1.) es:

me(t) = E(e)

= (1 - ct)~1 Mt ; (2.2.1.)

2. La funcibn generatriz de cumulantes es:
tX
1oge mx(t) = loge E(e ™)

= mp = log, (1 - ct) (2.2.2.)

3. Los primeros dos cumulantes son:

k1 = E(X) = m +‘c

2

kK, = V(X) = ¢ . T (2.2.3.)

2

La mediana es m + ¢ logez y la moda es m.
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Sean X,, Xy, ;.;.,’xn variables aleaforiaslindependientée
e idénticamente distribufdas (v.a.i.i.d.), segfn (2.1.1.).

B -
t

Los estimadores m&ximo verosimiles param y ¢ loﬁ respec-

tivamente:

ml- x(l)A- min(xl; veaay xn)r

" (2.2.44)
n .
c = 2: (X, - m) = X - x(l)'
i=1 n :

'La f£.d.p. del estimador maximo verosfmil de m es:

- n
o= —={x-m)
£x) = —2—e € xIm

’ — (2.2.5.)

La media y varianza de la variable aleatoria con f.d.p. -
(2.1.1.) sonm + ¢c ¥y c? respectivamente.

2

~

La media de m es m + ~§— y la varianza es 95. ya que 1la
: n

densidad de x(l) es de la forma de (2.1.1.) sustituyendo

c
¢ por - .

La f.d.p. del estimador mdximo verosimil de ¢ es:
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. : (%) n-2 “&* ‘ B
£z (X) = e x ' e ' (2.2.6.)
, KX [ n-1) - '
" la cual es una densidad gamma con pardmetros & = n-1 y
’3= ;%— por lo tanto la media de 3 es c(l - -%-) y la
S 2,1 _ 1 R . '
- .,. varianza es c¢“( o 7;7) ‘

7. Una estadfstica suficiente y completa param y c es la -

pareja:

8. La transformaci6n de la variable aleatoria exponenci&l

u-izé'l (X - m)

es de especial interés.

v

_ Trabajando con esta transformacifn tenemos que:‘

!
\

n
2n = 2 '
DE-m =2l -m,
i=1
Y la densidad de 2=X-m como sabemos es una variable

aleatoria exponencial con parimetro ,%
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£z fte  zy0
-0 - oﬁro. caso

L’a‘aensidad de 2 = Z zi' es gamma con parémetros & = n

e

Finalmente, mediante el cambio de variable ;

W = %l , Obtenemos:
. '( ) . ) _g_
(W) 1 1l _n-1
fw "pmy gam v e

que es la densidad de una x2 con 2n g.l.

Por lo tanto

2n

I E-ma %2 (2.2.8.)

(2n)

La sigﬁiente transformacifn, también de utilidad, es:

2n '
V= ?(x(l) - m)

La densidad de 2 = x(l) - m es exponencial con parimetro

n, lo cual es equivalente a una densidad Gamma con paréme
c

-



tros & =1 y'P-%.".’ R

2n

: ' . R . . 7 . . ;
Mediante el cambio de variable W = z llegamos a-que:

~

w
W 2

. . o
la cual es una densidad x2 con 2 g.l.

. 2
Por lo tanto 2n “‘(1) - m)/y X (2) (2.2.9.)

De la siguiente relacién obtenemos tambi&n un resultado -

importante:

n(X - m) = n(x(l) -m) +n(X - x(i))

Utilizando los resultados (2.2.8.5 y (2.2.9.) y debido a.
2

que la suma de X“ es Xz cuando ;oﬁ independientes, tene--
mos que: ‘

2n,= . 2 -
ZE =Xy e X500 oy (2.2.1.9.)
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2.3, Deteccian de Observaciones. Abetrantes gata el caso

' Exgonencial o SRR

Hasia la fécha, la mayorifa de idn trabajos que Qe han preéehtg
do sobre observacionei aberrantes hah sido desarrollados en el
contexto de poblaciones Normales:.ain embargo, el estudio. de\-'
éstas tiene importancia pr&ctica en otras distribuciones, en -
particular para la exponencial negativa.
Todés los criterios tratados en esta seccién sg_tefié;én ala
variable aleatoria con funcifn de densidad de probabilidad --
(2.1.1.); Y son los siguientes: ‘

1. Laurent

J2.' Likes y Kabe

3. Shapiro y Wilk

4. Tiku

Criterio de Laurent

-

En el caso de que la distgibucién de las observaciones sea nor

mal, han sido trabajadas estadisticas de la forma: (x - u)/v

y (X(i) - u)/v donde xi es una observacién arbitraria, (i) la
i~&gima observacibn ordenada, u es una estimacibn del paréme--~

tro de localizaciOn y v es una estimacién del parfmetro de es-
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.\éala fndependience‘del patémetro'de }ocaliéaci&n.  Estas’estaé'
difsticas han’sido utilizadas para~probar norma1idad.de las ob-
servaciones o para probai‘si hay observaciongs aberfantes.‘,
‘Coﬁq an&es habfamos menciohadol, Thompson da la di§£ribuc16n -
de 1a'é;£adlstica (xi -X)/s y Pearsan y Chandra Sekar dan una
aproximacifn a. la diétribuci&n de la eséad!sfica Xy - f)/S
para el caso normal. . o | f

-~

Laurent (19§2) presenta estadfsticas de forma anfloga a las an

teriores para el caso exponencial:

- X Xi1) =Xy

n(x - x(l)) n{X -

xu,))

donde x(l) es el estimador miximo verosimil de m

X -x,

(1) es el estimador miximo verosimil de c

La distribucifn de esta estadistica la encuentra a partir de -
la distribucién condicional de Xig)° dada la estadistica sufi-
cienti Y complgtg. Utiliza los Teoremas de R&o-Blackwell Yy -
Lehmann;Scheffé‘para‘al! obtener un estimador insesgado y de -

varianza minima phra‘lal funciones de distribucibn:

1 Capitulo 1
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el xR/ Xy X" X))
Definiendo
X 2 X

Uiy

que es independiente de X('l) , X - X(l) encuentra
. k k rén-i+1 r_i n-1
P [U(i) - x] =1 - Z (-1) . ( )(1'—‘) (l-rx)

r=n-i+1l
para x 20 kﬂ-]L
- x

a partir de:

P[x(i)‘ x /X(l)"g'-x’(u] =

o
r+n-i+l y n-2

-1- 2 -1 ")()(1-)(1~——‘i’-—-)
r=n-i+1l n{X=X(q)

" para x% x(l) .

k £ n(x-x(l))

D
i

para el caso particular -i=n tenemos que:
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n-2 -

x : .
r+l TR A
n-1 ' 1
) ( r‘b);(l-rx)- i k&g

C v;pv [—‘.’.‘(x;) £'x ] =1- Z (-1
\\ ' N ‘ ‘ N .

Por lo tanto para detectar si la observacién m&s grande es abe

-

‘Yrante propone:
o o . X ny X
(“)k n(X = x

N .

(1) ‘ ‘ (2.3.1.)

y para detectar si la observacifn m&s pequeifia es aberrante pro
pone: o . L ’ '

X

1 Xy

_ (2.3.2.)
Wy Xm*a) S

Los Galores crtticos tanto para]ia distribucisdn de U como =~

(n)
de 1 vienen en la Tabla VIII del Apéndice.
" (n) ' |

Efemplo A

Los siguientes valores1 gse refieren a la duracié4n en Ho-—'
ras, de la vida de 10 hulbos, los cuales pertenecen a uni
poblacifn exponencial y estin ordenados en orden ascenden

-

te de magnitud.

1 Fuente: Tabla de NOmeros Aleatorios
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78.01 -

: '*'x(lj‘v-‘ 34 e a ~.366>  -
 x(2) - “21.95v_’ H o "1‘~¥(7)‘ - 79.49‘
o Xy -‘ 51.75 ‘:'KJ  | Xg = 90.51
£ < , ",x(4,‘ - ss.94 . x(g)’ = 232.31
: ' x(si = 61.30 Xl 516.54

En esta muestra la dltima observacibn esti mis alejéda e

del resto.

Calculando el valor de 1areStadiética para probar si = -
‘x(lo) es aberrante tenemos que:
' 10 )
= L %4
c1=1 10
= 125.12

Por lo tanto,

_ _576.54 - 3.4 _
Y(io) = 10(i25.12 = 3.4y ~ 0-470867

A un nivel de significancia de .05 y un tamafo de muestra
n=10 se obtiene de-la relacién ( 3.3.6) el valor critico

0.47749 ya que la Tabla VIII no contiene este valor. Por

lo tanto concluimos gque x(lo) no es aberrante.




o

Criterio de Likes y Kabe . -

Otros autores que también £rétan el ptoblema de. la deteccibn -
como pruebas de significancia, son LikeS’(1966)1vy Rabe =~ =~
1970y | ‘

Las estadisticas que plantean. para detectar si la observacién
mds grande o m&s pequefia es aberrante, son del tipo de las que

propuso Dixon.

S

X - X | R o o
p,o= 20 ) o . (2.3.3.) . S
1 Xm ~ X i Ut
: X, - X ’
y Tp=m) én*l) (2.3.4.)
: m - Ty

Este par de estadfsticas son vulnerables al efecto que ejercen

sobre ellas los valores x(n-l) Yy x(z), ya que puede -ser que ég'
tas también tengan valores extremos y por lo tanto las diferen

ciés x(n) - x(n-l)ry X(z) f x(ll no Pean realmente significati

vas.

.

Para muestras aleatorias dq'la'dist}ibucibn exponencial estas

estadisticas tienen las siguientes di#tribuciones respectiva~--

mente:

1 De Barnett y Lewis (1977)
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BRI (n-2) pliinz2ix . n=2) 0 x&1

Fo(x) = 1-(n-1)(-2) BER , n-2) . 0% x @1

Los niveles de significanci&ytabulados péra la distribucién dey‘

(2.3.3.) se encuentran en Tabla VI y“para la distribucibn - -
(2.3.4.) en la Tabla VII del Apé&ndice.

Ejemplo

Utilizando los datos del Ejemplo A procedemos a caléplar
la estadfstica de Likes y Kabe.

1}

R

r = 576.54 - 232.31
n " T576.54 - 3.4

= 0.6006

De la Tabla VII obtenemos para n=10 y nivel de significan

cia .05 el valor crftico .675 que comparado con 0.6006 es
mayor, por lo tanto x(lo) = 576.54 no' es aberrante.

¥

Critefio de Shapiro y Wilk

Shapiro y Wilk (1972) desarrollan la estadigtica W para probar

varias hipb6tesis simples y compuestas de exponencialidad de



. ;"4" ST ' PEES

.

. .

las observaciones utilizando proceaimientps similares a los =~
utilizados en trabajos anteriores, donde .obtienen la estadfsti -
caw paré probar ncmalidad de~la§ qbse:vaéiones. .

1
N

- Derivan la estadistica W del mejor estimador insesgado de ¢ -

-

(par&metro de escala) utiliz&ndo mInimob cuadrados generaliza-

dos, mediante la siguiente gécnica:

Sea y' = (yl, cscesay yn) un vectof de estad!sticas‘de orden

de la muestra, entonces
yy=m+c E(x(i)) i=1,2, ...., n

y utilizando minimos cuadrados genralizados se obtiene

L=l | o=
c=l'V (1H -nl")v y
-1 ~1 -1 2
1’ v T h VvV h=- (1 Vv h)
donde:

' = (1,1, ...., 1)
v es la matriz de varianzas y covariinzas

v (vij ’nxn

hy = E(xy) 1=1,2,...,n

h - (E(x(l)), E(x(z)) s seess E(x(n)) )



Trabajando conmé_sé lieqé_a‘la'ekptesién:.'va '

. n(?-yl)
e TTo

Finalmente la estadistica W que'proponen depende de c ¥y eé‘elf
cociente entre el cuadrado de la combinacién lineal de la esta
distica de orden muestral ¥ - y(l) y la suma de cuadrados de

la desviacibn con respecto é la media:

NG - yp?
w:____z_
{n-1) S
cly - yy) - o
= —— - (2.3.5.)
S .
n !
donde s = Z lyy - )_(-)2
i=1

Si bien, la hipbtesis nula esti bien especificada existen dife
rentes alternativ;s inherentes, es decir, cuando ias cénclusig
nes a las que nos lleva la estadistica W son de rechaéar la hi
pbtesis nuia puede ser por diferentes razoﬁes, una de ellas es
la presencia de éberrantes. Chen (1971), en su estpdio reali-
zado sdbre la potencia de lé estadistica W para el caso nor---

mal, encontr$ que =sta es sensible a detectar no normalidad en
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v
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muestras normales contaminadas y que por esta razdn es sensi--

ble a la presencia de aberrantes. En consecuencia Barnett y - -
Lewis proponen- la estadfstica W como pruéba-para detectar abe-'ff
rrantes para el caso exponencial, sefialando que:

Valores significativamente .-altos de W indican la presencia de
una o varias observaciones aberrantes grandes y/o una aberran-
te con valor chico.

Valores significativamente bajés de W indican la presencia de

una o varias aberrantes chicas.

Esta estadistica es de 2 colas; es decir, podemos detectar ob-
servaciones aberrantes tanto de un lado como de otro, sin ‘em--
'bargo, no hay'manera de saber cual o cuales fueron las observa
ciones detectadas, s8lamente nos dice cuando la muestra fue -
contaminada con obser&aciones no pertenecientes a dicha pobla-

cibn, las cuales se consideran como aberrantes.
-Algunas de las propiedades de esta estadistica son:

1. Es invarianteré cambios en la escala y localizacién
2. El valor m&ximo que toma es 1
3. El valor minimo que toma es (n-1) =2

4. La distribucibn de W bajo H, es independiente del minimo
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X (1) ¥ la media X 'y s6lo depende del tamafio de muestra n. -

Los valores criticos de W vienen dados en la Tabla IX del Apén -

dice.

 Ejemplo

Utilizando los datos del Ejemplo A tenemos que:

10(125.12 - 3.4)2

W = 3T760468.78)

= 0.0632

De la Tabla IX observamos que bara un nivel de 5% reparti '
do entre las 2 coias, .2879 es mayor que .0632 por lo -
que no rechazamos la hipétesisvde exponencialiéad de las"
observaciones, razén por la cual podemos pensar que *(20)

no es aberrante.

Criterio de Tiku

\ . . - =
Tiku (1975) trata el problema de la deteccifn de observaciones-

aberrantes planteando la siguiente hip8tesis:’

Ho: Todas las observaciones de una muestfa aleatoria de

tamafio n provienen de la misma poblacibn exponencialﬁ
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" es decir, la muestra no contiene aberrantes. . = o

v . . . - ST

 ,‘8 ] ExiltenJobletvaciénes aberrante.; es deéir,'observa-
ciones muy grandes o muy~pequeﬁas comparadas con el

rasto.

La estadistica que propone es el‘cociente entre el estimador -~
m&ximo verosimil o méximo verosimil modificado de ¢, calculado
“de la muest:a,cansuradql, y el miximo verosfmil de ¢ célcula-

do a partir de toda la muestra.
' T .‘ \

Formalpente.

Cm es el estimador miximo verostmil modificado de c y

¢ es el estimador m&ximeo verosfimil de C

1 Muestra censurada es aquella que se obtiene de omitir las
observaciones con valores extremos.



‘  -46-

Para el caso de la deteccidn de la obserﬁagi&n aberrante con 4;

el valor mis pequeiio, la estadistica sg'reduce ala siguienﬁe.,

exprésién: o » o
n . -
(n=1) 7~ (X 4y = X(3)
- i=2 : | s
T = = - . (2360
(n=2) I (x; = x4,) R
i=1

y para el caso de detectar la de valor m&s grande:

T =

n-1 .
n=1) (L Xy + Xy = n X))
=L (2.3.7.)

(n=2) J~ (&) = X4y)
' i=1

La distribuci6n de 222 T es una distribucién Beta con paré-

metros p = n-2 y g = 1.

51 el valor del pardmetro m es conocido, solo basta reemplazar
lo por x(l) y la distribucibn seguird siendo Beta pero con pa-

rimetros p = n~1 y q = 1.

Para valores pequefios de T rechazamos la hipStesis nula, es de
cir, si T es menor que el valor de la Tabla entonces rechaza--

mos Ho.




-

.

or

Los va-lore_s criticos para algunos tamarios de'mut_stta'y nivel - R -
de significancia .01y .05 vienén_dados‘en la Tabla ¥ del Aﬁég'

‘dicé, -sin embargo, estos son ficilmente obtenibles ya que si -

n=2

a1 T tiene una distribucifin Beta con parSmetros p = n-2 y =

q =1, su densidad es

. [ (n-2+41) n-2-1 o
£(t; P, q) = FWT t (1-t)

’ - N

= (n-2) "3

y su distribucibn es:

x . - v R . S _ N .
F(t: p, qQ) =] (n-2) tn-3 dat o ‘ L

- xn-2 N

Por lo tanto, si queremos los cuantiles que nos dejen hacia la

izquierda una &rea de tamafio &, es decir, '
P[T £x) = d

los obtendremos evaluando la siquiente expresién para determi-

nados niveles de significancia y tamafios de muestra:

]

1n

x = e"—2



L, DS U

.'-48-' .

’“.“3\ :

Ejemplo

- Finalmente COh los datos que hemos utilizado para ilus-—-
trar el uso de las estadisticas, calculamoé'él valor de -
la estadistica para detectar si x(lO) es aberrante' y teng.

mos que: : :

© 9 ‘ . .
(Z X (1) * X(g) - 10 X(1)) = 1449.52
i=1

\

) o 10
o Ly - %)) = 1217221
i=1 . R

Por lo que,

T = 1.19085

valor que, comparado con el valor critico 0.68765 a un ni

N

vel de .05 resuléa ser mayor, por lo tanto, x(lo) =

576.54 no es aberrante.



-49-

P

! El siquiénte cuadro es un resumen de las estadisticas utiliza-
das en la deteccién de aberrantes para el caso exprmencul con
2 pardmetros, clasificados por au’cor.

Vo
‘-

AJTOR | REFERENCIA DESCRIPCION DE LA PRJEBA . ESTADISTICA
LAURENT 2.3.6. Prueba para detectar si - . X - X(1)
X(l) es aberrante =X
{n) (1)
'2.3.7. | Prieba para detectar 31 -| X, - X,
x(-n) es aberrante ———————
LIKES Y . 2.3.3. Prueba para detectar si - X ~ X
KABE . | %) es aberrante TS N
: (n) (1)
2-3.4. Prueba para detectar si - x(n) - x(n—l)
X(n) es aberrante X —-X.
: o (n) (1)
SWPIRO Y| 2.3.5. | Prueba para detectar sl ~-| & _ . 2
WILK * X y/o X es aberrantej - (1)
~ (1) . (n)
(n‘l)Z (xi-i)z
i=1
TIKU ' 2.3.1. Prueba para detectar si -
X es aberrante 1 '
(1) ATl %y = X))

= ‘
1
x Loy - X))

i=1

2.3.2. | Prueba para detectar si - n-1
x(n) es aberrante "TZ(X - x(l))

i=1

1
n 2-"‘1 - X))
1=1

* Las estadfsticas que proponen s8lo detectan si existen aberrantes en
la muestra, m&s no las identifican.






" UN_ENFOQUE GENERAL PARA LA DETECCION

DE OBSERVACIONES ABERRANTES

‘En este capftulo tratamos un enfoque general para la construc-
ciGp'de pruebas de deteccifn de observaciones aberrantes. uti

lizando este enfoque se han reconstruido, para diferentes dis-

tribuciones, criterios que han probado ser los'mAs potentes.

Este enfoque se basa en los estimadores de la funcifn de dis--
tribucibn, por lo que en la primera seccifn se discute un méto
do paré estimar insesgadamente la funcibfn de distribucibn uti-
lizando los‘Teoégmas de Rao—éléckwell & Lehmann~-Scheffé. Es--
tos estimadores se han utilizado principalmente en Teoria de -
Confiaﬁilidad paia'distribuciones ae tiempos dé falla'de un -
.sistema y en estimacibn de la distribucibn de ﬁna:observacibn
futura en Regresiénl. l

En la segunda seccifn tratamos los pasos A sequir para la cong
truccibn de este enfoque y finalmente en la tercera obtenemos
el estimador insesgado y. de varianza ﬁinima paraNel caso de =
una variable aleatoria exponencial con 2 parimetros y se cons-

truye el criterio para este caso.

1 O'Reilly (1975)

AT RS R SR
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“‘*3-1; Estimadores Inse;gados de Varianza Minima de Funciones A

de distribucién

‘La estimacifn de 1la funciGnkde distribuciGh ia determinamos, - -

buscando dentro de la clase de estimadores insesgados aquél -~ .

que tenga varianza minima utilizando los siguientes dos Teore-

Teorema de Rao-Blackwell

Sean xl’ Xgreeses X, una muestra aleatoria de la densi-
dad f(x; .e) y sea Sl = sl(xl,...., X )reoews 5 = sk(xl,
-+++s X ) un conjunto de estadfsticas conjuntamente sufi
cientes. Sea la estadistica T = t(xl,....,"' 'Xn) un esti-

mador insesgado de 4f/(e). Definiendo'T' pof:

T' = E[T/81,....0 5] entonces
1.-.T' es una estadfstica y es funcitn dg las estadis-
-ticas suficientes Sqpreeeer S -

. N

T' = t'(sl,-oo., sk)

2. E, [_Ta = 4{e). T' es un estima§or insesgado de

(o).
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-v 3. :m,ms var (T) ¥,

- Teorema de Lehmann-Scheffé

Sea xl,...., X, una muestra aleatoria'dé una densidad -
f(x; o). S1 S = 8(Xy,0..., X,) €8 una estadistica sufi-
ciente y completa y si ™ = t;(s). una funcién de S, es
| ur’\'est’ima'dor 1nses§ado~ de 7T(s), entonces T* es'él ﬁn'\ico

. estimador insesgado de varianza mfnima (EIVM) de 7).

Por lo tanto si existe una estadfstica suficiente y com-
. pleta,.entonces existe el EIVM de F(x; e), el cual obte-
nemos del cflculo de la esperanza condicional del estima

dor insesgado dada la estadistica suficiente y completa.
Un estimador insesgado de F(x;. e) es la funcién indicadora:

1 Si X 4 x

Ixe s ~ ' . I
0 'En otro caso

N

.:ya que - v

E[I[x; x]] - P(x & x]

= P(x: o)
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Por lo que para obténgr el EIVM de F(x; e) utilizando él Teorg,'

‘ma de Rao-Blackwell y siendo T la estadistica suficiente y com

£ N

’

_Pleta, tenemos: ’ .
| E[I[); - ) /'r) ‘- P(Xx = x/T)
"?k(X: e) W% x

Por lo tanto E[I /T] es el estimador insesgado y depva-

(xe x)
rianza minima de F(x; e) que denotaremos por fk(x; o).

Como ejemplo obtendremos la funcién estimadora de la funcién -

de distribuci6n del siguiente modelo:

Sean xll Xogreooor X, v.a.l.i.d. segln una poblaciéh Nor-
mal con media//t y varianza 6'2 conocida. La estadisti -

ca suficiente y completa para//A es

T=in

i=1

n
F(X5 pe) = P(X; £ x/T =_l:. X4)
i=]
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.

fxl/',r(xl,‘ t)
1 - —_—dx,
fple)

donde: : ' ' : ‘ ‘ o y

f ( . ) { n_l(n(xl--,ub) +(t—n/l-) --2(x1 /u)(t-n/)}
(x;,t)= 7o

. T 01,2
) === = (t-n )
£ty = <11 {20’5 n ST }
= g
2T /oo

'y efectuando el cociente tenemos que:

Por lo tanto‘?%xl;’/ﬁc ) es una distribucién Normal con me

dia X y varianza E%l 0*2.

Este m&todo para estimar la funcién de distribucién no es el -
Gnico. Eéisten otros que tamﬁién pueden ser aprovechados como
son los propuestos por: Saéhe. ¥.S. y vVarde, S.D. (1969); Tate
(1959), Abbey, S.L. y David, H.T. (1970) y para el caso multi-
variado: Ghurye y Olkin (1969).
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3.2, !nfokm!e Promelto‘

Un canino razonable a legnit pan dctictar si ui:tin cbum :

ciones aberrantes .l sl de ob-crvar el cmporta-icato de cuh S

xi en rol.acidn a su tuncion de di-tribucisn. ,

»

Sean xl' xz,...., x variaﬁie: .l.o"at.orm ixuhp.ndicutu -

@ idénticamente distribufdas (v.a.1.1.4. ) segtn r(x: o)

L ¢o ~
: . v
.

Deseamos verificar estadfsticamente las hipStesis:

’n

ﬂo: Todas las observaciones provienen del esquema hipo

tetizado.

Al

‘H‘:‘ Alguna X, pertenece a otra poblacifa.

<

El procedimiento que a continuacifn detallaremos se resume en

los siguientes tres pasos:

Dado el o-qﬁm de inferencia se obtiene 1la estadistica
suficiente minimal, si es completa es mejor ya que n -
puede obtener el Gnico EIVM, y se identifica la estima—-

-dora de la funcidén de distribucifn ?(x; e).



’l‘ 1-portam:. notu qm n '1' xz...... x .oa 1d‘nt1ca-
_nnt- distribu!da-. ss. obundzin | PAra. cuh 11 las funcio
_ nes estimadoras r(x,_: o). -

2. ° Se calcula el inutvalo de longitud ninisa 11_ = dc
probabilidad condicional 1- de r(x; e, o.C

1

3. Se compara cada X; con el intervalo .YI- - ¥ por consa-
, , v - :

.

 cuencia decimos que X, es aberrante sf y s6lo si l‘ffl <

Jultiﬁcacid.n y comentarios al procedimiento

Como un primer paso estf el determinar la funcifén estimadora -
de F(x; o) ptocedin'icnto que ya analizamos en 1a ptllerj lﬁé“
.cibn.

Una vez identificada la funcifn estimadora de F(x; e), cénu---
trufmos un intervalo de longitud minima de probabilidad 1-—5“'-
Yy contra el cual compararemos todas las observaciones. En ca-
80 de que las variables no sean idénticamente distribufdas, se
construyen los intervalos fl-%— » X; para cada i’(xi;q) . la -
razén por la'que la probabilidad del intervalo es 1- -5"5- la ex

plicamos a continuacién.

Como F(X; @) es una distribucibén condicionada a T Yy es a par--



\ \
'r. 3 A 0 - G ‘
ER - ‘ e
tir de ella que se construye ei intervalo fl_

; ‘n
T ques °

~ Ahora definimos

~

n
A= n (X; € I,_
i=1

:h

es

decir, que todas las observaciones caen en Il-‘ac s, Por lo
i X

n .

tanto Ce e e

- . |
c _ : ot
A" = U (xif I,_
i=1

:P

H

equivale a decir que alguna X; no estd en dicho intervalo por

i

lo que consideramos a A% como una regién critica para probar -’

v

las hipStesis establecidas anteriormente .con una probabilidad

de error tipo I de a lo mis «< ya que

p(a%) = P(O(xi% T _ <))

i=1 n
n

< ;Z: P(xi‘%'ia--ifi)
i=1 n

= oC

< o 8S€ giene -
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A manéra de validaci6n del procedimiento se obtiene: '

; p(Ac)az;l_' ;p(xif'f,_-}_‘) - 53 P(Xif'f,-i)l\ (Xj *‘f', )

con lo cual obtenemos la cota inferior y podemos ver que
tan buena es'la aproximacién.

.-

Py

“ Siguiendo el ejemplo tratado en la seccién anterior, ob—

tenemos 1ntervalos de la forma: ‘ . /

P(A )""(U (X; fI,_A))

i=t

n —
= () ¢ L";;LLm"
Lo i=t .

44

‘ n
ey o F e
i1 €

-p( max (% X1 oy
i )

i

En este caso las tablas para obtener el valor c son cono
cidas.
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i

“3.3.. Aplicacifn al caso exvonencial

: 'Lalcohstruccién de este enfoque para el caso exponencial ests
* basada en la estimacién insesgada de funciones de distribucién
"como antes'ya habfamos mencionado, la cual encontraremos a con
~tinuacién. ' . '

. Sean X "Xn v.a.i.i.d. seglin una poblacién expoﬁenéial -

177200 ,
con parimetros m y ¢, cuya f.d.p. es:

_1(x-m) A X 2m
c : :

fx(Xfm,C)=

0 S otro caso

Dada la estadistica suficiente y completa T=(X(1), Y-X(1)) te-
nemos que: .

>

F(Xn,m,c) = P( X, ¢ x/ T)

= P( Xné.x/ x(1), i-x(1))

_ ‘[' £ Xy X - Xey)
f(x(1),x‘- x(1))

\

Calculando 1la funcidn de densidad conjunta f( X(1), y) donde
Y= X - X(1) obtenemos:
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(XoN) = “Xw\ '('(Y) T
‘ {f . {8) e‘gu“"""“*ﬂy 1. (3.3.1.)
E T R

“ basindonos en ia independencia de:X .  y X - X y en los
. ‘resultados (2.1.6.).y (2.1.7.) que son las densidades de -
myc. ‘ : ' '

La funcién de densidad conjunta de X(1) , X - X(J) la obte

‘"nemos mediante el siguiente procedimiento:
I t B . T

Sea X = ( X 2....,X ) una muestra de tamafio n de una -~-
variable aleator1a exponencial negatlva y sea X = ( X1, 2,'
S ¢ n- 1) una muestra de X de tamafio n-1.

3 T '
'Calculamos la densxdad f( X, X *'-X(1g donde xn .

=

"
X (1) y X 'xm

(1’

son independxentesh

=L (Xn-m) o ' - A e
{‘(X“;KJ)‘)?:KH.)):% el"':n.l) . (“c*) Yn ‘56 %(lu) m4+y4®)

. n .

Para obtener la densidad f(Xn,X(l),Y -x(1))_r?alizgmos el

siguiente cambio de variable:

n-1
1
Y* . 2= X - X i
n-1 im
n 1
- Y + ( x(‘) xn )
n-1 n-1

\donde Y = x “ X(1).



-

Hay dos casos que considerar de acuerdo a si X(1) es mayor .
o igual que X 4y ' '

. . ' ) ‘ . ’
lt?ara el caso XU) 7)((1) se tiene que x(,) X, ¥ por lo tan
o

!

. - 1
: ‘f( Xn/ X(1), Y ) = -
Para el caso’ X(]) = x(l) se tlene que X(1)= X(1) Sy -

~calculando el Jacobiano para este cambio de var1ab1e tene-
mos:

n 1 - .
. n-1 ‘ -1 ) n-1
lal =] o 1
0. 0
n
n-1

Por la tanto
' -;l_- (Xn‘m) .

‘f'(Xn,Xm,‘{):—J‘;Qm—_l)—— ( ) [n ‘\/ﬁ—‘—- Xu\-Yn)]

6-5’—.[“(0‘“\)* Bl =y 4 “(Q -‘la)l . l\-- | (3.3.2.)

[ ]
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»

e

Efectuando el cociente de densidades’ para obten:zr 1la func16n
de densidad condicional f( X, /. X“), Y) se llega a:

‘3\’ st Ynz Yy

| ' i na . ‘ .
Haeltod): { 0 (FR)[IFBT 5 6 st Yoy (333) -

‘0 . | oho waso -
De aqui qtie,
. Ko th |
Pxax 1] = S L0x ¥, 5-¥m) dx
z .
* Yy +ny
-2
~ -1 - X=X
= ( “)[‘ “ﬂ-lm\l
%
-Ii-Llll.&;lﬂ. "
) n N (¥ -¥n) .l
y finalmente ) ’
o s ek -

Fon=Plyexir)=( 1- (&l 1- nﬂxx‘t‘m)l o otxa X (33.4))

: 1

A ( si .y KoY

§



L

Grificas de la densidad condicional (3.3.3.) para algunos -
valores de n, Yy X(I)‘ estin representadas por las siguien
tes figuras:. . .- '

n =5
Y = 5§ ‘.
Xy = 2
%1
14 ©

n =10 ﬁ

Y =5

X.m ' ' ‘ Xur4n{
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Esta funcién de den51dad es decrec1ente en e1 1ntervalo
~"‘m' (1)”‘"]‘ NS |
Podemos encontrar los intervalos.de,lbngitud minima a par?
tir de (3.3.4.)
-2
X - X n o

ST ‘ e
P(Xe x/ T) = 1- 1-._) =1 -2

- . n
n( X X(1) ‘

3

y son de la forma:

X - : .
{ l o I 5 . T (3.3.5.)

(1))

por lo tanto,

n
P (AS) =P ¢ — c)
XX
= P ( max — »c)
i l n(X - x(1))
) Xy~ X
- =P ( — > ©)
n( X - Xeqy)d

Es imporfaﬁte notar que el criterio conduce a identificar
a X(n) como la pos1b1e observacién aberrante, lo cual in-
tuitivamente era de esperarse. Explicitamente podriamos
tratar de obtener la distribucién de:
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v e X - Xa)
(M) n( X - x.,y)

que es la estadfstica de Laurent. En nuestro procedimien-
to, -1lo que hacemos es observar si x [ I _ % __, Yy no nece-
. sitamos encontrar la distribucién de U(n)' stio que utiliza
mos una aproximacifn a ésta.

Para encontrar el valor de ¢ de 1la expre516n (3.3.5.) eva--

. luamos la siguiente probabilidad:

. ’ - B oA
p( Xfx/ X(1), X = kcl) )- 1 - '—n"
Por ;o tanto ' n-2
(ol 2o |
n =
SR n( X - X(1) n
de donde,
X - X, .
G - exp _l_ 1n S (3.3.6.)
n(‘x - X(1)) n'z n'1 .

Es importante notar que los valores criticos para la distri-
bucién de U(n) - g 1 g )} de la propuesta de Laurent da
dos en la tabla VIII del Apéndice se pueden obtener de la re
lacibn (3.3.6.).

Por lo tanto esta aproximacién reproduce la tabla de Laurent
Yy no es necesario ucar la distribucidén de la estadfstica U(n)
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M

T -
“Con este procedimiento solo podemos detec;ar~observaciones
aberrantes grandes. Si la observacidén aberrante proviene
~de una variable exponencial con pardmetros ¢ y m+ $c (§20)
el criterio no la detecta. Esto es uan limitante al pro
' éedimiento propuesto y por lo tanto restfinge la.aplicabi-
lidad del mismo.. Sin émbargp es posible modificarlo ana
lizando los intervalos de longitud minimé. Pensamos que
la informaci6n para poder decidir si X 1) €S aberrante, b3
sicamente estd contenida ‘en la distribucién condicional por
lo siguiente: ' ' )

Notemos que e

Xy T Xy

n‘( X ’,x(1) )

es una medida de la discrepancia entre X 2y Y X(1 . '

La funcién de distribucién condicional e aluada e% X(2)
P.( X1y < X & *CZ)'I T ) ~ nos da informacién a-

cerca de esta discrepancia. .Este punto no lo tratamos -

en esta tesis.

En el caso en que el parimetro m sea conocido se puede ver
facilmente que el procedimiento propuesto conduce a recha-
zar Ho si '

i- : ‘ S
y aqui no se presentan los problemas mencionados en el pi-

rrafo anterior. La estadfstica antes mencionada es la --
que mas se ha utilizado cuando el parfmetro m es conocido .
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4. " RESULTADOS

4.1, Comparacibn de Simulaciones

-~

Con el fin de hacer comparaciones entre los criterios expues--
tos en el Capftulo anterior, realizamos simulaciones de tal ma

nera qué los resultados pudieran ser examinados entre sf.

Para la simulacibn se geperaron muestras de la variable aleato

ria exponencial utilizando el siguiente Teotemalz

i

"Sea X es una variable aleatoria con funcibn de distribu

cibn F (x) y Y= h{x).

La funcibn de distribucibn de Y est& dada por

Gy ly) = f L a g

h (Ty)

donde Ty = { Y/Y £ y}- "
Corolario:

Sea X una'variable aleatoria con funcidn de distribucibn Fx(x).

Sea h(X) = FX(X) = y, .

1 Harris (1966)
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La funcién de distribucibn de Y est§ dada por

Gy = Fy(ByT( )=y 9y el

es decir, Y tiene una distribuciftn uniforme en el intefvalo - .

(0, 1).

Aplicpndo estos resultados para el caso exponencial tenemos:
G, () =P(¥&y) =F (FY'(¥)) 04y el
= P [ X ¢ Fy (y)]

= p [ X € -c In(1 - y) + m] .

e

De donde, >

.

rx'l(y) = -c In(l - y) + & 4 C(4.1.1.)

tiene una distribucibn exponencial negativa. De esta manera,
~conociendo el valor de los parimetros m y ¢ y generando valo--
res para una poblacibn uniforme en (0, 1), se pueden obtener -~

muestras pertenecientes a una poblacifn exponencial negativa.

Para la generacibn de aberrantes en la :1mulac16n. considera-~~

mos 2 tipos de contaminacifn, uno con cambiocs en el par8metro



de 'lbéaliuqién y otro con cambios en el ‘parSmetro de escala. “
Esquema 1

Xy0o X509 evees X 4 provienen de una poblacibn con par&m'g
tro de localizacién m y parimetro de escala c.
L proviene de una poblacién con pér&netro de localiza=--

cibn m + Sc y mismo par&metro de escala c, con §70.

Esquema 2

xl, Xgr eeens xn_i provienen de una poblacifn con parfme

tro de localizacién m y parimetro de escala vc.

xn provie'ne de una pdblacién con par8metro de escala -

.

Jc(J > 1) y mismo pardmetro de localizacién m.

Para encontrar el ndmero apropiado del total de simulaciones o
repéticiones del proceso queremos que bajo 1a hipé.tesis'nula -
el verdadero valor del nivel de significancia & sea aproxima-
damente igual al nivel de significancia estimado i , para es-
to controlamos el rango de variacién de A con respecto a o

dando una precisién deseada d y una probabilidad alta { a es

te evento, es decir,



‘Donde - - e o R

- :
A nivel de significancia estimado

o - nivel de éignificancia real
d

precisibn deseada

El nivel de significancia estimada lo.obtuvimos de la siguien-

te consideracibn:
Sea xi es una variable aleétotia tal éﬁe

0 &1 no se rechaza la hipbtesis en la i-&sima
realizacib6n de la prueba bajo interés

[

si se rechaza la hipSbtesis

Ya que X es una yariable aleatoria Bernoulli con parmetro -—

p =o , el estimador de « ests dado por :

R
A- Tk
i=1 R

donde R es el nfimero de repeticiones.

Por lo tanto,

~

N ’

1?1[ | A-4] ¢ d] - Pl[lz)-(;% -*Isd].
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y utilizando 1la abrokimacién a una distribucién normal (0, 1)

|ZE4 |, n ]
4) VR (1-4)

Pr[lzx1 -' R4|sad] - pr[

e[ 1 o]

‘Con una pteéisiﬁn d = ,005, una probabiliéad 4‘ = .95y -

J = .05 tenemos:

‘/R( 05)( 95)

De aquf que

R(.005) ‘1 96

JR(.05) (.95) - 4 '

Por lo tanto el tamafio total de repeticiones del proceso es -
R = 7299. Para la realizacién de las simulaciones'tomamos -

R = 8000.

Lés simulaciones realizadas, est8n enfocadas principalmente a

medir la potencia de las pruebas, pero como se dijo anterior--
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’menté,_también‘se midieronfoq:os.conceptos.

Sea

e

T la estadfstica de inter&s con te €l valor critico

‘de T a un nivel de significancia & .

Los

‘13 hipbtesis nula y

la hipbtesis alternativa, de la cual conéidetamos los

sigulentes tipos:

Ha: x(l) no pertenece a la poblacién bajo estudio

H_ : x(n) no pertenece a la poblacibn bajo estudip

Alguna xi no pertenece al esquema propuesto.

conceptos que se midieron en la simulaci®n son:

‘'

FUNCION POTENCIA

Probabilidad de rechazar Ho dado que es falsa
P, = Pr ['r >t / Ha] © (4.1.3.) -

NIVEL DE SIGNIFICANCIA

El nivel de significancia lo obtuvimos como control

con el objeto de revisar el comportamiento de la -
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N

'g'pruébﬁ cuando. las muestrgl no contenfan aberrantes.

K -

Prgbabilidad’de rechazar ﬂobdado que es cierta

P, = Pr ['r > t, /"o] o (4.1.4.)

3. k PROBABILIDAD DE RECHAZAR Ha Y DETECTAR LA OBSERVA=-~- .

CION CONTAMINANTE

. Este caso es diferente a la funcifn potencia pues se
puede rechazar Ho dado que es falsa y no detectar la
observacifn que provierne de otra poblaci®n.

La medicién de estos conceptos se obtuvo mediante la ayﬁdé de
' los siguientes 3 contadores :
: ' . E
1. El primero control8 el nfimero de veceés que la prueba bajo
interés detectS correctamente una aberrante dado que la -

muestra si contenia.

2. El segundo contador llevd8 cuenta del ntmero de veces que
la prueba utilizada detectd incorrectamente una aberrante

dado que la muestra sf contenta.

3. Finalmente, el dltimo que se uti1liz8 para contar el ndme-~

ro de veces que la prueba bajo interé&s no detecﬁé la abe-



Y

. rrante dado que la muestra sf contenia.

IR R
- R e i

“Lé'poﬁéncia de la prﬁeba iavmedimos a partir de‘la‘sﬁﬁavdel -
contenido de lps 2 primeros contadores entre el total de_repe-
_ticiongs, el nivel de,significanéia a partir de la suma de es-
"tos 2 contadores también pero éuando no géneramos abérrantes, 
ry el error tipo Iiva partir del tércer contador entre el ;otal

de repeticiones. <

Y
,
o4

A continuacifn anexamos las Tablaé } Gr&ficas de la potencia ~

~de la prueba para todos los criterios.
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. POTENCIA DE LA PRUEBA

i

x <

Esguema 1 ' » '}

Muestras generadas con parfmetros m=0 y c=1
Observacifn aberrante generada con parimetro de localizaci6p -

m=Jjc y parimetro de escala c=1

'

N=5 }
0 .04838 .05050 - . .04913 - .04988
1 03025 - .02962 03175  .04775
2 .06275 .06100 .05988 - - .04488
3 .11538 .11238 .11663 .06625
4 .17988 .17650 ' .18100 .10813
5 .25475 .24388 .25988 .15275
N=15 . ’
TIRU LIKES , '0' REILLY SHAP IRO
0 .04813 .04813 .04950 04300
1 03637 03900 .03537 .04988
2 .03775 .03813 .03975 ".03563
3 -07475 .06925 .07563 .04650
4 16113 . .15125 16763 09262
5 .30313 ,26950° .32075 © .18787



POTENCIA DE LA PRUEBA

ESQUEMA 1

MUESTRAS GENERADAS CON PARAMETROS m:0 Y ‘cll )
OBSERVACION ABERRANTE GENERADA CON PARAMETRO DE
LOCALIZACION m + bc Y PARAMETRO DE ESCALA cx i

m
.30 ¥

LI T 112

I T I 11

3

) O

H

-7TA-

v
H

M-
2
L]
H Py
40
‘05 ] N
H
r N:S Ne IS
o U i 1
§ © ! 2 3 4 S § 0 ! 2 3 - e S
——— TIKY 04838 .03025 08275 ., 41538 47088 .2547% 04813 43837 43773 27478 A3 .38313
e | IKES .05050 02962 ,06100 11238 .i76W0 ,243868 04813 03900 .03813 .06928 18128 69
O' REILLY ,049i3 ,03175 05988 .11663 .i8100 .25988 04950 .03337 03978 07363 . 16763 32078
—ws= SHAPIRG .04988 .04775 04488 .06628 .108i3 .1527% 04500 .04580 03563 .04650 .09262 18767
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- POTENCIA DE LA PRUEBA
Esguemé |
Muestras generadas con parémetros m=0 y c=1

observaci6n aberrante generada con parimetro de localizacidn
m= ¢ y parametro de escala c=1, .

~ N=5

TIKU LIKES SHAPIRO
-5 .97100 . - 96138 © .87775
-4 . 91900 .90263 : .77063
-3 .81000 - . .78088 .60388
-2 o .56553 , 53863 36763
-1 .21463 .21050 .12925
0 05225 .05150 04988
N=15 . _
TIKU LIKES SHAPIRO
-5 99325 .99288 .98638
-4 .97738 97738 .96413
-3 .93688 93663 .90350
-2 .83738 .83425 .74013
-1 .57375 55838 ;35763‘

0 .05388 05113 - .04900



POTENCIA DE LA PRUEBA

ESQUEMA |
MUESTRAS GENERADAS CON PARAMETROS meO Y g5
OBSERVACION ABERRANTE GENERADA CON PARAMETRO DE
LOCALIZACION m + Sc Y PARAMETRO DE ESCALA c s}

oo
.90

\ \ )
~
\.
.80
3
\Q
.70 N,
\0
\l

A
.50
.40

.30

.20 -
0
NsS L 25
o )
§ -S -4 -3 -2 -1 ° s -5 -4 -3 -2 - °
TiKy 97100 91900 81000 .SESE3 21463 08229 #9325 9TTI 93608 @373 | STIIS 05368

——— LIKES 98130 90283 .7s0e8 53083 21050 - 935130 89208 7738 H38e3 -0342% ,85838 . W3113
~-=-= SHAPIRO 87778 77063 60348 36763 12923 04308 90638 90413 90330 74013 _ .387¢3 04900 |
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POTENCIA DE LA PRUEBA

Esquema 2

i B
.

‘Muestras generadas con par&metros m=0 y c=1
Observacibn aberrante generada con parimetro de localizacién

m=0 y parfmetro de escala cé.

<

'\

N=5 v :

’5 TIKU LIKES .  O' REILLY SHAPIRO
1 .04838 .05050 .04913 .04988
2 .07138 ,.07013" 07163 06563
3 .11838 .11475 .11838 .09488
4 L17175 .16512 .17525 . .12950
5 .22250 .21387 .22525 .17275
6 L27112 . .25837 .27388 .20900
7 .31275 . .29962 .31488 .24825

'8 .34625 .33663 .34988 .28250

.38100  ©  .37088 .38200 31438

10 .41488 . 40313 .41800 .34388

11 .44850 .43363 .45150 .37063
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POTENCIA DE LA PRUEBA

Esquema 2 bi

Muestras generqdas con parfmetros m=0, c¢=1

Observacifn aberrante generada con par&metro de localizacibn -

m=0 y par8metro de-escala cé.

¢

Nels R
y LIKES
1 04813 .04813
2, .07663 .07388
3 13912 .13075
4 .20475.  .18950
5 .27238 .24987
p . 33163 .30375,
7 .'38100 .35775
8 . 42863 .40338
9 . 46825 © .44075
10 - 50363 .47400
b 11 ‘ . 53538 .50863

O' REILLY

.04950
.07850
.14588

.21400
.28112
.34200
.39463
.44100 |
.48175
.51988
.54788

- SHAPIRO

.04900

.06675
12125
.18088

.23975

.29375
.34400
.38738
.43075
.46400
.49888



A

MUESTRAS GENERADAS CON PARAMETROS me0 Y ctl
OBSERVACION ABERRANTE GENERADA CON PARAMETRO DE

1A

PR

A

ESQUEMA 2

LOCALIZACION m=0 Y PARAMETRO DE ESCALA ¢ &

TIKU - LIKES = O'REILLY  SMAPIRO
e 1 40
.04838 -0%050.. 04913 - 04988 ‘
.07138  .07013 - 07163 06563
41838 11473 n038 ‘f‘.ouuv
ANT 6312, 17828 .129%0
._m,.— 21387 22923 Jr2rs
21112 .23837 27388 .20900
31278 29962 31488 24028
.34625 33683 .34908 1.202%0
38100 37088 38200 .31438
.4ss 40313 41800 34388
44830 43363 43130 -37063
. -4
RYTIY k.O‘ll! 04930 04900 [}
07043 07388 07830 08878 2
_.13mz 13073 14588 2128 Y
.10473 .18930 .21400 .lso88 &
27238 24987 20112 23978 8
.33183 30373 34200 29373 6
J38100 33773 39463 34400 7
.42083 .40338 44100 ar3s 8
48028 94073 48178 4071 9
50383 47400 51908 48400 10
/SIL 30883 34788 aseee 1)
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 -v1.2 Resultadqs

" Para la detecci6n de observaciones aberntes grandes .
en muestras genef@das con el esquema 1 (modifi;aciGn
del parimetro dexiocalizaciGn)g obtuvimos los si---
quientes resuitados: v ’ . ‘
Para el criterio de Shapir6 encontramos que el ni--
vel de significancia estimado para muesiras de tama
fio N=5 es 3 = 0.04988 y para muestras de tamafio --
N=15 es & = 0.049 cuya diferencia con el valor --
real de o = .05 es pequefia. Estadfsticamente esto
significa que 1a prueba de hipftesis Ho: & = .05 no
- se rechaza, ’ L 4

Este criterio no resulta ser tan potente como los -

criterios de Likes, Tiku y el de O'Reilly.

En el criterio de Likes encontramos que para los di
ferentes tamafios de mueStra 5y 15 el valor del'ni—v
vel de significancia e;timado es muy parecido al --
real y su potencia péra un valor de ‘(- Sy N=15

es 0.2695.

El criterio de Tiku demostré tener para muestras --

de tamafio 5 y 15 un nivel de L = 0.04838 y 3 =0.04813




respectzvamente, por lo que la reg16n critica podemos o

decir que es de tamafio o al 1gual que_.en el cr1ter1ov
) 1

B4

. de Likes. ; *

1

Finalmente el criterio.de O'Reilly demostr6 seriel me
jor.qué los'anteriores criterios en este caso. Para
éste, él vélor estimado de « es 4 = 0.0495 y 1la po--
tencia para d =5 y N =15 es 0. 32075 Este crite-
rio también demuestra tener una regibn critica de ta-

mafio o -

' Para la deteccibn de aberrantes chicas en muestras ge

neradas con el esquema 1 obtuvimos los siguientes re-

sultados:

El criterio de Shapiro mejora para la detecci6n de -- ,

‘aberrantes chicas. - E1 nivel de significancia para -

muestras de tamafio N = 15 es « = .049 que estadfstica

mente es muy parecido a % , y la potencia para J.--S

.Y N = 15 es 0.98638 que casi es la potencia méxima.

Para el criterio de Likes encontramos que el nivel de

significancia estimado para el caso de deteccién de a
‘ ~

berrantes chicas, en muestras de tamafio N = 15 es o =

0.05113 y la potencia para d - -5y N= 15 es 0,99288

que al igual que la potencia de Shapiro es bastante -

+

alta.



_ E1 criterio de Tiku resulta con un nivel de significan-
cia estimado & = 0.05388 para N = 15 que también es -

muy barecido ae ..

Para la'deteCCIQn de observaciones aberrantes grandes
—:gh huestras_generadas con el esquema 2 (modificacién
~del pérémetro de escala), llegamos a los siguientes -

. resultados:

Tanto el criterio de Shapiro,Likes, Tiku y O'Reilly -
tienen un nivel de significancia estimado que estadfs
;%caménte es muy cercaho a « , por lo que podemos de-.
cir que estas pruebas tieneh‘una-regi6n critica de ta

mafio o .

Como observamos en las gréficés del esquema Z en orden
de menor a mayor potencia, los criterios siguen la si-
guiente secuencia: primero el de Shapiro , en segundo
lugar el de Likes, en tercero el de Tiku y finalmente

el de O'Reilly. '

Estos criterios reportan una potencia para d =11 y
N = 15 de 0.49888 el de Shapiro, 0.50863 el de Likes,
044850 el de Tiku y 0.54788 el de Q'Reilly.
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CONCLUSIONES

! Al

El criterio de Laurent para detectar observaciones aberran-
tes chicas demuestra que el valor del nivel de sighifican--
cia estimado es & = .50013 , por lo que concluimos que esta
prueba no tiene una regifn critica de tamafio £ , mas adn, -
la potencia de la prueba no aumenta y por lo tanto este cri
terio se descarta para la detecciSn de aberrantes chicas.
Para la deteccifn de aberrantes grandes, como hemos visto -
coincide con el criterio de O'Reilly.

El criterio de Shapiro.es la @inica prueba bilateral propues-
ta y si la hip6tesis alternativa es que 1as aberrantes pro--
vienen del esquema.1, es decir, con cambios en el parimetro
‘de localizacién m por m+dc con § ¥ 0, este criterio es bue
. no a pesar de que no tiené tanta potencia como otros.

El criterio de O'Reilly est8 implicando una hipStesis alter
nativa que descarta.la posibilidad de deteccién de aberran-
tes chicas como ya se vi6 en el capftulo anterior.

Para la deteccifén de aberrantes grandes y si la hipftesis -
alternativa estd especificada es decir, las aberrantes son
generadas por cambios en el parfmetro de localizacién m por
m+d8c (8720) o por cambios en el parimetro de escala c
por § ¢ ( 4» 1) es recomendable utilizar el criterioc de
O'Reilly.

Para la deteccién de aberrantes chicas donde é&stas son ge-
neradas por cambios en el pardmetro de localizacién m por -
m +4d c (440) es recomendable el criterio de Tiku.

E1l criterio de Shapiro también se recomienda su uso para de

tectar aberrantes tanto grandes como chicas) al igual que -
el de Likes. ’ -




' o -86-

RS
'

£

Finalmente el Gnico criterio que descartamos es el de‘v
* Laurent para la deteccién'de aberrantes chicas. ‘

.
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VALORES CRITICOS PARA LA ESTADISTIGA
: DE PEARSCN Y CHANDRA SEKAR

1

Niveles de Significancia

n 3% 2.5% 1% -
. 3 1.15 1.15 1.15
4 1.46 -1.48 1.49
S ~ 1,67 “1.71 1.75
6 1.82 .1.89 1.94
7 1.94 2.02 2.10
8 2.03 2.13 2.22
9 2.11 2.21 2.32
10 2.18 2.29 2.41
11 2.23 2.36 2.48
12 2.29 2.41 2.55
13 2.33 2.46 2.61
14 2.37 2.51 2.66
15 2.41 2.55 2.71
16 2:.44 2.59 2.75
17 2.47 - 2.62 2.79
18. 2.50 2.65 2.82
19 2.53 2.68 2.85
20 2.56 2.71 2.88
21 "2.58 2.73 2.91
22 2.60 2.76 2.94
23 " 2.62 2.7 2.96
24 2.64 2.80 2.99
23 2.66 2.82 3.01
30 2,75 2.91 :
35- 2.82 2.98 .
40 2.87 3.04 ’
45 2.92 3.09
50 2.96 3.13
60 3.03 3.20
70 3.09 3.26
80 3.14 3.31
90 3.18 3.35
100 3.21- 3.38
X - X
T = {n)
n 5
X - X
Tl = ___f,ill
o>
1 Grubbs (1969)
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TABTLA :
VALORES CRITICOS PARA LA ESTADISTICA
' DE GRUBBS * -
Niveles de Significancia
o 1% 2.5% 5% 10%
3 .0001 .0007 .0027 .0109
4 .0100 .0248 . .0494 .0975
5 .0442 .0808 .1270 .1984
6 .0928 .1453 11,2032 .2826
7 L1447 .2066 L2696 .3503
8 .1948 .2616 . .3261 .4050
‘ 9 L2411 53101 -, .3742 .4502
10 .2831 .3526 .4154 .4881
11 - L3211 .3901 L4511 ' .5204
12 .3554 .4232 .4822 .5483
13 .3864 .4528 .5097 .5727
14 .4145 4792 .5340 .5942
15 .4401 .5030 .5559 .6134
- 16 .4634 .5246 .5755 .6306
17 .4848 .5442 .5933 .6461
‘18 .5044 .5621 .6095 .6601
19 .5225 ° .5785 .6243 .6730
20 . .5393 .5937 .6379 .6848
21 .5548 .6076 .6504 .6958
22 .5692 .6206 .6621 .7058
23 .5827 .6327 .6728 .7151
24 .5953 .6439 .6829 -.7238
25 L6071 .6544 .6923 .7319
n-1 2
g 2 Z:. (x(l) xn) o
n - 1=1
SZ ’ - n ) 2
L Xy, -®
i=1
L
2
5.2 L gy - %
51 =2
g2 n 2
Z:(x(l) - %
i=1
1 Grubbs (1950)
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11

12
13

14
15
16
17
18
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TABLA I1I
VALORES CRITICOS PARA LAS ESTADISTICAS
DE DIXON
Niveles de significancia
criterio 10% S% 1%
xZ'x1
Tlo .886  .941  .988
Xn - X1 .679 .765 .889
xn‘-anT .557 ' .642 .780
r' .482 .560 .698
0 x 434 .507  .736
n 1
fxz . X1 .479 .554 .683
o .441  .512 - .635
v x 409 _.477  .597
n-1 1
' Xn ) Xn-1 .
LR
Xy % .
) X3 - X1 !
To4 . 517 .576 .679
X, g - X (490  .546  .642
.467  .521  .615
X - X '
', _n n=2
21
Xy
XSTX‘\
r =
22 - .
Xop - X 492 .546 641
472 . 525 .616
. 454 . 507 . 595
.438 .490 577
424 .4758 . 561



1o |
20 .

21

22

23
24

25

.criterio .

1. Grubbs (1969)

104

412

401

.391
.382
.374

367
- .360

‘5%1

.462
.450
.440
.430

421

413
406

14

574
.535
.524
.514
.505
. 497
.489
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e TABLA 1V e
VALORES CRITICOS PARA LAS ESTADISTICAS
e  DE_FERGUSON - '

H
o

Niveles de Significancia Para Vb1

10 15 20 25 30 35 40 |'so | 60

! Es 1.34 [1.31]1.20 {1.11 ] 1.06 | .98 | .92 .87 | .19 | -7
s {1.05] .92} .84} .79} .71 | .66 ] .62 | .59 | .53 | .49

Niveles de Significancia Para 'bz

n ' ‘
10 15 20 25 50 75 100

1o | 3111483 (5. 085,23 [ 5.00 [ 4.85 ] 4.59
s+ |2.89|3.85|4.07| 4.15 | 4.00|3.99]3.87

[
. e
~J3 L
~1 D

n 3
o -n
(RN -
' L x, -2

i=1
n _4
J (% - %)
b, = n 1=1
n H
o 2
T, - %
1=1

1 Grubbs (1969)
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S TABLA V o
VALORES CRITICOS PARA LA ESTADISTICA . -
DE TIKU . ‘ ‘

N \

Niveles de Significancia

‘n 1% 5%

s : .2154436 .3684031
10 .5623413 .687656
15 .7017038, + .7941833
20 - .7742637 .8466824

n
. |
1 %y - X))

i=2

n
iw=1

=N Ll

. .
T L% - X))
i=1 .

n
L (X, - X(q,)
=1

D=
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".fw%-ﬁ*‘, . T ABL'A VI

%’ UALORES CRITICOS PARA LA ESTADISTICA
~;w¢u7‘ ' DE_DIXON

Prueba gata una obscrvacidn Aberrante

Chica en una Muestra Exponencial
!

S -1 Niveles de Significancia
‘ B 5% v
3 0.905 '0.980
4 0.618 0.808
‘ 5 0.429 ' 0.618
6 0.316 . 0.479
7 0.246 0.381
s 0.198 -~ 7 0.312
9 0.165 0.262
10 . 0.140 0.224
1 0.121 0.194
12 0.106 0.171
13 0.094 0.152
14 0.085 - 0.136
15 0.077 0.124
16 0.070 0.113
17 0.064 _ 0.103
18 0.059 0.095
19 0.055 0.088
20 0.051 0.082
7, - X2y =X

Xy " %y

1 Barnetty Lewis (1977)

w4
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»VALORES CRITICOS PARA LA ESTADISTICA

- TABLA VII

Prueba para una Observacifn Aberrante

DE DIXON 1

. 'Grande en una Muestra Exponencial’

Niveles de Significancia
n 5% 1%
3 0.974 0.995
' 0.894 0.957
5 0.830 _0.912
6 0.782 0.875
7 0.746 * 0.845 "
8 0.717 0.821
9 0.694 0.800
10 0.675 0.783
11 0.658 0.768
12 0.644 . 0.755
13 0.631 0.743
14 0.620 0.733
15 0.610 0.724
16 0.601 C.715
17 0.593 0.707
18 0.586 0.700
19 0.579 0.694
20 0,573  0.687
21 0.567 . .0.682

1

Barnett y Lewis (1977)
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| 'TABLA VIII L
; ) VALORES CRITICOS PARA LA ESTADISTICA DE
o R LAURENT' L
N ! ;.ri i y
P 1 B
e _ R . \‘ ‘ - -
Niveles de significancia
n 3 4 5 - 6 1 8 19 o
.90 .95000 |.81743 |.70760 |.62894 |.55907 {.50741
. N ’[
.99 | .99500 {.91226 |.80428 |.78853 |.72170 |.66410 | .61517 i
- ~ - A’c !
s I
3
: i . 4 ;
o T S |
o S
1 Laurent(1962) e
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. , TABLA IX I R A
' VALORES CRITICOS PARA LA ESTADISTICA: ~# \
1 = .

DE SHAPIRO Y WILK -

' ) --. Niveles de Significancia -~
n o~ - 1% 5% 95¢~ 993
3 0.254 0.270 0.993 - 0.9997
4 0.130 0.160 0.858 . . 0.968
5 0.0905 0.119 0.668  0.860
6 0.0665 0.0956, . 0.509 " 0.678
7 0.0591 0.0810.  0.416 . . 0.571 :
'8 0.0512 0.0710 . 0.350°  0.485
9 0.0442 . 0.0633 ~  0.300 0.401
10 0.0404 0.0568 ©0.253 0.339
12 ©  0.0358 0.0494 0.202 0.272
14 0.0317 0.0428 0.165 ©0.213
16 0.0280 0.0374 0.136 & 0.177
18 0.0250 0.0332 0.116 0.148 ~ ‘
20 - 0.0227 0.0302 0.100 ©0.129
30 0.0164 0.0213 0.0593 - 0.0719
40 0.0131 0.0164 0.0414 - 0.0499
50 0.0111 0.0137 0.0317 0.0360 B
60 0.0095 . ~ 0.0:17 0.0252 0.0291
70 0.0084 0.0103 0.0209 0.0241
80 0.0075 - 0.0091 0.0177 0.0205
90 © 0.0069 ' 0.0082 0.0156 0.0176 .
100 0.0063 0.0074 0.0139 0.0153

3

Barnett y Lewis (1977)
Una tabla mds <ompleta esti dada por Shapiro (1972)
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