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INTRODUCCION 

El tema de observaciones aberrantes h~ in~eTesado a los es
tadlsticos desde ~ace·bastante tiempó. · Es necesario. e~tu
diar estas observacio-nes. que intuitivaaente se die! que es-· 
tan "alejadas" o "distantes" del resto de las demás .• ya que 
la presencia de ellas pueden alterar las conclusiones o los 
resultados encontrados. Varios_ problemas son de inter~s -
en este t~ma. en partic~lar. la detecci6n y el tratamiento 
de e'stas observaciones En esta tesis se trata el probl! 
ma de detecci6n de una observaci6n aberrante para el caso -
exponencial. 

En el primer ~apltulo se presenta un bosquejo hist6rico de 
obs.ervaciones · aberr·antes y una introducci6n al problema de 
detecci6n de las mismas. • 

En el segundo capítulo ~e revisan los diferntes criterios 
reportados en la literatura.para la detecci6n de aberran-
te~ en muestras de una variable ~leatoria exponencial. 

En el tercer capítulo se discute un procedimiento propues
to por el Dr. O' Reilly pt. ra el problema de detecci6n de -
una observaci6n aberrante. Este enfoque está basado en -
la estimaci6n insesgada . ·e funciones de distribuci6n por -
lo que en la primera sección se trata este tema. En la -

'segunda secci6n se presenta e1 enfoque y en la tercera se 
aplica al caso exponencial. 

Para el caso exponencial no.se han encontrado reportes en 
la literatura de un estudio de las potencias de los dife·· 
rent~s criterios propuestos, por lo que en el cuarto capi
tulo se reportan y discuten los resultados obtenidos en •· 
las simulaciones realizadas para comparar las diferentes • 
pruebas, 
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1. '. DETECCION DE OBSERVACIONES ABERRANTES 

1.1. Histori~ 

El estudio de observaciaies aberrantes1 data de 100 años atr!s 

aproximadamente. ~tin cuando no existía el desarrollo de tficni 

cas estad!sticas, ya hab!a un inter~s hacia.aquel tipo de da-

tos que se decía no representaban adecuadamente á la poblaei~. 

Este tema ha' sido de controversia entre muchos autores y ha t~ 

nido importancia en algunas ciencias.cano Astronomía, Geode---

si~, Química y 'Física. 

Ferguson (1961) 2 establece lo que es una.observaci6n aberrante 

de l~ siguiente manera: "Cuando se trabaja con muestras extr.!. 

!das de una cierta poblaci6n, en ocasiones aparecen observaci2 

nes que no siguen el patr6n can6n de las demAs, es decir, se -

encuentran alejadas del resto del grupo". 

Barnett y Lewis (1978) definen una observaci6n aberrante en un 

conjunto de datos como "una observaci6n o un subconjunto de 

ellas, que son inconsistentesºcon el resto del conjunto". La 

palabra inconsistente.es a juicio subjetivo del experimentador. 

1 En ingl~s se les llama outliers, spurious, mavericks, 6 -
rogues. 

2 De Barnett y Lewis (1978) 
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Por ejemplo, lo• siguientes datos extraldos de un estudio de -

probabilid..t de bajas teapera~uras en loa meses de invierno en 
.. -~ 

la• Ialaa Brit&nicaa. fueron analiz.ados por Barnett y Lewis. 

Estos datos consisten en una serie de temperaturas tomadas por. 

hor·a en grados Fahrenheit desde la tarde del 31 de Diciembre -

de 1960 y temprano en la mañana del lº de Enero de 1961 en 

Wick al norte de Escocia. 

~ TEMPERATURA· 

5:00. P.M.· , . 43°F 
6:00 " 43°F 
7:00 " 4PF 
8:00 • 4!0F 
9:00 • 4l°F 

lQ:OO • 42ºF 
11:00 • 43ºF 
12:00 • 58°F 
1:00 A.M • 58°F 
2:00 • 4l°F 
3:00 • 41°F 

Inicialmente se argumento que. los valores 58 y 58 para media -

noche y l a.m .. no eran consistentes eón los restantes ya que -

para este horario la tempera~ura era muy alta en Wick, sin em~ 

barqo, mediante un n~evo an~lisis se en.contr6 que en la media 

noche la Oficina Metereol6gica cambi6 la .. escala de ºF a 1/10 , 

•e, por lo que los valores eran razonables y aparecieron como: 
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!!Q!!! TEMPERATURA 

5:00 P.M.· 43 
6:00 .. 43 
7:00 ... 41 
8:00 .. 41 
9:00 .. 41 

10:00· .. 4'2 
11:00 .. 43 ' 12:00 .. 42 

1:00 A.M. 42 
2:00 • 39 
3:00 • 39 

Autores cano Anscanbe (1960) y Grubbs (1969) clasifican estas 

observaciones de acuerdo a sus causas de aparic.i6n en la mues-

tra. 

1. variabilidad inherente 

Este tipo de variabilidad es intr!nseca y natural de 

los datos por lo cual no es controlable. 

2. Errores de medici6n 

Este tipo de error se canete mediante el uso de ins-

trumentos de medici6n. 

3. Errores de ejecuci6n 

Este error se comete cuando se escogen elementos de -

otra poblac'i6n. 

La importancia del estudio de las observaciones aberrantes ra-

.¡ 
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dica en el hecho de que si no ae ana'lizan adecuadamente, la• -

conclusiones a las que lle9u~os no serln correctas y noa con

ducirSn a resultado• no confiables. 
-., 

Estas observaciones pueden llegar a influir de manera determi

nante afectando el estudio del fen6meno o experimento en cues-
' 

tiOn. Con el fin de ilustrar la importancia de ellas analiza-

remos los siguientes datos aportados por Anscanbe en 1973. 

!. .Y 
' -

10 7.46 

8 6. 77 

13 12.74 

9 7.11 

11 7.81 

14 8.84 

6 6.08 

4 S.39 

12 8.15 

7 6.42 

5 7.73 
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GRAFICA l 
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Mediante el an~lisis de la gr~fica, nos damos cuenta de la in

fluencia que ejercen las observaciones con valores extremos S!?_ 

·bre las restantes; en este caso hay una observaciOn que des--
1 

v1a la recta del conjunto de las restantes hacia ella. 

'.·', 

. .:1 

'l." :."~, 
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Para la soluci6n del problema de la detecci6n de aberrantea se 
' 

' 'han propueato una grai;i variedad dé criterios; desde· reglas sin 

una base.eatadlstica•forÍnal hasta una metodologta estadlstica 

aof isticada ,_ 

· ·El primer. paso que consideramos de importancia fue un trabajo 

sobre Geodesia publicado por Bessel (1846) 1 , Director de la E~ 

cuela Alemana de Astronomla. En este trabajo se argumentaba -

que una observaci6n no pod!a ser rechazada solo por su valor ~ 

grande y que necesariament~ todas las observaciones deb!an ser 

incluidas con el milll!lo peso a contribuir en el resultado. 

Por primera vez el astr6nomo Peirce (1852) 2 propuso un crite--

ria para rechazar observaci~nes aberrantes, el cual fue repr~;'~c· 

ducido 11 años despu~s por Chauvenet (1863) 2• La aparici6n de 

reglas de rechazo·al principio no fue muy bien recibida, pues 

se argumentaba que todas las observaciones deber!an ser inclu! 

dás en el análisis. oespu~s de .esta literatura Wright (1884) 3 

propuso un procedimiento basado en el rechazo de cualquier ob-

servaci6n que diste de la media por más de tres veces la des-

viaci6n e~tándar y Goodwin {1913) 2 otro en el que se rechaza -

una observaci6n extrema en una muestra de tamaño n si 

1 De Grubbs (1969) 
2 De Barnett y Lewis (1978) 
3 De Anscombe (1960) 
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dista de la media de las n-i observaciones restantes cuatro 

veces la desviaci6n pranedio de estas n-1 observaciones. 

Estos dltimos procedimiente>s marcan un defecto'.que es el de e!. 

coqer valores cr!.ticos constantes para sus pruebas ya que no 

dependen del tamaño de1muestra. 

\' .. 
Generalmente se utiliza la idea.de ~rreglar• las observaciones 

en orden ascendente de magnitud con el fin ··de ver m&s f&cilmen_ 

te qu~ observaciones toman valores extremqs. Irwin (1925) 1 

utiliz6 este criterio y propuso como soluci6n, la diferen~ia -

entre la primera y la segunda observaciones m&s grandes para 

detect'ar si la m!s grande en magnitud es aberrante, como tam--
';, 

bién la diferencia entre la segunda y tercera observaciones· -

m!s grandes para detectár si la segunda.y, por lo tanto, la 

primera son aberrantes, es decir, 

y 

T • X(n) - X(n-1) 

' 
T • X(n-1) - X(n-2) 

' 
(l.1.11 

donde ( es la desviaci6n est&ndar de la poblaci6n ( ~ conoci

da). 

1 De De'Alba (1974) 
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No es recomendable el uso de'esta reqla en el caso de que el -

n<imero de aberrantes exceda a dos ya que en estos casos tales 

diferencias pueden np se~ si9nific¡ttivas. 

Diez años mas tarde siendo el primero en proponer una regla de 

rechazo basada en el criterio de estandarizaci6n, Thompson 

(1935) 1 public6 un art!culo donde sugiri6 el uso de la siguiea 

te estad!stica: 

" ~-- T xi iC - -
s 

(1.1.2) 
Donde: 

n 
S2, "' 1 r__ (Xi - Xl2 n 

i=l 

n 
x = 1 r_ xi n 

i=l 

Xi observaciOn seleccionada arbitrariamente. 

La prueba propuesta por Tho~pson est! basada en la siguiente -

hip6tesis: 

l De De Alba (197~) y Grubbs (1950). 

:-•. 
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Ho: Todas las observaciones provienen de la misma 

póblación normal. 

Esta.prueba es útil en el caso de que se tenga una o más de 

una observación y según Thompson cuando el na.mero de observa--

·ciones sea·grande (30 O más). 

Thornpson demostró que si Xi es u.na observación arbitraria en-

tonces: 

T. r;::¡- ,..., t (n-2) 

ln-1-T 2 
CLl.3) 

, 
para la.cual los valores cr1ticos son fáciles de obtener de 

una Tabla t de Student con n-2 grados de libertad, también 

. obtuvo una tabla de valores críticos de la estad1stica T. 

Pearson y Chandra Sekar ( 1936) · se basaron en los estudios 

realizados por Thornpson sobre la desviaci6n de una observación 

arbitraria con respecto a la media entre la desviaci6n están--

dar y un año despu~s publicaron un articulo donde expusieron -

la siguiente estadística utilizada para detectar una sola ob--

servaci6n aberrante: 

T· = n X (nl - X 
s 

(1.1.4) 

Para detectar si X(n) es aberrante 
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X - X (1) 
s 

Para detectar si X(l) es aberrante 
., 

(1.1.5) 

Donde: 

n 

52 = z:.. (X. - X) 2 
. l. 

i=l n-1 

Las hipótesis que propusieron son: 

Ho: Todas las observaciones provienen de la misma 

población Normal. 

Hi: La observaci6n m~s grande (pequeña) proviene -

de una población con diferente media. 

Los valores críticos de T fueron obtenidos sin derivar su dis-' 

tribución exacta. 

Cabe hacer.notar que la probabilidad de detectar una observa--

ción aberrante (una observación arbitraria) mediante el crite-

rio de Thompson es diferente a la de detectar una aberrante --

(una observación particular ya sea X(l) ó X(n))mediante el cri 

terio de Pearson y c·handra Sekar. 

Un resultado tarnbi~n importante fue el propuesto por Grubbs -

(1950) que sugirió la utilización de la siguiente estad!stica 
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para probar la significancia de la observaci6n m~s grande en -

una muestrá de tamaño n ·de una poblaci6n Normal: 

n-1 

Sn2 r_ (X ( i) - x >2 n 
= Í=l (l.1.6) 

n 

s 2' z:_ c;x e i > - ir> 2 

i=l 

Donde:· 
P: .• 

X ~1) ¿, .X (2) < .... " x(n) 

n-1 ,. 

xn = 1 L X (i) 
n-1 i=l 

.n n 
x 1 r.. X (i) 1 r_ xi, =-- = n i=i n i=l 

De manera an~loga se puede probar la significancia de la obse~ 

vaci6n m~s pequeña, es decir si la diferencia entre la observa 

ci6n m~s pequeña y las restantes es "grande", mediante la est!!. 

d1stica: 
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n 
s2 L (X (i) -,2 - xl . 1 

-· i=-2 (l,.1.7~) 
n 

s2 L. -(X (1) - x'>2. 

1•1 

Donde: 

n ., 

~l - 1 
ñ=I r.. xCi) 

i=-2 

. 1 

Es·importante notar que la eatad!stica propuesta por Grubbs 

tiene una relaci6n con la estad!stica T propuesta por Pearson 

y Chandra Sekar para el caso de detectar una observaci6n abe--

rrante grande. 

s2 
n 1 

-. -2 = 1 - n-1 s 

s2 

x 2 
) 

La diªtribuci6n exacta de n r consiguiente de T f de .. ;i- y po n ue 

rivada por Grubbs. 

Los valores cr!ticos para estas estad!sticas se presentan en -

el ap~ndice de Tablas. 
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Dixon (1950) trabaj6 con poblacione• que siguen una distribu•

ei6n Normal y propuso varia• estadtstica• en donde puso espe--

· cial cuidado de que no se vieran afectadas por la presencia de 

otras observaciones extremas en la muestra. 

ri1 • 

r21 • 

. rh • 

r22 • 

rh 

X(2) 
x(n) 

X.(l) 
X (i) 

X (n) - X (n-1) 
X(n) - X(l) 

X(2) - X(l) 
X(n-1) - X(l( 

X(n} - X (n-1) 
X(n) - X (2) 

X{J! - X~l! 
X (n-1.) - X(l) 

X (n} -X(n-2) 
X(n) - X (2) 

X (3} X tl) 
x (n-z) - X l) 

X(n) - X (n-2) 
X (n) x<3> 

Para detectar si X(l) es obser
vaci6n ,,aberrante. 

Para detectar si X(n) e• obser
vaci6n aberrante. 

Para detectar si X(l)' es obser
. vaci6n aberrante ic¡rnorando X(n). 

Para detectar si X(n) es obser
vaci6n aberrante ignorando X(lf. 

Para detectar si X(l) es obaer
vaci6n aberrante·ignorando X(2) 
y X(n)~ . 

Para detectar si X(n) es obaer
vaci6n aberrante ignorando X(l) 
y X. (n-1). 

Para detectar si X(l) e• obser
vaci6n aberrante ignorando X(2), 
X(n-1) y X(n). 

Para detectar si X(n) es obser
vación aberrante ignorando X(l), 
X(2) y X(n-1). 

Lo• valore• critico• para ••tas pruebas vienen en el ap,ndice 

de Tablas. 
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.•l'erguson (1961) 1 propuso t4!cnicas basadas en el hecho de que 

'las observaciones aberrantes se deben a cambios en la media 

(localizaci6n) y varianza (escala) de la poblaciOn. Por ejem

.Ple supongamos que se estAn realizando mediciones en un proce-

'''so qu!mico determin~do a una cierta temperatura y por una fa-

'lla experimental cambia la temperatura y se siguen tomando me

diciones, esto trae como consecuncia un cambio en la media y/o 

en la varianza de la poblaci6n bajo estudio, por lo cual se 

producen observaciones aberrantes. Para esto utiliza loa coe

fi.cientes de asimetr!a y kurtosis2 muestrales cano.pruebas de 

una cola y dos colas respectivamente, o sea, el coeficiente de 

asimetrta muestral lo utiliza para detectar observaciones abe-

rrantes en una misma direcci6n ya sea con valorea muy grandes 

o muy pequeños y el coeficiente de kurtosis muestral para de--

tectar si varias observaciones extremas tanto muy pequeñas co

mo muy grandes son aberrantes. 

Coef. de asimetría muestral: 

1 De Grubbs (1969) 
2 Medida de agudeza de la curva 
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Coef. de kurtoaia aueatrals 

n 

z: (Xi -, .. - X 

bz• n, • 1•1' 

[ i: - 2] 2 
(Xi - _X) 

. 1•1 

Eato• coeficiente• •• utilizan en el caso de que· la diatribu-

c16n de las observaciones a.ea Normal ya que e•~ncialmente son 

pruebas para detectar falla• en la •upo•ici6n de rtonnalidad. 

En caso de Normalidad •abemo• que: 

Los valores ·cr!ticos vienen en el Ap~ndice de Tablas. 

El procedimiento para aplicar esta prueba es el •iquiente: 

1. Si los valores de b1 y b2 exceden a los valores críticos 

entonces la observaciOn m!s alejada de la media se recha-

za. 

2. El procedimiento se repite hasta que no haya m&s valorea 

que se puedan catalog_ar como aberrante11. 



·. -16-

. ,, 
·\. 

En el siguiente cuadro pre•e~tamo• un re•umen de lo• principa
le• criterio• propue•to•. 

ESTADISTICA ACTOR 

Est:adlstica Uni l ---1 • -

Sirve para detectar si X(n) X(n) - X(n-1) Irw1n (1925) 
es aberrante. f 
Estad:!stica u~ • :- • 

Xi - x Ut.il psra deta::tar una o niia -s 'ftmpaa\ (1935) 
d:eervacimes aberrantes. 
~·- ...... ·-·cas Unilaterales.- - X(n) - X(l) Sirven para detectar •i X (n) PearSCll y <llandra s y X(l) respectivamente llCSl Sekar (1936) 
aberrantee. X(l) - X 

s 
~·- unilateral.u. - n-1 Sirven para detectar si X (n) 

fu (X(i)-~) 2 
y X(l) respectivmiente.llCSl 
aberrantes. n 

/;i (X(i)-i')2 

Gruthl (1950) 

n 
<x<t>-xu 2 L 

i•2 

t. (X(.i}-i)2 
i=sl 

~- U'lilateralea.- X(n) - X(n-1! Sirven para 'detectar si X(n) 
y X(l) reapectivnente acn . x(n) - x(l) Dixm (1950) 
abm:rSltes. xc2¡ - x{1l xln -xI 
··--·-~ca ~ l ·.-
Sir:Ve para detectar ct.aEva- nt CXi-i> 3 
ciCl'lell aberrantee m un 8DlD 
eentido ya sea hacia la u- i-1 Ferquecn (1961) 

[ . ] 3/2 cpierda o hlllcia la derecha. i: CXi-i)2 
i•l . 

~- ....... ~ica Bilateral.-
SU:ve para detectar ~ 

n k (Xi - i> 4 
cimea aburmtes t:mto del l'tm:)U9cn (1961) 
lado derecho <DIO ~- [ i: (X1-i)2] 2 

i•l 
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1. 2. Ej emploá 

E.1. Con el fin de mostrar el uso de algunas de las est~. 

d!sticas antes mencionadas, ejemplific~remos ~ediante al

gunos ejercicios. 

Consideremos las 10 siguientes observaciones obtenidas 

de medir la fuerza de rompimiento de cable de cobre, 

para ilustrar el uso de las estadísticas p~opuestas por -

Pearson y Chandra Sekar y Dixon. 

x<l> = 568 X (6) = 572 

X (2) = 570 x(7) = 572 

Xc11 = 570 X (8) = 578 

X (4) = 570 X (9)' = 584 

X (5) "' 572 X (10) = 596 

" 

Suponemos que esta muestra proviene de una poblaci6n Nor-

mal. 

En este conjunto de datos nos damos cuenta que la observ! 

ció~ extrema es X(lO) ya que est1 m~s alejada del resto 

en relaci6n a la separaciOn de las restantes. 
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La media es: 

10 

x = 1~ ~ xi • 575.2 
i•l 

La desviaci6n estándar·muestral 

n 

s = 1 z:. (Xi - i>2 ñ=r 
i=l 

"" n - 1 
< Lx1~ nxh ñ=r 

i•l 

= 8.7025 

Calculamos: 

= 

596-575.2· 
8.7025 

2.3901 

es: 

1 
'·} 

De la Tabla I, encontramos que para n = 10 y un nivel -

de si9~ificancia del s\, el valor cr!tico es 2.18 el cual 

ea menor que el valor calculado de la estad~stica T10 , 

por esta raz6n consideramoe a X(lO) cano obaervaci6n 

aberrante. 

I 
Ahora utilizando la eatadlstica de Dixon-para detectar si 



-19-
1··· 

',1).·:· 

1 
; 

el valor m~ximo es uri~ observaciOn aberrante tenemos ,que:· 

r.' 11 = 596 - 584 
596 - 570 

= 0.4615 

Comparando este valor con el de Tabla III a un nivel de -

significancia de .OS encontramos que .477 es mayor, por -

lo tanto no consideramos a X(lO) como aberrante. 

Este ejemplo también nos sirve.para ilustrar el hecho de 

que no siempre se llega a las mismas conc~usiones al uti-

lizar diferentes criterios. Esto se debe a que en la 

gran variedad de estad!sticas propuestas hay unas que son 

m~s sensibles qu~ otras. En este caso la estad!stica de 

Pearson y Chandra Sekar es m~s sensible para el caso de -

dete~ci6n de una sola observación aberrante. 

E.~. Un ejemplo tradicional para la ilustración de la 

presencia de aberrantes es el de las mediciones de los 

semi-difu:ietros verticales de Venus tornadas por Lieutenant 

Herndor. en 1846. Estas observaciones aparecen en orden -

aacendente de magnitud y en desviación con respecto a la 

media 'i son: 
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\ .. 

x(l) = -1.40 X (6) "" -0.13 X (11) = 0.20 

x(2) = -0.44 X (7) = -o.os X (12) = 0.39 

x(3l 
.. -0.30 X (8) = 0.06 Xc13)'= 0.48 

x(4) .. -0.24 X (9) = o·.10 X (l4) = 0.63 

X(S) .. -0.22 X (10) = 0.18 ~X(lS) = l. 01 

'1 

Suponiendo normalidad de las observaciones, considerarnos 

que las candidatas a aberrantes son X(l) y X(lS)' 

Utilizando la estad!stica dé Pearson y Chandra Sekar vere 

mos si tanto X(l) co~o x(lS) son aberrantes: 

La media de estos dátos es: 

x = 0.010 

L~ desviaci6n estándar estimada es: 

s - 0.5511 

Calculamos: 

• 

0.018 - (-1.40) 
o.ssil 

2.573 
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Nuevamente de. la Tabla I a un nivel de significancia del 

St y comparando con el valor cr!tico 2.41, resulta que 

-1.40 es aberrante. 

Vamos a probar ahora si 1.01 es aberrante. 

Si decidimos omitir X(l) podemos considerar las 14 obser

vaciones restantes ~ volviel'\dO, a numer'ár los datos tene--

mos que: 

La media es: 

x = 0.119 

La desviaci6n estándar estimada es: 

s = 0.401 

Por lo tanto, 

.. 

0.01 - 0.119 
0.401 

2.2219 

Esta valor comparado al de tablas que es 2.37 a un nivel 
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de significancia del S\ y un tamaño de muestra -n=14 es m~ 

nor, por lo que conclu!mos que, 1. 01 no es aberrante. · 

Utilizando abhora el criterio de o·ixon tenemos que: 

= 

1.01 - 0.48 
1.01 + 0.24 

0.424 

A un nivel del 5\ encontrarnos en la Tabla III que para 

n • 14 el valor critico es 0.546 y puesto que el valor 

calculado 0.424 es menor, decidimos que 1.01 no es abe---

rrante. 

Nuevamente con los datos del ejercicio E.2. y calculando 

la estadística de Grubbs tenemos que la media de las ob-

servaciones omitiendo la dltima es: 

XlS = -0.0529 

y por lo tanto, 

s2 
3.2012 n '":T. 4.2828 s 

• 0.7475· 



De la Tabla II a~ nivel de significancia del 5\ ob~enemos 

el valor cr1tico .5559, por lo tanto la observaciOn con 

valor más grande X(lS) es aberrante. 

Por altimo utilizan~o estos mismos datos ilustramos el 

uso de la estadtstica propuesta por Ferguson. 

Calculando: 

15 

I::. (Xi - x¡ 5 = -1.6472 

i=l 

[l: 
i=l 

a.1sos 

I 

Por lo tanto el coeficiente de asimetr!a es 

b1 = -o. 7282 

·valor que comparaao con el de la Tabla IV nos reporta a -

un nivel de .05 que no detectamos aberrantes en una sola 
' direccHin. 
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Calculando el coeficiente de kurtosis se tiene, 

'~ 
[_ (Xi - X) 4 = 5. 279 .... ,. 
<L 

••• 

2 
(X ·- x') 2 

) i 

.•. 

18. 0594· 

Por lo que el valor de esta estad!stica es 

, 
b2 "" 4.3847 

.. 

valor que comparado con el de la Tabla rv a un n~ve+ de -
: .. ,-

.OS y un tamaño de muestra de 15, resulta ser mayor raz6n 

por la cual conclu!mos que -1.40 y 1.01 son aberrantes. 

, f-
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2. DETECCION DE OBSERVACIONES ABERRANTES PARA EL CASO 

EXPONENCIAL 

2.1. La DistribuciOn Exponencial con dos Par~etros 

A una .variable aleatoria X con funciOn. de densidad de probabi-

lidad (f.d .. p. y de la siguiente forma: 

(2.l.1.) 
1 

c-1 
-- (x-m) 

f:<Cxr = e c XJm 1 c1 o 

Se le llama exponencial con dos par!metros, ~ambién se le cono 

ce·como exponencial negativa. Esta distribuci6n es un caso 

particular de la distribuci6n Gamma y cuando m=O se obtiene la 

distribución exponencial con un parámetro. 

La gr~f ica de esta función está representada en la siguiente -

J. • 
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2:2. Historia y Pr~piedades1 

Durante años se han venido desarrollando t~cnicas para encon-

trar estimadores de los parSmetro~ de la distribuci6n exponen

cial, los cuales se basan en estadísticas de orden. 

· Entre los resultados m:is importantes est:i el de Epstein y --

Sobel (1954) que despu~s de haber ob~enido el est.imador m!ximo 

veros1mil de c (par:imetro de escala) en la distribuci6n expo--

nencial con un par:imetro publicado en 1953, ampliaron sus re--

sultados para la distribuci6n exponencial con dos par.:imetros -

obteniendo as! los estimadores m!ximo veros1mi les para e y.- m, 

(m par:imetro de·localizaci6n). 

En ese mismo año &arhan (1954) encontró los mejores estimado--

res lineales e insesgados (M.E.L.I.), de los dos parfunetros. 

Entre las apbrtaciones al modelo exponencial estandarizado 

(con parfunetros m=O y c=l)" está la funci6n de densidad de pro

babilidad (f.d.p.) del semi-rango y los cumulantes encontrada 

por Rider en 1959. 

1 Las referencias de esta sección son del libro de Johnson 
y Kotz (1970) 
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Al. año s~guiente Epstein (1960) .extendi6 sus resultados para· ----:C. 

la distribuci6n exponencial con uno y·dos par!metros en el ca

so de tener muestras censuradas a la derecha y/o a la izquier

da. 

- La aportaci6n que hicieron al modelo exponencial Epstein y So

. bel fue una gran contribuciOn para aplicaciones de tipo ind~s-
1 

trial dentro de la Teor!a de Confiabilidad que mencionaremos -

mas adelante. 

Continuando con los estudios hechós sobre este modelo Harter -

(1961) propuso el mejor estimador lineal de c para la distrib~ 

ci6n-exponencial con un par!metro, basado en estad!sticas de -

orden. Sarhan (1963) generaliz6 estos resultados encontrando 

los MELI para m y c en la distribuci6n exponencial con dos pa

r!metros basados también en estad!sticas de orden y utilizando 

métodos numéricos al igual que Harter. 

Siddiqui (1963) presento un método anal!tico para encontrar 

los MELI'S basado en la f6rmula de Euler-Maclaurin. 

La distribuc16n exponencial tiene una gran variedad de aplica-
' 

ci6n en el campo estad!stico. 

En muchas ocasiones este modelo es muy Qtil para aproximar va-
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riablea relacionadas con la duraci6n o tiempos de vida de un -

.sistema. Una de las aplicaciones m!s importantes de esta va-

riable aleatoria se encuentra en lo que denominamos.Teor!a de 

Confiabilidad de Sistemas, donde: 

X Representa el tiempo de duraci6n de vida de. un sistema. 

m Par!metro de escala, representa la vida·m!nima del siste

m.a, Y 

x(1)' x(2), .... , x(n) 

Estadistica de orden, representa, en una prueba de tiem-

pos de duraci6n de un sistema determinado, los tiempos de 

falla de sistemas independientes e idénticos. 

Denero de la teor!a desarrollada .en este tema, se encuentra 

una caracterfstica importante que radica en el hecho de que el 

tiempo de vida 'futuro de un sistema dado, no se ve afectado 

por la longevidad con la que cuenta. 

Por ejemplo: Supongamos que estamos midiendo el tiempo de vi

da de una bombilla. La probabilidad de que esta 

·bombilla dure tres horas desde nueva es la misma 

a la· de que dure tambi~n tres horas habiendo te
nido un tiempo de vida anterior de 10 horas 6 de 

un d!a 6 de una semana. 

Esto escrito formalmente se reduce a lo siguiente: 
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. . 

. p r I X ~ X ~ t / X > t 1 = p t' e X • X J J} X , t ., o 

. 
Algunas propiedades de la distribuci6n (2.1.1.) son: 

1. Momentos y funci6n generatriz de momentos: .. 
., 

La funci6n generatriz de momentos de l~ variable aleato--

ria con f.d.p. (2.1.1.) es: 

(2.2.1.) 

2. La funci6n generatriz de cumulantes es: 

(2.2.2.) 

3. Los primeros dos cumulantes son: 

k1 • E(X) • m + e 

= e 2 (2.2.3.) 

La mediana es m + e loqe2 y la moda es m. 
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4. E•tiina~i6n puntual. 

Sean x1 , x2 , •••• , Xn variables aleatorias independientes 

e identicamente d1•tribu1daa (v.a.1.·1.d.), aeqdn (2.1.1.). 

Lo• eatiJlladore• m4x1mo veros!miles para m y e aon respec

tivamente: 

n 

e• '/::_ (Xi m) s x - x(l)' 
i=l -~n--

(2.2.4.) 

S. La f.d.p. del estimador mlximo verosímil de·m es: 

_ - ...!!...(x-m) n · e f(x) = C: e x~m 

(2.2.5.) 

La media y varianza de la variable aleatoria con f.d.p. -
2 . 

(2.1.1.) son'm +e y e respectivamente. 

,.. 
La media de m es m + e 

n 
c2 

y la varianza es -"2· ya que la 
n 

densidad de X(l) es de la forma de (2.1.1.) sustituyendo 

e e por ñ . 

6. La f.d.p. del estimador máximo verosímil de e es: 
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f° - (X) "' x-x<l> 

n-1 
(!!.) · n-2 

C X 

r<n-1) 
e (2.2.6.) 

'la cual es una densidad gamma con par~etros J. = n-1 y 
,. 

por lo ~anto la media de e es 

'varianza es 

. 1 
c(l - -) n y la 

7. Una estad1stica suficiente y completa para m y e es la 

pareja: 

(2.2.7.) 

8. La transformaci6n de la variable aleatoria exponencial 

u • 2n ex - m> ·e 

•• de especial interd·s. 

Trabajando con esta transformac16n tenemos que: 

n 

~(X - m) • ! Z::. (X - m) , c c 1 
i•l 

y la den•idad de Z • X - m como sabemos es una variable 

aleatoria exponencial con par3met~o ! ·e 
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'I 

z~ o 

otro caso 

La densidad de :i • "J:. z1 es 9anuna con par4metros ff( • n 
. 1 

y I .. e- • 

Finalmente, mediante el cambio de variable 

W .,. ~ Z , obtenemos : 
c 

n-1 w e 
w 

-2 

que es la densidad de una x2 con 2n g. l. 

Por lo tanto 

~n (X - m) Ñ x2 (2n) (2.2.8.) 

9. La siguiente transformaci~n, tambi~n de utilidad, es: 

2n 
V = c(X(l) - m) 

La densidad de Z = X(l) - m es exponencial con parámetro 

~· lo cual es equivalente a una densidad Gamma con par~~ 
c 
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tres .C · • 1 y f 
·n· .. -e 

... r , -~· 

/ 

Mediante el cambio de variable w = 2n z ·llegamos a que: 
c 

w 
f (w) .. ! e -i. 

N 2 

x2 con 
\ 

la cual es una densidad 2 9.1. 

Por lo tanto 2n (X(l) m) ~ x2 . (2.2.9.) 
e (2) 

De la siguiente relaciOn obtenemos tambi~n un resultado -

importante: 

n(X - m).a n(X(l) 

Utilizando los resultados (2.2.8.) y (2.2.9.) y debido a. 

que la suma de x2 es x2 cuando son independientes, tene--

mes que: 

(2.2.10.) 
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2.3. Detecci&n de Ob•ervaciones Aberrante• para el caso 

Exponencial· 

.. 

Hasta la fecha, la mayor!a de los .ti·abajos que se han present.! 

do sobre observaciones aberrantes han sido desarrollados en el 

contexto de poblaciones Normales;, sin embargo, el estudio de--· 

6stas tiene importancia practica en otras di-atribuciones, en -

particular para la exponencial negativa. 

Todos los criterios tratados en esta secci6n se refieren a la 

variable aleatoria con funci6n de densidad de probabilidad 

(2. 1.1. r, y son los siguientes: 

l. Laurent 

2. · Likes y Kabe 

3. Shapiro y Wilk 

4. Tiku 

Criterio de Laurent 

\ 

En el caso de que la distribuci6n de las observaciones sea nor 

mal, han sido trabajadas estad!sticas de la forma: (Xi - u)/v 

y (Xcq - u)/v donde x1 es una observaci~n arbitraria, X(i) la 

i-~sima observaci6n ordenada, u es una estimaci6n del paráme-

tro de localizaciun y v es una estimaci6n del p'ar!metro de es-

··,·· 
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cala independiente del par!metro de loca1Úaci6n. Estas esta• 

d!stidas han sido utilizadas para probar normalidad.de las ob~ 

servaciones o para probar si hay observaciones aberrantes. 

Como antes habtamos mencionado1 , Thompson da la distribuciOn -

de la estadtstica (X~ - X)/S y Pearson y Chandra Sekar dan una 

aproximaci6n a.la distribuci6n de la estad!stica (X(n) - X)/S 

para el caso normal. 

Laurent (19~2) presenta estadtsticas de forma anAloga a las an 

teriore• para •l caao exponencial: 

xi - x(l) 

n(x-x(l)> 

·' 
x(i) - x(l) 

n (X - X c1» 

donde X(l) ea el ••timador m!ximo veros!mil de m 
'· 
X - X (l) •• el ••timador mlximo verostmil de c 

La distribuci6n de esta estadtstica la encuentra a partir de -

la distribuciOn condicional de X(i)' dada la eatadtstica sufi

ciente y compl~ta. Utiliza los Teoremaa de Rao-Blackwell y 

Lehmann-ScheffA para.aal o~tener un estimador insesgado y de -

varianza m!nima para las funciones de diatr1buc16n: 

1 Capttulo i · 
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Definiendo 

x(i) -. Xc1> 
u (i) .. 

n (X - X (l) ) 
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que es independiente de X(l}, X - X(l) encuentra 

P ( ~ (i) ~ X J s 1 -

k 

[. 
r+n-i+l n r-i r ' n-1 

(-1) ( ) ( ) (1--) (1-rx) r n-i n . , 
r=n-i+l 

para x ~o 

a partir de: 

P[ x(i)' x / x(l)' x-: x(l)) = 

k 

= i - .L 
r+n-i+l X n-2 

(-l) (r-~·) (n) (l-~) (l-x- (i) ) 
n-i r n - · n(X-X(l) 

r=n-i+l 

· para x~ X (l) 

k ~ n(X-X(l)) 

Para el caso particular ·i=n tenemos que: 

• 

. ; : ' ··~ 
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k 

1 
. r+l 1 n-2 

P fu.(n) f: x = 1- L (-1) (n; ) (1-rx) 

P.i 

1 
k~ 

X. 

Por lo tanto para,detectar si la observaci6n rn~s grande es ab~ 

trante propone: 

(2.3.1.) 

y para detectar si la óbservaci6n m4s pequeña es áberrante pr~ 

pone: 

1 ----nu(n) 

i x(l) 

x(n)-x(l) 
(2.3.2.) 

Los valores er!tico• tanto para ia distribuc16n de u(n) como -

de 1 vienen en la Tabla VIII del Ap~ndice. 
nu(n) 

Ejemplo A 

Los sig\iientes valores1 se refieren a la duraci6n en ho-- · 

ras, de la vida de 10 bulboa, lo• cual•• pertenecen a una 

poblaci6n exponencial y est4n ordenados en orden ascende~ 

te de magnitud. 

1 Fuente: Tabla de Ntlmeros Aleatorios 
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x(l.) • 3.4 x(6) .. 78.01 

X (2) • 21.96 x(7) - 79.49 

X (3) • 51.75 X(B) 
.. 90~51 

X (4) • 55.94 x(9) :s: 232.31 

X (5) = 61.30 xcio> = 576.54 

En esta muestra la tiltima observaciOn est! m!s alejada 

del resto. 

Calculando el valor de la estad1.stica para probar si 

X(lO) es aberrante tenemos que: 

10 

x = L xi 

. i=l 10 

= 125.12 

Por lo tanto, 

U - 576.54 - 3.4 o 470867 
. (10) - 10(125.12 - 3.4) = • 

A un nivel de significancia de .OS y un tamaño de muestra 

n=lO se obtiene de· la relación ( 3.3.6J el valor critico 
' 

0.47749 ya que la Tabla VIII no contiene este válor. Por 

lo tanto conclu1nios que X(lO) no es aberrante. 

.. 
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Criterio de Likes y Kabe 

Otros autores que tambi~n tratan el problema de· la detecci6n -

como pruebas de significancia, so·n Likes· (1966) 1 y Kabe -: -

(1970) 1 • 

Las estadtsticas que plantean. para detectar si la ooservaci6n 

m~s grande o m~s pequeña es aberrante, son del tipo de las que 

propuso Dixon. 

X (2~ - X (1) 
Tl = (2.3.3.) 

x(n) - X (1) 
.¡. 

x(n) - X (n-1) y T (2.3.4.) .n 
X (n) - ~(l) . ~ 

Este par de estad!sticas son vulnerables al efecto que ejercen 

sobre ellas los valores X (n-l) y X (2), ya que puede --ser que ~!. 

tas tambi~n tengan valores extremos y por lo tanto las difere~ 

cias X(n) - X(n-l) y x( 2) - X(l) no sean realmente significat.!, 

vas. 

-. 
Para muestras aleatorias de_ la distribuci6n expone.ncial estas 

estadtsticas tienen las siguientes distribuciones respectiva--

mente: 

1 De Barnett"y Lewis (1977) 

~ ,,,,-
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n~2> 

y 

2-x rn<x> • 1-(n-1) (n-2) B<r-x , n-2) 0. X !al 

Los niveles de si9nifi.cancia tabulados para la distribuci6n de 

(2.3.3.) se encuentran e~ Tabla VI y'para la distribuci6n 

(2.3.4.) en la Tabla VII del Ap~ndice. 

Ejemplo 

Utilizando los datos del Ejemplo A procedemos a calcular 

la estad!stica de Likes y Kabe. 

576.54 - 232.31 
= 576.54 - 3.4 

= o. 6006 

De la Tabla VII obtenernos para n=lO y nivel.de significa!!_ 

cia .05 el valor crítico .675 que comparado con 0.6006 es 

mayor, por lo tanto x(lO) = 576.54 no·es aberrante. 

Criterio de Shapiro y. Wilk 

Shapiro y Wilk (1972) desarrollan la estadistica W para probar 

varias hip6tesfs simples y compuestas de exponencialidad de 
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las observacione• utilizando procedimientos similares a los 

utilizados en trabajos anteriores, donda,~btienen la estadist! 

ca W para probar nomalidad de.las observaciones. 

Derivan la estadtstica W del mejor estimador insesgado de e 

(parametro de escala) utilizando m!nimos cuadrados generaliza-

dos, mediante la siguiente t6cnica: 

Sea y'• (y1 , •••••• , y
0

) un vector de estad!sticas de orden 

de la muestra, entonce• 

i • 1, 2, •••• , n. 

y utilizando m!nimos cuadrados 9enralizados se obtiene 

-1 
hi 

-1 
1' V (1 - hl.) V y e• 

-1 -1 -1 2 
1' V 1 h' V h - (1' V h) 

donde: 

1' - ( 1, 1, •••• , 1) 

V ea la matriz de varianzas y covarianzas 

vij • E(x(i) - E(x(i,>)(x(j)- E(x(j» i, j • 1,2, •••• ,n 

h1 • E<•u» i • 1,2, .•. ,n 
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Trabajando con c se lle~a a la expresi6n 

c ,. 
n(y - y1 > 

n - 1 

''Í. 

Finalmente la estad!stica W que proponen depende de c y es el 

cociente entre el cuadrado de la combinaci6n lineal de la est~ 

d!stica de orden muestral y la suma de cuadrados de 

la desviaciOn con respecto a la media: 

W= 

2 
n (y Y¡) 

(n-1) s2 

= (2.3.5.) 

n 
2 r - 2 donde S = ¿,.._ (yi - y) 

i=l 

Si bien, la hip6tesis nula estA bien e~pecificada existen dif~ 

rentes alternativas inherentes, es decir, cuando las conclusi~ 

nes a las que nos lleva la estad!stica W son de rechazar la hi 

p6tesis nula puede ser por diferentes razones, una de ellas es 

la presencia de iberrantes. Chen (1971), en su estudio réali-

zado sobre la potencia de la estad!stica W para el caso nor-~-

mal, encontr6 que ~sta es sensible a detectar no normalidad en 

.\;.' 

.. 
',·· 

, ,"\. -~· 
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muestras normales contaminadas y que por esta _r·azón es sensi-

b~e a la presencia de 'aberrantes. En consecuencia Barnett y·

Lewis proponen la estadística W como prueba para detectar abe-

rrantes para el caso exponencial, señalando que: 

Valores significativamente-altos de W indican la presencia de 

una o varias observaciones aberrantes grandes y/o una aberran-

te con valor chico. 

, 
Valores significativamente bajos de W indican la presencia de 

una o varias aberrantes chicas. 

Es.ta estadística es de 2 colas, es decir, podemos detectar "ob-

servaciones aberrantes tanto de un, lado como de otro, sin 'em-

bargo, no hay manera de saber cual o cuales fueron las observa 

cienes detectadas, s6lamente nos dice cuando la muestra fue 

contaminada con observaciones no pertenecientes a dicha pobla

ci6n, las cuales se consideran como aberrantes • 

. Algunas de las P~.opiedades de esta estadística son: 

l. Es invariante -a cambios en la escala y localizaci6n 

2. El valor mbimo que toma es l 

3. El valor mínimo que toma es (n-:1) - 2 

4. La distribuci6n de W bajo H
0 

es independiente del mínimo 
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X(l) y la media X y s6lo depende del tamaño de muestra n. 

Los valores cr1ticos de W vienen dados en la Tabla IX del Ap6!!_ 
~ 

dice. 

Ejemplo 

Utilizando los datos del Ejemplo A tenemos que: 

10(125.12 - 3.4) 2 
w = 9(260468.78) 

a 0.0632 

De la Tabla IX observamos que para un nivel de S\ repart_! 

do entre las 2 colas, .2879 es mayor que .0632 por lo -

que no rechazamos la hip6tesis de exponencialidad de las 

observaciones, razOn por la cual pode111os pensar que x( 20) 

no es aberrante. 

Criterio de Tiku 

1 

Tiku (1975) trata el problema de la detecci6n de obaervacionea· 

aberrantes planteando la siquiente hipOtesis: 

H
0

: Todas las observaciones de una muestra aleatoria de 

tamaño n provienen de la misma poblaci6n exponencial, 
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•• decir,· la mueatra no cóntiene aberran~~·· 
,. 

·e
8

_: Exiaten ,obaervaciones aberrante•, es decir, observa

cionea muy grandes o muy .pequeñas comparada• con el 

reato. 

La eatadtatica que propone es el cociente entre el estimador -

m&ximo verostmil o mbimo verostmil modificado de e, calculado 

de la muestra. cansurada1 , y el rn!ximo veroatmil de c calcula

do a partir de toda la muestra. 

Formalmente, 

Donde 

h • E(c) 
E(cm} 

en es el estimador m!ximo veros1mil modificado de e y 

e es el estimador máximo veros!mil de e 

\ ' 

1 Muestra censurada es aquel~a que se obtiene de emitir las 
observaciones con valores extremos. 
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Para el caso de la detecci6n de· la observaci6n aberrante cori -

el valor m&s pequeño, la estad1stica se reduce a la siguiente. 

expresi6n: 

T = 

n 

(n-1) L (X(i) - x( 2)> 

i=2 
n 

(n-2) [_ (Xi X (l) ) 

i=l 

(2.3.6.) 

y para el caso d~ detectar la de valor m~s grande:· 

T = 

n-1 

(n-1) <L X (i) + X fo-l) - n X (l)) . 

i=l 
n. 

(n-2) L (.hi - X (l) ~ 
i=l 

(2.3.7.) 

La distribuci6n de n-2 
n-1 T es una distribuci6n Beta con par~-

metros p = n-2 y q = l. 

Si el valor del par~etro m es conocido, solo basta reemplaza~ 

lo .por X(l) y la distribuci6n seguir~ siendo Beta pero con pa

rámetros p = n-1 y q = l. 

Para valores pequeños de T rechazamos la hip6tcsis nula, es d~ 

cit, si T es menor que el valor de la Tabla entonces rechaza--
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Los valores cr!t:icos para algunos tamaños de· mu<...:;tra y tüvel -

de significancia • 01 y • OS vienen dados en la Tab~a V del AP~!!. 

dice, sin embargo, estos son f!cilmente obtenibles ya que si -

~=~ T tiene una distribuci6n Beta con par~etros p = n-2 y 

q • 1·, su densidad es 

f(t; p, q) r (n-2+1) = r (n-2)r(l.) 

o 
(1-t) 

., (n-2) ~n-3 

y su distribuci6n es: 

X 

F (t; p, q) = J (n:-2) tn-3 dt 

• 

Por lo tanto, si que~emos los cuantiles que nos dejen hacia la 

izquierda una !rea de tamaño oC, es decir, 

los obtendremos evaluando la siguiente expresi6n para determi

nados niveles de signif:ican~ia y tamaños de muestra: 

ln 
n-2 X • e 
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' > 

Ejemolo 

Finalmente con loa datos que hemos utilizado para ilus--:

trar el uso de las estad!sticas, calculamos "el valor de -

la estad!stica para detectar si x(lOl es aberrante· y ten!_ 

mos que: 

9 

<L. x(i) + x(9 > - 10 x(l) > 

i=l 

10 

L cxi - xc 1» = 1211.21 
i=l 

Por lo que, 

T = 1.19085 

1449.52 

valor que, comparado con el valor critico 0.68765.a un ni 

vel de .05 resulta ser mayor, por lo tanto, X(lO) = 
576.54 no es aberrante. 
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El siqúiente cuadro es un resumen de las estad!sticas utiliza
das en la detecci6n de aberrantes para el caso exr-0nencial con 
2 par4metros, clasificados por autor. 

N1l'OR REFERENCIA DESCRIPCICN DE IA PR.1EBA . EsrAOisrICA 

LAURENI' 2.3.6. Prueba para detectar ·si - X - X (1) 
x<1> es aberrante 

x(n) - x(l) 

2.3.7. PrUeba para detectar si - x(n) - Xc1> 
x(n) e9 aberrante 

n(X - x(l» 

LIKES y . 2.3.3. Prueba para detectar si. - x<2> - x(l) 
KABE Xc1> es aberrante 

x(n) - x(l) 

2.3.4. Prueba para detectar si - X - X 
" x(n) es aberrante 

(n) (n-l) 
x(n) - x(l) 

SHAPIOO Y 2.3.S. Prueba para detectar si - - 2 
WILK * X(l) y/o x(n) es aberrante n(X - X(l» 

n z:. -2 (n-1) CX1-x) 

i=l 

TIKU 2.3.1. Pn:ieba para detectar si - n 
x(l) es aberrante l . 

n-1 l. (Xi - x(l) > 

i=2 
n 

~ 'L<x1 - Xc1)> 
i=l 

/ 

2.3.2. Prueba para detectar si - n-1 
x(n) es aberrante 

n1:.1Z:..<x1 - X(1)> 
i=l 

' n 

~ L<x1 - ~c11> 
i•l 

* Las estaUsticas que proponen s6lo detectan si existen aterrantes en 
la nuestra, m!s no las identifican. · 
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UN ENFOQUE GENERAL PARA LA DE'l'ECCION 

DE OBSERVACICfiES ABERRANTES 

.En este capitulo tratamos un enfoque general para la construc

ci6~ de pruebas de deteccit.l de observaciones aberrantes. Uti 

lizando este enfoqu~ se han reconstruido, para diferentes dis

tribuciones, criterios que han probado ser los m!s potentes. 

Este enfoque se basa en los estimadores de la funci6n de dis-

tribuci6n, por lo que en la primera secci6n se discute un mAto 

do para estimar insesqadamente la funci6n de distribución uti

lizando los Teoremas de Rao-Blackwell y Lehmann-Scheff~. Es-

tos estimadores se han uti'lizado principalmente en Teor1a de -

Confiabilidad para distribuciones de tiempos de falla de un 

sistema y en estimaci6n de la di'i:itribución qe una observación 

futura en Regresi6n1 • 

En la segunda secci6n tratamos los pasos a seguir para la cons 
• 

trucci6n de este enfoque y finalmente en la tercera obtenemos 

el estimador insesgado y. de varianza m1nima para el caso de 

una variable aleatoria exponencial. con 2 par~etros y se cons

truye el criterio para este caso. 

. . 1 O'Reilly (1'•75) 



-.51 -

3·.1. Estimadores Insesgados de Varianza Mtnima de Funciones 

de distribuci6n 

La estimaci6n de la funci6n de distribuci6n la determinamos, 

buscando dentro de la clase de estimadores insesgados aquf!l. 
-

que tenga varianza mtnima utilizando los siguientes dos Teore-

mas: 

Teorema de Rao-Blackwell 

Sean x1 , x2 , .••• , Xn una muestra aleatoria de la densi

dad f(x; .e) y sea s1 • s1 (x1 , •••• , Xn), •••• , Sk • Sk(Xl' 

•••• , Xn) un conjunto de estadtsticas conjuntamente suf!_ 

cientes .. sea la,estad!stica T = t(x1 , •.•• ; Xn) un esti

mador insesgado de ?'Ce). Definierido·T' por: 

entonc~s 

1.- T' es una estadística y es funci6n de las estadts

ticas suficientes s 1 , •••• , Sk 

2. = ?"(e) • T' es un estimador insesgado de 
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- , .. 

3. y.e. 

Teorema de Lehmann-Schef f~ 

Sea x1 , •••• , Xn una muestra aleatoria de una densidad 

f(x1 e).· Si S • s(X1 , •.•. , Xn) es una estad!stica •ufi

ciente y'completa y si T* = t*(s), una función des,, es 
1 

un· estimador insesgado de 7<e> , entonces T* es el 1lnico 

estimador insesgado de varianza m!nima (EIVM) de 1(e) . 

Por lo tanto si existe una estadtstica suficiente y com

pleta,. entonces existe el EIVM de F(x1 e), el cual obte

nemos del c!lculo de la esperanza condicional d~l estim!_ 

dor insesgado dada la estad1stica suficiente y completa. 

Un estimador insesgado·de F(x1 e) es la función indicadora: 

• { 01 1 [x • x) 

Si X~ X 

En otro caso 

ya que 

• !'(XJ e) 

·' 



Por lo que para obtener el EIVM ~· F(x1 e) utilizando el Teor~ 

ma de R~o-Blackwell y siendo T la estad!stica suficiente y com 

pleta, tenemos: 

~ 
• P[x 6 x] 

··-Por lo tanto E (I [x -._ xJ /T] es el estimador insesqado y de va-

rianza m!n~ma de F(x1 e) que denotaremos por 1x<x1 e). 

Como ejemplo obtendremos la funci6n estimadora de la funci6ri -

de distribuci6n del siguiente modelo: 

Sean x1 ! x 2 , ...• , xn v.a.i.i.d. segdn una poblaci6n Nor

mal con media_..)-t y varianza tr 2 conocida. La estad!sti 

ca suficiente y completa para~ es 

n 

T = Z:. Xi 
. i=l 

n 

F'cx1 1_.,J<) • P(X1 ~ x/T .. L. ·xi) 
i•l 
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. X 

·f 
-a> 

donde: 

y efectuando el cociente tenemos que: 

-CD . 

'V 

Por lo tanto F cx1 ; / ) es una distribuciOn Normal con m! 
~ n-1 2 dia A y varianza O- a- , 

Este m~todo para estimar la funciOn de distribuci6n no es el -

anico. Existen otros que tambi~n pueden ser aprovechados como 
-

son los propuestos por: Sathe, Y.S. y varde, S.D. (1969); Tate 

(1959), Abbey, S.L. y Da"id, H.T. (1970) y para el caso multi

variado: Ghurye y Olkin (1969). 
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3.2. Enfogue Proeueato 

un camino raaonable a •8CJUir para detectar •i ea~•ten Qb9erya

c 1onea aberrante• ea ,el de obaervar el cciDport.aiento 4e cada 

x1 en relac16n a •u func16n de d1atribuc16n. 

Sean x1, x2, •••• , xn •1ariabl•• aleatorlas inclepen41ente. 

e id,ntic ... nte distribu!daa (v.a.1.1.4.) aec)6n P(ar •) 

e•e. 

B
0

: Todas las obeervacionea provienen del esquema h1.pg_ 

tetizado. 

H4 i Alguna Xi pertenece a otra poblacilSa. 

El procedimiento que, a continuaci6n detallar.-oe .. resume en 

los siguientes tres pasos: 

f. Dado el esquema de inferencia .. obtiene La ••tadtatica 

suficiente a!niaal, si •• ca11pleta .... jor ya que .. 

puede obtener el,Gnico l!IVll, y se i4ent1fica la eati .. --tora de la funci6n de diatribuci6n P(•1 e). 
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. ~·~ importante .notar que •1 :11 , :12_, •••• , a
8 

aon 1Mnt:ica

•nt• d:1at.r1bu1daa, .. abtendran·, para cada :li lH func1!!, -n•• ••timador•• rtx1' .,. 

. -Se calcula el intervalo de longitud •1ni9a 11_ .6. de . -
. n 

probabiliclacl condicional 1-~ de P(:sr •), • •8. 

-Se coepara cada Xi con el ·intervalo l -. y P:lr conae-. 1--¡¡-
cuencia decime>• que Xi; u aberrante •f y .m.o •i :11~i'1_ c. 

• 
Juat.ificaci6n y comentario• al procedilliento 

Como un pri-r pa80 eata el det.enunar la funci6n eat.illlldora -
' de r<x1 e) procediaiento que ya analiaa.oa en la primera aec--

. ci6n. 

Una ves identificada la funci6n eat.iaaclora de F(x1 e), cona--

trullloa un intervalo de longitud atnilla de probabilidad 1- ~ 

y contra al cual coaparar_,• toda• la• ob .. rvacionea. sn ca

so de que la• variable• no aean idantica.ent.e diatributdaa, .e 
conatruyen loa _intervalo• Í1-..6... xi para cada r<x11•). La -

n 
raz6n por la·que la probabilidad del intervalo•• 1-~ la e!. 

pl1caaoa a continuaci6n. 

Como f'cx1 •) •• una cUatribuci6n condicionada a T y ea a par-



-..... ,. ...... ,.':: 
,.'~. 

r,. 

~ 
tir de ella que se construye el intervalo r 1_....é:..., se tiene 

n 
que: · 

- Ahora definimos 

,..... 

- ±:.... n 

-';'/ 

... ..:~"::.·, ..... 

es decir, que todas las observaciones caen en r 1 _ ~, por lo 
n 

tanto 

n 

LJcxif 
i=l 

,/ 
·- ,..,,,_..../ .. 

•( ,,, 

equivale a decir que alguna x1 no está en dicho intervalo por 
·c lo que consideramos a A como una regi6n crfti~a para probar -· 

las hip6tesis establecidas anteriormente .con una probabilidad 

de error tipo I de a lo más oC ya que 
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A manera de validaci6n ~el procedimiento se obtiene: 

P(AcHL P(XifI 1 _~J ·- T. P(Xiti 1 _~)1\ (Xj 111 _~) 
1•1 n m. n ' n 

~ con lo cual obtenemos la cota ~nferior y podemos ver que 
tan buena es'la aproximaci6n. 

Siguiendo el ejemplo tratado en la secci6n anterior, ob~ 
tenemos intervalos de la forma: 

por lo que, 
n 

P(Ac):aP( U (Xi_ f f,_~)) 
- i•l n 

n 
•P( U ( 1 xi - X 1 ~c)c) 

i .. 1 f' 

n 

=PCU clxi x¡ )c)) 

isl r 

·-; 

... ' . 

En este caso las tablas para obtener el valor c son con2 
cidas. 
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, . 3. 3. Aolicaci6n al caso exoonencial 

La.construcci6n de este enfoque para el caso exponencial está 
basada en la estimaci6n insesgada de funciones de distribución 

, como antes ya hablamos mencionado, la cual encontraremos a co~ 
·· tinuaci6n. 

Sean x, 'x2' ... 'xn v.a.i.i.d. según una poblaci6n exponencial -
con parámetros m y c, cuya f.d.p. es: 

l 
c-1 

_.}_(x-m) X ~m 
c e 

fx(x;~,c)= ., 
o otro caso 

Dada la estadística suficiente y completa T=(X(l)' f-X{l)) te
nemos que: 

Calculando la funci6n de densidad conjunta f( X(l)' y) donde , 
Y• X - x(1) obtenemos: 
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(3.3.1.) 

basándonos en la independencia de· x(
1

) y X - X(l) y en los 
resultados (Z.1.6.).Y (Z.1.7.) que son las densidades de -,. .. 
m y c. 

La funci6n de densidad conjunta de X(l) , X. - X(l) la obte 

·nemos mediante el siguiente procedimiento: 

Sea X• C.X1,X2, •.. ,Xn) una muestra de tamaño~ de una -
variable aleatoria exponencial negativa y sea X··( x1,x2 , 
.•• ,Xn-l) una. muestra de X de tamaño n-1. 

· Calculamos la densidad donde xn 

* -* * 
X(1) Y X · .x(t) son independientes •. 

n-.L,(~n-1'\) 

f 11 -• ..L. ve;, 
{~n,~1,~-i~~)= c. rc't\-1.) 

* -* * donde Y • X - X(l)' 

Para obtener la densidad f(Xn, X(1), X -X(l)) realizamos el 
siguiente cambio de variable: 

n-1 

* y 

n y + 1 ·--n-1 n-1 
donde y • X - Xc1). 
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~ . 
Hay dos casos que considerar de acuerdo a si X(l) es mayor 

o igu~l que x(l) • 

• Para el caso X(l) ~X(l) se tiene que X(l)• Xn: Y. por lo tan 
to 

n 

* * Para el caso·X(l) = X(l) se tiene que X(l)= X(l)~Xn· Y 
calculando el Jacobiano para este cambio de variable tene
mos: 

o 

n .. ----
n-1 

Por la tanto 

1 
-n-1 

1 

o 

1 

n-1 
o 

.L e-tCXn·M) . n-\ · . f\•\ 

f(~11,tc1>i'I)= e, rtn-i) . (.!lf!-) • c,,~, Y" f.¡ (XU\-Yn)l • 

e-~ [ Ctcl)·lft) + ~~1 Y .i, ~., (icri-'t11)] • ·.!1. 
l'H 

(3.3.2.) 
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· Efectuando el cqciente de densidades para obten3r la función 
de densidad condicional f( Xn/ X(l)' Y) se llega a: 

,. 

1,- ~\ \Cn:'!'.1\\ 

tltnl ~ll), ~)= 
j n-'\ 

tn-i) tl-MU~'!º~'L1. · r!t !.~ ~1\ ~K" ~ 'tul +l\'I (~.?l.~). 

'O oho t.aso 

De aqut que, 

)!QJtl'\'/ . 

P[ )(~X IT) = . ~ {.(a. J 't11>,.j--tt1>) dit 
lC. . . .. r··i =·,-lr-.l-)[t-~ 1 n l\(~-l111) 

J. 

' ft·l :: I 1- .!. 1 l t • &- '1ttl 1 
. n f\(X-~11) 

y finalmente 
o ~\ t. L. 'IJ.1) " 

"" F C>!):: Pf)' ~x. \r1 = 
X l\·t 

1- l\--kJ[1· ~i-~~] ~ 1w~X'- 1ni•n" o:~.4.) 

~ si .'1-., f.&•J+"-Y 
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Gr!ficas de la densidad condicional (3.3.3.) para algunos 
valores de n, Y y x( 1) están representadas por las siguie~ 
tes figuras: -: 

n • 5 
y • 5 

x( 1) • z 

n = 1 O 

y = 5 

X(1) = 2 .l. 
n 

IW1 
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Esta funci6n de densidad es decreciente en el intervalo 

. e xt~)' x(l) + nY] 

Podemos encontrar los intervalos de longitud mínima a par
tir de (3.3.4.) 

.. 1 - -< X - x(1) Jn-2 
n( X - x( 1) n 

y son de la forma: 

{ 
x· ¡x - x(l) 1 ~~l. 

n( X - :~Cl)) j 
(3.3.5.) 

Es imporiarite notar que el criterio conduce a identificar 
a X(n) corno la _posible observación aberrante, lo cual in
tuitivamente era de espeYarse. Expl1citamente podriamos 
tratar de obtener la disJribuci6n de: 

'· 
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1 c l - 1 c1 l U .n - -
{n) nC X - Xc111· 

que es la estadlstica de Laurent. 
to, ~o que hacemos es observar si 
sitamos encontrar la distribuci6n 
mos una aproximaci6n a 6sta. 

En nuestro procedimien--xis r,_ ~ • y no nece-
de U{n)' sirio que utiliz~ 

Para encontrar el valor de c de la expresi6n (3.3.S.) eva:
luamos la siguiente probabilidad: 

Por lo tanto 

.de donde, 

p( X• x/ x( 1), x - .x(l) )• 1 - °' n 

( 1 • +J t . X - Xé1) Jn-2 ---'--• + 
n( x - xc 1) 

X "'. X (1) [ 1 . -C J 
-v--) • 1 - exp ""Il-'2 ln ;:i

n (.-. • X ( 1) 
(3.3.6.) 

Es importante notar que los valores críticos para la distri-
X · • X buci6n de U(n) • (n) (1) de la propuesta de Laurent da 

n( X - x( 1)) 
dos en la tabla VIII del Apéndice se pueden.obtener de lar~ 
laci6n (3.3.6.). 

Por lo tanto esta aproximaci6n ~eproduce la tabla de Laurent 
y no es necesario usar la distribución de la estadística U(n). 
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Con este procedimiento solo podemos detectar observaciones 
aberrantes grandes. Si la observaci6n aberrante proviene 
de una variable exponencial con parámetros e y m+ f c (l>O) 
el criterio no la detecta. Esto es ua~ limitante al pr2 
cedimie~to propuesto y por lo tanto restringe la.aplicabi
lidad del mismo.. Sin embargo es posib~e modificarlo an~ 
lizan~o los intervalos de longitud minima. Pensamos que 
la informaci6n para poder decidir si x(1) es aberrante, b~. 

sicamente está contenida •n la distribuci6n condicional por 
lo siguiente: 

Notemos que .•. .....,. 

n ( x - x(l) ) 

es ·una medida de la discrepancia entre Xrz) Y X(l)'' 
La funci6n de di~tribuci6n tondicional e~alua~a efi x(Z) 

P. ( x(l) <: X ~ x(Z) /. T ) · nos da infomaci6n a
cerca de esta discrepancia. ,Este punto no lo tratamos -
en esta tesis. 

En el caso en que el parámetro m sea conocido se puede ver 
facilmente que el procedimiento propuesto conduce a recha
zar Ho si 

:> c 

" Z: X. 
I•• 1 

y aqu1 no se presentan los problemas m~ncionados en el pá
rrafo anterior. La estadistica antes mencionada es la -
que mas se ha utilizado cuando el parámetro m es conocido • 
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4 •. RESULTADOS 

4.1. Comparaci&l de Simulaciones 

Con el fin de hacer comparacion~s entre los criterios expues-

tos en el Cap!tulo anterior, realizamos simulaciones de tal ltl~ 

nera qu'e los resultados pudieran ser examinados entre s!-. 

Para la simulacitin se ge~eraron muestras de la variable aleato 

ria exponencial utilizando el siguiente Teo~ema1 : 

"Sea X es una variable aleatoria con funci6n de distribu 

ci6n Fx(x) y Y= h(X). 

La funci6n de distribuci6n de Y est! dada por 

= J d FX (X) 

h-l(Ty) 

donde = { Y/Y ~ y}· " 

Corolario: 

Sea X una variable aleatoria con funci6n de distribuci6n FX(x). 

Sea h(X) = FX(X) e y. 

1 Harria (1966) 
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,. 

La funci6n de distribuci6n de Y esta dada por 

es decir, Y tiene una distribuci6n unifonne en el intervalo 

(O, 1). 

Aplic.ando estos resultados para el caso exponencia~ tenemos: 

'"' P [ X ~ -e ln (1 - y) + m] 

De dmde, 

tiene una distribuci6n exponencial negativa. De esta manera, 

conociendo el valor de los parAmetros m y c y generando valo-

res para una poblaci6n uniforme en (0, 1), se pueden obtener -

muestras pertenecientes a una poblaciOn exponencial negativa. 

Para la generaci6n de aberrantes en la aimulaci6n, considera-

mes 2 tipos de contaminaci6n, uno con cambios en el parSmetro 
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de localizaci6n y otro con cambios en el parametro de ••cala. 

E•quema 1 

x1 , x2 , •••• , Xn-l provienen de una poblaci6n con paranl! 

tro de loealizaci6n m.y par!metro de escala c. 

Xn proviene de una poblaci6n con par!metro de loca~iza-

ci&\ m + Ac y miamo par~etro de escala e, con '!O. 

E•quema 2 

x1 , x2 , •••• , Xn-1 provienen de una poblaci6n con·parAm! 

tro de localizaci6n m y parSmetro de escala c. 

xn proviene de una poblaci6n con par!metro d.e escala 

Jc<J > 1) y mismo par4metro de localizaci6n m. 

rara encontrar el ndmero apropiado del total de simulaciones o 

repeticiones del proceso queremos que bajo la hip6tesis'nula -

el verdadero valor del nivel de significancia ,.,( sea aproxima-
#> 

damente igual al nivel de significancia estimado -< , para es-

"' to controlamos el rango de variaci6n de o( con respecto a -< 
dando una precisi6n deseada d y una probabilidad alta t a e! 

te evento, es decir, 
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Pr [ l~.--'I ~ d r-l (4~1.2.) 

Donde 

,. 
· -'-· nivel de significancia _estirnado 

t( nivel de significancia real 

d. precisi6n deseada 

El nivel de ~ignificancia estimada 'lo-obtuvimos de la siguien

te conaideraci6n: 

Sea xi es una variable aleatoria tal que 

{ o si no se rechaza la hip6tesis en la i-6sirna 
realizaci6n de la prueba bajo'inter6s· 

xi --
1 si se rechaza la hip6tesis 

Ya que X es una variable aleatoria Bernoulli con parSmetro 

p = .( , el estimador de .C est! dado por 

R 

L. xi 
i=l '"R 

donde R es el ntlmero de repeticiones. 

Por lo tanto, 
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• 1 ... ;.;._ 

y utilizando la aproximaci6n a una distribuci6n normal (O, 1) 

• Pr [ l•I ".¡RJ. ~-oll] 
·con una preciai6n d • .005, una probabilidad t - .95 y 

.( . • os tenemos: 

p [ lzl .&. R(.005) ] • .95 
Ja< • os> e. 9 s > 

De aqu1 que 

.¡ R <: O 5) ( • 9 5 ) 

R(.005) 
= 1.96 

Por lo tanto el tamaño total qe repeticiones del proceso •• 

R = 7299. Para la realizaci6n de las simulaciones tomamos 

R "' 8000. 

Las simulaciones realizadas, est~n enfocadas principalmente a 

medir la potencia de las pruebas, pero como se dijo anterior--
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mente, .tambiln se midieron o~ros .conceptos. 

Sea T la estadtstica de interAs con t., 'el valor cr!tico 

de T a un nivel de si9nificancia .(. 

H
0 

.la hip6tesis nula y 

Ha la hip6tesis alternativa, de la cual consideramos los 

siguientes tipos: 

l. Ha: X (1) no pertenece a la poblaci6n bajo estudio 

'~· Ha:. x(n) no pertenece a la poblaci6n bajo estudio 

3. Alquna xi no pertenece al esquema propuesto. 

Los conceptos que se midieron en la simulaci6n son: 

l. FUNCION POTENCIA 

Probabilidad de rechazar H
0 

dado que es falsa 

P 1 = P~ l T > t_. j Ha] (4.1.3.) 

2. NIVEL DE SIGNIFICANCIA 

~l nivel de si9nificancia lo obtuvimos como control . 

con el objeto de revisar el comportamiento' de la 
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prueba cuando."l•• muestra• no contentan aber~antea. 

Prqbabilidad de rechazar H
0 

dado que es cierta 

P2 • ~r [ T > t .. /H
0

] (4.1.4.) 

3. PROBABILIDAD DE RECHAZAR 80 Y DETECTAR LA OBSERVA--

CION CONTAMINANTE 

. Este caso es diferente a la funci6n potencia pues se 

puede rechazar H
0 

dado que es falsa y no detectar la 

observaci6n que proviene de otra poblaci6n. 

La medíci6n de estos conceptos se obtuvo mediante la ayÍidá de 

los siguientes 3 contadores 

l.- El primero controHS el nllmero de vecés que la prueba bajo 

interés detectó correctamente una aberrante dado que la -

muestra si conten1a. 

2. El segundo contador llev6 cuenta del nllmero de veces que 

la pr,ueba utilizada detectó incorrectamente una aberrante 

dado que la muestra s!'contenta. 

3. Finalm~nte, el dltimo que se utilizó para contar el ndme

ro de veces que la prueba bajo inter~s no detectó la abe-



~rrante dado que la muestra s1 contenta. 

.. , . ~ . 

La potencia de la prueba la medimos a partir de la suma del 

contenido de los 2 primeros contadores entre el total de repe-

. ticiones, el nivel de si9~ificancia a partir de la suma de es

tos 2 contadores tambi~n pero cuando no generamos aberrantes, 

y el error tipo Ii a partir del tercer contador entre el total 

de repeticiones. 

A continuaci6n anexamos las Tablas y Gr6ficas de la potencia -

de la prueba parn ~odos los criterios. 
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POTENCIA DE LA PRUEBA 

Esquema 1 

Muestras generadas con par&netros m•O y·c·l 

Observaci6n aberrante generada con par&netro de localizaci6n 

msJc y par!metro de escala c•l 

~ LIKES O' REILLY SHAPIRO 

o .04838 .05050 .94913 .04988 

1 ~ 0302 5 .02962 .0~175 .04775 

2 • 06275 .06100 • 05988 .04488 

3 • J l 538 .11238 .11663 .06625 

4 • J 79 8 8 .17650 .18100 .10813 

5 .25475 .24388 .25988 .15275 

N=15 

TIKU LIKES --· O' REILLY SHAPIRO 

o • 04813 .04813 .04950 .04900 

l ·03637 .• 03900 • 035 37 .04988 

2 -03775 .03813 .03975 .03563 

3 ·07475 .06925 • 07563 .04650 

4 .16113 .15125 .16763 .09262 

5 .30313 .26950' • 32075 .18787 



POTENCIA DE LA PRUEBA 
ESQUEMA I 

MUESTRAS GENERADAS CON PARAMETROS •SO Y c•I 
OBSERVACION ABERRANTE GENERADA CON PARAMETAO O! 
LOCALIZACION "'+be y PARAMETRO DE ESCALA e• 1 

·'º 

.20 

.15 / ,· ,. 
.1· 

.10 

.05 

N•5 
o 

~ o 
--TIKU .04831 ·O 302S 
-LIKES .05050 .02962 ------o· REIU..Y .04913 .03175 
--·- SHAPIRO .04988 .04775 

2 

·81275 
.06100 
.05988 
.04488 

,·' 
;· 

·'' 

3 4 

.U531 .nua 
.11238 .1765.D 
.11663 .18100 
.06625 .10813 

5 

.25475 
,24388 
.25988 
.15275 

"'· 

I ,. 
• I • 

I ,. 
' . 
I 
• I ·"'· 

·-·-· 
..... 
' o z 3 .. s 
.... ,1 4107 41171 .un1 

·'•" 1 
•HIU 

.04813 .03900 .0381) .Olt25 .15129 .Ht!IO 

.04950 .03537 .03975 .07563 • 16761 .)2071 

.04900 .04988 .03563 .04650 .09262 .18787 

- ?f... -!: .,. 
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_,. POTENCIA DE LA PRUEBA 

- . 

Esguema 1 

·.•, 
Muestras g.eneradas con parámetros m•O y c=l 
observación aberrante generada con parámetro de locali :z.ac i6n 
m• e Y parámetro de escala c=l. 

-N•5 
TIKU LIKES SHAPIRO 

-5 .97100 
~ 

.87775 .96138 

-4 .91900 .90263 .77063 

-3 .81000 .78088 .60388 

-2 .56563 .53863 .36763 

-1 .21463 .21050 ._ 12925 

o .05225 .05150 .• 04988 

N•15 
TIKU LIKES SHAPIRO 

·5 .99325 .99288 .98638 

·4 .97738 .97738 .96413 

·3 .93688 ,93663 .90350 

-2 .83738 .83425 .74013 

- 1 .57375 .55838 .35763 

o .05388 .05113 .04900 



POTENCIA QE LA PRUEBA 
ESQUEMA 1 

llU[STlt&S QEN[lt&DAI CON 'Alt&METltOI ••O Y a• I 
OllSERVACION Al[ltltANTt GENERADA CON ,AMMlTltO DI 
LOCALIZ&CION • + ~e ., PllR&M[TRO DE ESCALA e. 1 

1.00 

.90 

... 
.80 

.70 

.60 

.so 

.40 

.30 

.20 

.10 

... , 
o 

' -5 

'· '· 
\ 

-4 

'· '. 
\ 

-3 

\ 

\ 
\ 

\ 

-z -1 o 

-- TIKU .'7100 .91900 .11000 .!1656S .1146) .09225 
- 1..111u .uu1 :?ozu .11011 .1uo .une . .,,,, 
-·-·- SHAPlllO .111TS .T10U .60311 .SITO .IUZ1' .04191 

"''' ' _, -· -s -· •I o 
.w:szs .tfnl ··- .15751 .11515 ·º"" ·"'" .11111 ...... ...... ,HHI .. .... ' .... ,. .H41S '°"º • ?4015 •• 

.,., 
-78-
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POTENCIA DE LA PRUEBA 

Eaguema 2 

Mueetras qeneradaa con par!metros m•O y c=l 

Ob•~rvaci6n aberrante qenerada con par~etro de localizaci6n 

m•O y parametro de escala e/,. 

N•S 

j ~ ~ O' !IBILLY SHJ!..PIRO 

1 .04838 .05050 •. 04913 .04988 

2 ·.07138 • 07013. .07163 .06563 

3 .11838 .l.1475 .11838 .09488 

4 .17175 .16512 .17525 .12950 

5 .22250 .21387 • 22s·25 .17275 

6 .27112 .25837 .27388 .20900 

7 .31275 .29962 .31488 .24825 

8 .34625 .33663 • 3 4988 .2S250 

9 .38100 .37088 .38200 .31438 

10 .41488 .40313 • 41800 .34388 

11 ."448 50 .43363 .45150 .37063 
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POTENCIA DE LA PRUEBA ·~ 

Esquema 2 

Muestras gener~das con par!metros m=O, c=l 

Observaci6n aberrante generada c~n par!metro de localizaci6n -

m=O y par!metro de escala eJ. 

N=lS 

J TIKU LIKES O' REILLY SHAPIRO 

1 .04813 .04813 • 04950 .04900 

2 • 07663 • 07388 .07850 .06675 

3 .13912 .13075 .14588 .12125 

4 • '204 7 s .18950 .21400 .18088 

s •. 27238 .24987 .28112 .23975 

6 • 33163 ~30375 .34200 .29375 

7 • ·38100 .35775 .39463 • 34.400 

8 .42863 .40338 • 44100 ' 
.38738 

9 •. 46825 .44075 .48175 .43075 

10 • 50363 ;.47400 • 51988 • 46400 

11 • 53538 .50863 .54788 .49888 

_.,--.----



eQTE~~IA DE LA PRUEBA 
ESQUEMA2 

MU t:SlftAS 8f:NUADAS CON PAltAMt:TltOS ••O Y e• 1 
OHEIWACION AHltltANTI RNIRADA CON PAllAMltTRO DC 
LOCALIZACION ••O Y PMAMITltO DE ISCALA e • 

TIKU LIKH O' ltllLLY IHAl"IM> j 1 1 1 il 1 1 1 1¡11 1jij1 d1 il 1 1 I - ,-·-·-
' N•S 

JO .40 .50 

·04UI .ososo .04913 ·,04918 1 

.OlUI .07015 .07115 .OfSHJ 2 

,,,IH .11475 .llHI .09411 J 

. nn1 .1•s12 . • 17525 .12950 • 
.u·ue .21581 .22!12!1 .1n1s ·s 

• Ztttl .25851 .2n11 .20900 • 
.31211 .Z9HZ .Jl488 .z41zs 7 

.ueu • 'S:SMJ .'S49U '.28250 • 
.,., .. .'SlOM .sazoo .514SI 9 

" .. , ... .40SIJ .4tl00 .34588 'º 
·•HI .43'SH .4!USO .:S70IJ 11 

' 
N•IS 

.... u :0411j .04950 . 04900 : ·~ .. 

.n1u .01511 .07850 .OM7S 2 

. t:llll .15015 .14511 .12125 ., 
;21•11 .11950 .21400 .11011 4 

.nu•· .24911 .HllZ .2'St7S 5 

.u1u .50'575 .34200 .29'75 6 

;,., .. .:ssns .:SM'3 .54400 1 

.0111 .40JJI ,44100 .!1151 • 
.41111 .44011 .41111 .4MJ15 9 

.11311 • 41400 ...... .4MOO to 

.nsn .SOIH .54711 .4- 11 
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4.2 Resultados 

Para la detecci6n ·de observaciones aberntes· grandes 

en muestras ¡eneradas con el esquema 1 (modificac~6n . . 
del parámetro de localizaci6n)~ obtuvimos los Ji--

quientes resul~ados: 

Para el criterio de Shapiro encontramos que el ni-

vel de significancia estimado ,Para muestr.a!i de ~am! ,.. 
fto N•S es ~ • O. ~4988 y para muestras de tamafto .. 

es tA • O. 049 cuya diferencia con el valor 

real de ~ • .OS es pequefta. Estadísticamente esto 

significa que la prueba de hip~tesis Ho: .( • .OS no 

se rechaza. 

Este criterio no resulta ser tan potente como los -

criterios de Likes, Tiku y el de O'Reilly. 

En el criterio de Likes encontramos que para los d! 

ferentes tamaños de muestra 5 y 15 el valor del.ni

vel de significancia estimado es muy parecido al -

real y su potencia para un valor de .(. 5 y N m 15 

es O. 2695. 

El criterio de Tiku demostr6 tener para muestr~s --
"' ,. de tamafto 5 y 15 un nivel de ~ • 0.04838 y~ ~o.04813 

\ ~ .. 

,. 
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respedtivamente, por lo que la regi6n crítica podemos . 

decir que es de tamafto ~ al igual que .en el criterio 
\ 

de Likes. 

Finalmente el criterio de O'Reilly demostr6 ser el m~ 

jorqué los'anteriores criterios en este caso. Para 

éste, el válor estimado de.( es ~ • 0.0495 y la po--

tencia para J ,.; 5 y N • 15 es 0.32075. 
/ 

Este crite-

rio también demuestra tener una regi6ncr!tica de ta

mal'io o( • 

Para la detecci6n de aberrantes chicas en muestras g~ 

neradas con el esquema J obtuvimos los siguientes re

sultados: 

El criterio de Shapiro mejora para la detecci6n de --

aberrantes chicas. El nivel de significancia para -
A 

m~estras de tamafio N • 15 es ~ • .049 que estad!sticf 

mente es muy parecido a -< , y la potencia para I •- 5 

y N • 15 es 0.98638 que casi es la potencia máxima. 

Para el criterio de Likes encontramos 9ue el nivel de 

significancia .estimado para el caso de detecci6n de ª 
,. 

berrantes chicas, en muestras de tamafto N • 15 es ¿ • 

0.05113 y la· potencia para J • -5 y N • 15 es 0.99288 

que al igual que la potencia de Shapiro es bastante -

alta. 



El.criterio de Tiku resulta con un nivel de significan-
,. 

cia estimado .( • O .05388 para N • 15 que también es -

muy parecido a -< •. 

Para la detecci~n de observaciones aberrantes grandes 

en mues~ras ¡eneradas c.on el esq.uema 2 (modificaci6n 

del parámetro de escala), ·llegamos a los siguientes -

resultado:¡: 

Tanto el criterio de Shapiro,Likes, Tiku y O'Reilly -

tienen un nivel de significnncia ~stimado que estadf! 

ticamente es muy cercano a ~ , por lo que podemos de

cir que estas pruebas tienen una·regi6n cr!tica de t~ 

mafl.o .( • 

Como observamos en las gráficas del esquema Z en orden 

de menor a mayor potencia, los criterios siguen la si-

guiente secuencia: primero el de Shapiro en segundo 

lugar el de Likes, en tercero el de Tiku y finalmente 

el de O'Reilly. 

Estos criterios reportan una potencia para J •11 y 

N • 15 de 0.49881 el de Shapiro, 0.50863 el de Likes, 

0.44850 el de Tiku y 0.54788 el de O'Reilly. 
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-.. -·,- ....... 

. . . 

' .-Y 

. . ... 

CúNCLUSIONES 



-as-

CONCLUSIONES 

El cr~ terio de Laurent para detectar ob·serváciones aberran
tes chicas demuestra que el valor del nivel de significan-
cia estimad~ es~• .50013, por lo que concluimos que esta 
prueba ·no tiene una regi6n cr_ttica de tamat\o ~ , mas a<ln, -
la-potencia de la prueba no aumenta y por lo tanto este cr! 
terio se descarta para la detecci6n de aberrantes c:hfcas. 
Para la detec:c:i6n de aberrantes grandes, como hemos visto -
coincide con ~l c:riter~o de O'Reilly. 

El criterio de Shapiro.es la <lnica prueba bilateral propues
ta y si la hip6tesis aiternativa es que las aberrantes pro-
vienen del esquema 1, es decir, con cambios en el par4metro 
de localizaci6n ni por m+ tic con 6 ~ O, este criterio es bu~ 
no a pesar de que no tiené tanta potencia como otros. 

El criterio de O'Reilly est4 implicando una hip6tesis aHer 
nativa que descarta.la posibilidad de detecci6n de aberran
tes chicas como ya se vi6 en el capitulo anterior. 

Para la detección de aberrantes grandes y si la hip6tesis -
alternativa está especificada es decir, las aberrantes son 
gener3das ~or cambios en el parámetro de localizaci6n m por 
m + .§ c ( .S? O) o por cambios en el par4metro de escala c 
por J e ( 4~ 1) es recomendable utilizar el criterio de 
O'Reilly. 

Para la detecci6n de aberrantes chicas donde 6stas son ge
neradas por cambios en el parámetro de localizaci6n m por -
m +d c (6(0) es recomendable el criterio de Tiku. 

El criterio de Shapiro también se recomienda su uso para d~ 
tectar aberrantes t3nto ~randes como chicas; al igual que -
el de Likes. 
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Finalmente el Gnico criterio 9ue d~scartamos es el de 
" Laurent para la detecci6n 'de áberrantes chicas. ,,' 

/,,-' 
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T A. B t. A r 
VALORES CRITICOS ARA LA ESTADISTIGA 

DE PEARSCN Y HANDRA SEKAR l 

Nivel s de Si nif icancia 
n ~ . l U· 

l.l l. 5 l.1 
4 l.46 ·l .48 1.49 
s l.67 l. 71 l.75 
6 1.82 .l.89 1.94 
7 l.94 2.02 2.10 
8 2.03 2.13 2.22 
9 2.11 2.21 2.32 

10 2.18 2.29 2 .41 
11 2.23 2.36 2.48 
12 2.29 2 .41 2.55 
13 2.33 2.46 2.61 
14 2.37 2.51 Í.66 
15 2.41 2.55 2. 71 
16 2.44 2.59 2.75 
17 2.47 2.62 2.79 
18. 2.50 2.65 2.82 
19. 2.53 2.68 2.85 
20 2.56 2.71 2.88 
21 2.58 2.73 i.91 
22 2.60 2.76 2.94 
23 2.62 2.78 2.96 
24 2.64 2.80 2.99 
25 2.66 2.82 3.01 
30 2.75 2.91 
35- 2.82 2.98 
40 2.87 3.04 
45 2.92 3.09 
so 2.96 3.13 
60 3.03 3.20 
70 3.09 3.26 
80 3.14 3.31 
90 3.18 3.35 

100 3.21 3.38 

T = x(nl - x 
n s 

Tl = 
x - X (l) 

3 

1 . Grubbs ( 1969) 



n 

3 
4 '· 

5 
6 
7 
8 
9 

10 
11,-
12 
13 
14 
15 - 16 
17 
·10 

•'19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 

s 2 
n 

~ 

s 2 
1 

52 

1 Grubbs 
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T A B L A II 
VALORES CRITICOS PARA LA ESTADISTICA 

DE GRUBBS. l 

Niveles de Signif icancia 
1% 2.5% 5% 10% 

.0001 .0007 .0027 .0109 

.0100 .0248 .-0494 .0975 

.0442 .0808 .1270 .1984 

.0928 .1453 . ~ 1 .2032 .28.26 

.1447 .2066 .2696 .3503 

.1948 .2616 
\ 

.3261 .4050 
.2411 ·.3101 - ' .3742 .4502 
.2831 .3526 .4154 .4881 
.3211 .3901 .4511 .5204 
.3554 .4232 .4822 

,, 
.5483 

.3864 .4528 .5097 .5727 

.4145 .4792 .5340 .5942 

.4401 .5030 .5559 .6134 

.4634 .5246 .5755 .6306 

.4848 .5442 .5933 .6461 

.5044 .5621 .6095 .6601 

.5225 .5785 .6243 .67 30 

.5393 .5937 .6379 .6848 

.5548 .6076 .6504 .6958 

.5692 .6206 .6621 .7058 

.5827 .6327 .6728 • 7151 

.5953 .6439 .6829 .• 7238 

.6071 .6544 .6923 .7319 

n-1 
2 L (X(i) - x > n 

i=l 
n 2 

L (X(i) x> 
i=l 

n 
2 

L. (X(i) - x1> 
i=2 

n 2 
L (X(i) - x> 
i=l 

(1950) 

. 



n 

3 
4 

5 
6 
7 

8 
9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 
17 
18 
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TABLA III 
VALORES CRITICOS. PARA LAS ESTADISTICAS 

DE DIXON1 

Niveles de significancia 

criterio 10\ 5\ 1\ 

X2 - x1 
r10• .886 .941 • ,988 

xn - x, .679 .765 • 88.9 

X . -X . 557 . .642 .780 
1 ·O n-i .482 .560 .698 

r10 
,. 

xn - xl 
,434 .507 .736 

-
, •, ~ ~. 

. ~2 x, 
.479 .554 .683 -
.441 . 512 .635 

r 11 
.. 

xn-1 - x, .409 .477 .597 

X - X n-1 1 n 
r 11= 

xn - Xz • 
X3 - x, . 

r21 = .517 ;576 ,679 

xn-1 - X ,490 • 546 . 64 2 
1 

.467 . 521 .615 
1 xn - xn~2 

r21 = 

xn - xz' 

X3 - x, 
r22• 

.xn-2 - x, .492 .546 .641 

.472 • 525 . 616 

.454 .507 .595 

.438 .490 ,577 

. 424 .475 . 561 



n criterio 10\ 5\ 1\ 
X -n 

19 r22 • 
- X3 . 

.412 .462 .574 
20 xn 

. 401 .450 .535 
21 .391 .440 .524 
22 .382 .430 . 514 
23 .374 .421 .sos 
24 .,367 .413 • 497 
25 .360 .406 .489 

·• 

. Grubbs (1969) 



5 

1' 1.34 
5\ 1.05 

1% 
5% 

t 

.:gz. 

T A B ¡; A IV 
. ...... 

,;,.t 

VALORES CRITICOS PARA LAS ESTADISTICAS 
DE FERGUSON l ' 

Niveles de Significancia Para 

n . 
10 1.5 20 25 30 35 

1.31 1.20 1.11 l.06 •. 98 .92 
• 92 .84 .79 .71 .66 .62 

Niveles de Significancia Para 

n 

5 10 15 20 25 so 
3.11 4.83 5.0tt 5.23 s.oo 4.88 
2.89 3.85 4.07 4.15 4.00 3.99 

n 3 L. (Xi - Xl 

40 

.87 

.59 

'b 
2 

75· 

4.59 
3.87 

Fi ... ¡; i=l 
2 

[ f c., - Xl ~ 
i=l 

n 4 

L. (Xi - xl 

b2 .. i•l 
n 

f)j [ bx~ 
1=1 

l Grubbs (1969) 

~ 

so 60 
.79 • 72 
.53 .49 

. 
100 

4.39 
3. 77 
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TABLA V 

VALORES CRITICOS PARA LA ESTADISTICA 
DE TIKU 

-. 

é'· 

Niveles de Significancia 

·n 1% Si 

5 .2154436 .3684031 

10 .5623413 .687656 

15 .7017038. ' .7941833 , 

20 .7742637 .8466824 

n 
l L. (Xi - X (1)) n-l 

i=2 - n 
l L (Xi - Xc1>> n 

i•l 

n-l 
1 r_ (Xi - x<1>> ñ=T 

Tn • i=l 
n 

1 Z:<x1 - Xc1>> n 
i•l 

., . 

.. ,1 
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' ~· 

TA B L'A ·VI 

,, VALORES CRI'l'ICOS PARA LA ESTADISTICA 
· ·..,~:-..~·J DE DIXON l 

'• 

\ ' 

Prueba para· una Observaci6n Aberrante 
Chica en una Muestra Exponencial 

lliveles de Sic¡nificancia 

n :>• u 
3 0.905 0.980 

4 0.618 0.808 

5 0.429 0.618 

6 o. 316 
' 

0.479 

7 0.246 0.381 

• o .198 . ·. 
·).. .-· 

0.312 

9 0.165 0.262 

10 ·0.140 0.224 

11 0.121 0.194 

12 0.106 0.171 

13 0.094 0.152 

14 0.085 0.136 

15 0.077 0.124 

16 0.070 0.113 

17 0.064 0.103 

18 0.059 0.095 

19 0.055 0,088 

20 0.051 0.082 

l Barnetty Lewis (1977) 

! .'•' ·' "~·' 
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T A B L A VII 

VALORES CRITICOS PARA LA ESTADISTICA 
DE DIXON l 

Prueba para una Observaci6n Aberrante 
Grande en una·Muestra Exponencial· 

Niveles de Signif icancia 
,.-... -

-
n St 1\ 

3· 0.974 0.995 -
4 0.894 0.957 
5 0~830 0.912 
6 0.782 0.875 
7 o. 746 '0.845'+ 

8 0.717. 0.821 
9 0.694 0.800 

-
10 0.675 0.783 
11 o .'658 0.768 -
12 0.644 . o. 755 .. 
13 0.631 0.743 
u 0.620 0.733 
15 0.610 o. 724 

-
16 0.601 e. 715 
17 0.593 0.707 
18 0.586 0.700 

" .. " 

19 0.579 0.694 
20 "· 0.573 0.687 ~ 

" 21 0.567 .. o .682 

i Barnett y Lewis (1977) 
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TABLA VIII 

VALORES CRITICOS PARA LA ESTADISTICA DE 
LAURENT1 

\ ~ 
l 

... 

.,/ .. \ 

Ni~eles de significancia 

,. 

3 4 s 6 7 8 Q 

.95000 .81743 .70760 .'62894 • 55907' .50741 

• 9950.0 . 91 ZZ6 .80428 .78853 .72170 .66410 .61517 

' 

'1 

.. 

"1 ' 

. " 

1 Laurent(1962) 

-.\$ 

• r 



-, 'U 

n ; 

3 
4, 

5 

6 

7 

·0 

,9 

10 

12 

14 -
16 

18 

20 

30 

40 

so 
60 

' 70 

BO 
90 

100 

\ 

·r .. ~1-,., 

T A B L A IX 

''·J .... 
. J .. ,. 
i\ 

' .~; 

r .~ t-

VALORES CRITICOS PARA LA ESTADISTICA' ,. '"-

DE SHAPIRO Y WILK -

' Ni'leles de Significancia -
- l\ 5\ 95¡·· ~9% .. 

0.254 0.270 0.993 0.9997 
''··' 

0.130 0.160 0.858 0.968 
' 0.0905 0.119 1 0.668 . o. 860 .. 

0.0665 o .0956.! 9.509 0.678 

0.0591 0.0810~ 0.416 0.571 
... 

0.0512 0.0710 0.350 0.485 

0.0442 0.0633 
.. 

0.300 0.401 ' 

0.0404 0.0568 0.253 0.339 

0.0358 0.0494 0.202 0.272 

0.0317 0.0428 0.165 0.213 

o .0280 0.0374 0.136 1 0.177 

0.0250 0.0332 o .116 0.148 

0.0227 0.0302 0.100 0.129 

0.0164 0.0213 0.0593 . 0.0719 

0.0131 0.0164 0.0414 0.0499 

O .Olll 0.0137 0.0317 0.0360 
' 0.0095. 0.0117 0.0252 0.0291 

0.0084 o .. 0103 0.0209 0.0241 

0.0075 0.0091 o. 0177 0.0205 

0.0069 ' 0.0082 0.0156 0.0176 

0.0063 0.0074 0.0139 0.0153 

1 Barnett y Lewis (1977) 
Una tabla más ~a~~leta estA dada por Shapiro (1972) 

.,_, 
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