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INTRODUCCION

~Uno de los problemas més 1nteresantes e importantes dentro
de la feoria de redes es el de determinar el valor del fluJo
méx1mo que puede ‘ser transportado de una entrada s a una sa~"

lida t dadas en una red.

Encontramos que és’tan vastaila,literatura de'flujos en
Rédes que exiéten diferentes forhulaciones del problema de
, jlujo méximo en uné red, asi como muchas y muy variadas las
‘aplicaciones que se pueden‘dar.

Debido a esto el eStudio'de teoria de redes en este cam-
po se ha extendido rapidamente durante los filtimos afios,te-
niendo como estimulo el gran désarrollo y la rapidez de iaé_

méquinas computadoras,

En el presente trabajo hacehou una formulacién al proble-
ma de Méximg flujo Minimo Costo basandonos en los conceptos
fundamentales de teorfa de redes.

Proponemos una solucién a este problema en dos‘partes:

1) Determinar el flujo miximo dentro de una red.

i}j Minimizar el costo de transporte de un flujo.




LR

en forma de subrutinas y se aplica a dos ejemplos.




Para 1a solucién de (1) utllizamos el algoritmo de FORD-

\“fFULKERSON, y para la solucién de (ii) utilizamos un algoritmo jf

“,}:basgdo en:la determ;naclén_de circuitos pegatlvos.

"E; aesarrollb,del tfébajo'és‘de-la”siguienté manera‘:‘
,Primeramenté introducimos los cbnéeptos‘fundamentaies de
‘teoria de Redes‘ési como las bropiedades de laé gréficas,que;
1nos serv1rén mAs. adelante como herramienta para plantear for—"
malmente desde el punto de vista matemétlco nuestro problema.
En seguida. se describe el algorltmo usado para resolver
el problema de flujo m&ximo. En la seccibn siguiente se desa-
rrollan los procesos de construccién de una red incremental

asl como de la deséomposicién de un patrén de flujﬁ.

Esta seccibn contribuye a una mejor comprensibn del funcio-

namiento del-algoritmo usado para minimizar el costo de trans-

portac16n de -un- flujo dicho algorltmo esta basado en la deter-
minacidn de circuls og negatlvos dentro de una Red a través de

los cuales se va c;smlnuyendo el costo de transporte,

En seguida se dénel planteamiento del problema de FLUJO A
COSTO MINiMO y,sefdescribe el algoritmo utilizado para su sb-
lgcién(algpriﬁmd de Floyd).

Finalmeﬁig se da el proceso de Maximo-flujo Minimo-Coslo

programado siguiendo el proceso descrito en la seccién 6.1 _
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_ LISTA DE SIMBOLOS

g

- Gr&fiéaxr'

Conjunto de arcos

Matriz de Adyacencia

Conjunto, de vértices

© Matriz de incidencia

: ;
i-ésimo arco

s

arco con direccidn x a y
Conjunto de correspondencias =
Conjunto de vértices Xy
tales que (xi,xj)e A

Conjunto de vértices X

‘talcs que (xj,xi)e A

j=tsimo arco

i-écimo vértice

Fuente(entrada) de una Red

Vbcposito(salida) de una Red

Red
Furcidn de correspondencia
de A en R

Capacidad del vértice x



:?‘Capac1aad del arco (Y;y)k:; ah
”fVector de fluJO ﬂ"“ '
§ (rl,fa,...,f)

'“'; F1u3o en’el,arcoai

‘bf(k;y)” f f_: [ f5,wf-;”; - 11:' f'r1u3o en el arco(x,y)
S i . f(x,y) = ?(x,y)

(Y;§)v ff” * j‘ff;fg;;lfA j-v'{_‘,-Corbe que separa a s de t

| Bds ‘ en una red dada.
o(y;T)y bié:  f?.; : »2' Capacidad del corte (;?)
. E(Y;?) 5 ik_[”H 5i£7 :le {,f';v: Flujo dél corte (Y;¥)
Sy 5 - ; jﬁfg .:Tv‘f':‘>' Cosﬁo en el arco (i,3)
ce(xyy) , " ““ S . ';’ Costo en el arco (x,y)
C ;[piﬂ ’~f ':,~f ;lk ; ~‘_i’>  Hatriz de costos‘ménimos
‘9‘2[?iﬂ : ’»f ';T~ ‘  | tiatriz de caminos minimos
| 7 | : LR : Circuito |
c(d) S 7 , o Costo del circuitn
n e "~ n@mero de nodos de una red
.oom , | ' nfimero de arcos de una red
Gu(ﬁ) ; ' Red incremental

v s ~ valor de un flujo




 1.- GRAFICASI- Definicién . = S

?f. Una graflca es una colecc16n de puntos llamados verﬁlées;;} ¥mf
denotados por xl,xa,...,x los cuales ‘forman el congunto X ;
if y una colecc16n de 1ineas al,aa,...,a' las cualeb forman elivﬁ
- congunto A; tendremos que cada 1fnea del congunto A une a
' dos puntos del conaunto X dichos puntos pueden ser dlferen-  e

tes 0 coincidir en un mismo punto.

Al referlrnos a una graflca la denotaremos por G —,(A A).
©5i las lineas de A tlencn una dlrecc16n(usua1mente 1nd1-

B cada por una’ flecha) seran llamadas arcos y la gréafica for—

mada sera llamada grafica orientada (fig 1.1).

FIGURA 1.1




oL
Si las 1ineas del conaunto ‘A no tienen orlentac1on seran ,.J

illamadas eJes y 1a gréflca formada sera una gréflua no orlen—

- tada (flg l 2)..,v

FIGURA 1.2

VOcasionalmenté se puedenVCOnsiderar tambiénrgréfi;as mixtas ‘
en el caso en el que algunas lineas del conjunto A estén diri-
gidas,pero otras no. ’

| El orden de una gr&fica G = (X,A) es igual al nfimero de ele-
mentos de X.

Dado un arco de la forma (x,y) se dice que,X,es la extremi-

dad inicial del arco, e y es la extremidad final ;entonces el _

~sentido de un arco estard dado por la direccién del primer -



'fvértice a segundo. A51 en la fig 1.1 (X1»Xa) se refiere al Lo

‘f:arco al y (xa,x ) al arco a3 ‘ e "i“! o

 Otra élternativa para déscribir‘la»direccién en gréficés“

 n‘f“orienfédas es asociar al conjunﬁo de vérﬁices X una funci6n~j‘i
"';1\,'la cﬁal muestra como los vértices estan relacionadds unoé
- a otros. T es un mapeo del éonjunto X'en‘X,la gréfiéa se de-
nota ahora por G = (X,T). S o

En el ejemplo de la flg 1.1 tenemos: o
:1\(xl :,[xa,xjg i.e. x2,y X3 son 1os vértlces finales

de los arcos cuyo nodo 1n101a1 es Xy

1\(x2) - {xj,xq} 7 | ~ o i

A~ ‘
\(%):P%JW%} | .
1\(xh) = ~ donded denota al conjunto vacio.

En el caso de grAficas nb orientadas y gr&ficas mixtas la
funcién T se aplicari a una gféfica orientada equivalente,en
la que cada eje sera remplazado por dos arcos en dilrecciones
opuestas,

Aplicando lo anterior al ejemplo de la fig 1.2 tenemos :

1\(x1)A;§x4,x3} T\(xe) = X, ete,

En general definiremos

T\(xi) = { xje‘x \ (ii,xj)e A} i.e el conjunto 1\(xi)



: Jeété fdrmédd por ‘todos lds vé}tices kJ‘que astpn en X tales '\' ‘

2

fnuue—iormen un. arco de la’ forma (x ,xJ) contenldo en A

o A51 mismo ;I xy ) {.7 f X‘ (x (%) € A] o

),\\

(x ) es la func16n' nversa'de 1\
ﬁn la- flg 1. 1 tenemos '
(x3) = kxa,xl,xj}
En gréflcas no orientadas tendremos que :

\ (x)-\(x )Vx € X,

flo anterlor es’ debldo a que a cado arco no orlentado le aso—i
ciamos dos arcos orlentados en direcciones opuestas 351 el con-,
juntns de nodos finales respecto al nodo X3 esrlgual al conguntoj;

de nodos iniciales respecto al nodo X;

njemplo

) . Envla fig 1.2 tenemos que: S ‘ o
Tog) = x5, N A
For lo tanto T (x)) (x )

oL ) ~ .. . .
Cuando la funcién t no se aplica sobre un Gnico vértice

sino oobre un conjunto de vértices, sea el caso de A '{Xl’XZ’

...,,q}tundremou lo siguiente:
T = U MUt T ixg)
oo para la grafica de la fig 1. 1 ™ ({ X1 %, } ) = {xB,xa}

ACTLER IR EEIE TN




C1.1 GAVINCS Y CADENAS

Una cadﬁna es una sucesxor de arcos é“cjes'(aj,a;;;.s,ai‘},'
’ 4o I

‘1,...,a ) ta] que Aa eytrvmlda final del arcb“ai‘cuincié

«

'”fde con una extremidad el arco a1 y Ta otra extremidad coin-

cide con unavatremidad del arco ai_l.

Asi,si dados dos vérii es xi,xj oi eriste una cadena de la

donde una extreridad del arco a;

fOI‘ma (a‘,a'tji lf’),‘.’ J l"i

- es X;, y una cxtremidad del arco a, es ¥ :ntougnsrdiremﬂs que

i1 ; ) | R
LStO una\dadena que unc¢ a ]os Vé:LiCug Ll,Xj.

Hojes necesario qué la‘ofientacgén gue ticnen los arcos de la
graflca sea la risma que la c.-icntacién de la cade ena;por ejertlo
en la fig 1.1 \al,u az) cs una cad no.

Una cadena que no conlicne dos veces ol riosro arco se dbnomi¥
ﬁa CADENA SIVPLE ¥y uﬁa cadacna que no pasa Lo vaces por 21 mismo
vértice se llama CAD %A Ll WTAL. |

Ljempios pafa la fig 1.1 ; -

.

.

(al,a7,a ,a6 no es una cadena.
(a],aq,az,ﬂ“,a?) es una cadena,pero noe s simple ya oue contlene

R 3
dos veees ol arco a., tampoco ¢ tia cadena clerental ya que

asa dos Vecoes oor 5 vértices 1., O
P d v wor 1os ti : ;

; 5
(a;,a¢) es una cadena siupte y ¢lementa
J

CUtilizanco ahiora el concepto do cadena definido antoriormente

diremos:
© afica Conexn ol dadog cualesquicra
(X,A) cs una gr

dos vértices Xi’xj siompre exlste una cadena que oo une.




. G
Deflthlon.- Un camino es una suces16n dc arcoo (al,az,...,,f

i l,al, lv+_1,...,a ) tales que la extremldad 1n1c1al de ai

o c01nc1da conla extremidad f1nal de al 1 ,y 1a extremidad fl-@

i'gal‘de<ai 001nc1da con la extremidad in1c1a1 de al 4' 1.

En un,camino si es muy importante la orientacibn de loskar-
cos. ‘ | | L

EJemplo en la ng 1.1 (al,a#) no es un camlno,pero (al,A,)
si lo es. ' ; »

Slmllarmente a 1os conceptos de cadena simple y cadena ele~
;mental tenemos o . ' R ’
| Un:pAMINO SIMPLE es un camino que no contiéne dos veces un
mismo arco,y un CAMINO ELEMEKRTAL es un camino que no pasa dos
_veces, por el mismo vértice. ' :

Ejemplo en la fig 1.1 (a3,au,a3) es un camino que no es sim-

’ple ni elemental,
1.2 LAZOS, CIRCUITOS Y CICINS

. Un lazo es un arco en el cual el vértice inicial y el vér-
tice-final coinciden,
Ejemplo en el fig 1.1 el arco an es un lazo i.e es un arco

de la forma (xi,xi).

NOTA.~ En este trabajo no se consideran grAficas con este

- tipo de arcos.




T

.7. :
. Un-ciclo es una cadena simple cuyo vértice inicial 'y final
e T T e T S

S coinciden,{'fg

FIG 1.3

,(aa,aB;as}él)'én la fié 1.3 es un ciclo; el vértice inicial
es igual al vértice final s %o

(a6,a3,a5) en la fig 1.3 es otro ciclo con Xy , vértice ini-
cial - final,

Un CIRCUITO, e¢s un camino simple,que no pasa dos veces por °
el mismo vértice excepto el inicial y el final que son el mis-
mo. 5n la gr&fica de la fig 1.5 no hay circuitos.

Dada una gré&fica G no orientada,un circuito EULERIANO {ca-

mino) es un circuito (camino) el cual atravieza todo eje (ar-

cc)de G unay solo una vez,




 f,njomp1o de la gréflca fl! 1, L).

ey o
e 80
R

s Wo todas las gréflcas cont1cnen CerUltO mulerlano (ver s

Si un c1rcu1to ulcrlano (o camlno) ex1ste s1gn1f1ca qv

ks

‘ podrcmos dlbugar 1a gréflca olgulendo este c1rcu1to 51n des-<
 ‘pegar el 1éplz del papel y 81n pasar dos veces por el mismo -
;trazo., R ‘

- La *réflca de la 115 1 5 tiene un circuito’ Eulerlano da-

“do por la 51gu;ente secuencia (comenzando por el verthe xl).'

al‘, aa, a;,aw a15,all+, 8.13, 8.12,811,8.16,817,31C,39,38,a5, 37, a6

La direccibn que sigue cada arco es indicada por las flé-

chas de la fig 1.5.

X5 ' ‘ X3

A

X6 Xg

FIG l.4.- Gréfica sin circuito Zuleriano.



FIG 1.5.- GrAfica con un circuito Euleriano.
1.3 GRAFICAS PARCIALES Y SUBGRAFICAS

Definicidn.- Dada una grifica G = (¥X,A) y un subconjunto
de arcos:V<:A£‘entonces G' = (X,V) es una gréfiéa parcial de
ol ‘ : .

Por lo tanto una gré&fica parcial es una gr&fica con el mis-
mo nflimero de vertices,pero solamente con un subconjunto de ar-
cos de la grifica original. ' ‘

Definicién.- Dada una gr&fica G = (X,A) y un subconjunto Be X
y si UB = {(xi,xj) €A xi,xje B} entonces G' - (B,UB) es una

subgrlfica de G, Por lo tanto una subgréfica conticne solo un



< zapeonjunio B odel conjunto i du vertices de la grafica cricinal oo

v conticne & todos los arces ¢uyo virtices inicial y final ce-
‘ten ambos en el conjuntp B o0 f q’¢ B el e

‘wjemplo:

(a)- Gréfica"‘g[l,

(c) Subgrhfica

FIG 1.6



Al
Tn 1a flb ] b (b\ s mun‘tru una gr’il .davo u] dﬁ‘]a gri-
,,11ca moqtrada en la flP 1.o-(a), Lumnleu' e di un vjumv’o du
'~una>subgréflca eén la fig 1.5 (c) cont onlendo solo'tos vEriis

“ces Xl’xa’x7’xh .

Yy RuPPVS.'TACTSN'MAPRICIAL'ﬂB‘UHA AEACTCA

Una manera conVCnlcnte de rcoresentar una Lra(]?d d]beuranca-

‘munte es por medio del uso de mdLPLCG" de'la si UJ(lLC manera. :

MATRIZ "ADYACIRTE.

pada una gréfica G = (X,A),su matriz adyacente es B : [bij]

y esta dada por :

1 ,si'el arco (i,j)en

bij =
3 si el arco (i,j)f A
Ejemplo. I R
’1‘.2 S N
/'/
P ,
‘ ' 0= : ‘ s
© - 4 : s
i - “
\V'/ﬁ
. . -
:,‘, xa .’ .
FIG 1.7 . ;




.. 1a maﬁfiziédyacentéfdg 1a'g:éricajmostiada enﬁlé fié’1.7 es{

+.'de una gréfica.

12,

“La matriz de adyacencia define completamente la estructura”

Por medio de esta matriz podemos conocer el nidmero total =~

de arcos que llegan a éada vértice,al sumar el total de ele--

. mentos asociados a cada columna xj, asi como el nimero total

de arcos que salen de cada vértice al sumar el total de ele-

- mentos de cada renglbn x. .

i ‘
Por ejemplo: El niimero total de arcos que llegan al vérti-

kce X = 5, y el numero total de arcos que salen de Xy = 3
Tambien podemos determinar por medio de csta matiiz el
conjunto T\(xi) = al conjunto de columnas cuya entrada es 1
en el renglén Xy, similarmente'Tr}xi) - conjﬁnto de renglo-
nes cuya entrada es 1 en la columna xj." (1) |
Ejemplo : ‘

T - {xa,xﬁ,xu}

/\‘J(l) - 8
T™@ = ¢
™) = {x)

(1) tomado de Christofides (I) pagel3



' MATRIZ DZ INCIDENCIA,

loda’la informacibn = acerca de la estructura de una gréfica = -

. se puede determinar a partir'de_eéta,matriz;‘1a cual se"de-
fine asi: 4 o '
‘ Dada una grafica G = (X,A) con n vértices y m arcos,

la matriz de ipg;dgncla de G se denota D = [dijlcon Dn X m

dohde
. A\ .
1 siox ‘es el vértice ihipfél del arco-a,
 6ijv:‘ '~ B ! si %y es el vértice finéi’delkarco as
PH : O en 6trolcaso:' 3 ?U

_—




A Qonﬁiﬁuaciéh'seldé{laJmatriZvdérincidencia,péré,la:gréfi;

o
'
nS
A
o
b

o r O
o

x | 0 o O‘—‘l -1

‘Como se oObserva en esta matriz de incidencia,y en general es-
to sucede en todas las gré&ficas; cada arco es adyacente exacta-
mente a dos vértices,por esto,cada coiumna de la matriz de in-

cidencia contiene un 1 y un -1.



| I_: g Rhms

: 2 1 Introduc016n.‘li

-
b

.f-> Debido a que todas las propledades ae las gréficas son vé- 7 §

T;'lidas dentro de 1a estructura que constltuye una red,podemos

 'dec1r que,en general los conceptos b551cos de teorLa de grafl-

cas formaran las bases fundamentalek en 1as que se apoya la'

‘f'conceptuallzac16n de teoria de Redes.,-

De esta maneré la teorla de gra&ficas cdntitﬁiré un sbpbrte

" a través. del cual nosotros podemos daf solucidn a los diferen-
:; tes problemas qﬁe se presenten dentro de-una red. ‘

E El tipo de fed sobre el cual trabagaremos en el presente tra-
" bajo ,sefa aquel en el que la red solo tenga asociado un solo
!nbdo denﬁminado ENTRADA (s) asi como un solo noco denominado
SALIDA (t).

En dicho tipo de red solo se tendrdn limitaciones de capaci-
dad sobre 10; arcos.

La razbdn por la cual se propone trabajar con este tipo de
red es por que resulta mucho mls sencillo el manejo ce datos
dentro de los algoritmos que se uii;izan para la obtencidn de
soluciones a nuestros problemas.

‘En particular se demuestra mas adelante que cualquier tipo
de red se puede transformar al tipo de red que agui{ se trabaja
sin que por esto se altere su estructura original.

Enilas secciones 2.3 y 2.4 se explica el procedimiento que

ge sigue para transformar una red con caracteristicas diferen-




16.’

tes, a una.red dcl tipo mas sencillo,que ec con a cual traba—

2.2 REDES.- Definicibn

s

~.

Una red es una wréflca en la cual se ha deflnldo una apll-
 {cac16n de A en R de la 51gu1ente manera.
A cada arco (x,y) € A se le asocia una cantidad la cual Pues~
de ser positiva,negativa & nula. |
'Se puede'denotar a una red como :
‘G = (X,A,d) donde d,es una funcibén d:A—P R; 4 puede tener .
diferentes i.terpretaciones tales como:
- la'longithd del arco (X,y)
- costo de usar el arco (x,y)
= un flujo
- gna'capéciuad,etc.

Los arcos de una red pueden representar:

- vias de comunicacibn
- lineas aereas
- canales

- rutas de transporte,etc.




PR
~ Los nodos ‘8§ vértices de una red pueden ripresentar:
.« aereopuertos
7= ciudades

'« centro d¢ trabajo

- etapas de un.proyecto, etc

‘2,5 REDES COK ENTRADAS Y SALIDAS MULIIFLES, .

Uno de los problemas frecuenteo en la transport3016n de un
flugo a. traveu de una red se pres:nta cuando existen entradaq
.7‘y sal;das miltiples. ‘ '

Este problema es fac1l de resolver 51 trabajamos con una’ red
"equivalente' a la red original;definida mediante el siguien--
te prbceéo:b '

Sivtenemos una red cen s:véftices entrada,i.e

+

S = { l,xa,..., s} y t vértices salida i.e T = {yl,yz,..,y+}

Podemos convertir esta red a una nueva red'equivalente' al
agregar a la red original un vérticg artificial (sﬂ) a la en-
trada,y un vértice artificial (to)'a la salida,de la siéuien-
te manera:

Asociamos un arco del vértice S, @ cada uno de los vérti-
ces del conjunto S,asi como un arco d¢ cada uno do los vérti-
ces dul conjunto T al vértice t0 .

'
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»?x,   ‘ 1>7~* ‘v ~ : BRI, €r ‘fi‘;: : ’-3 ‘$‘. 18.
- -La‘Capécidad:de:lds arcés qué‘vaﬁ ae'é0 S puede ser infi-f;
>nita 5 bien puede ser 1gual a la dispcnibilldad que tengamos
Ven niestra fuente (entrada). : , ’
La,capacldad de los arcos que van de T a t estaraflimitaé;.
da por la demanda existente asoclada a cada salldé de T,5 bien
puede ser infinita, i ' , | | :
A continuacidn se muestra a través de un esquema el proce-

dimiento.

o X, ~ : Gréfic‘a‘ G

o]

salida
artificial

entrada

artificial

5 = {entradas} T = [salidas}

La figura muestra como miltiples entradas y salidas pue-~

den ser reducidas'a una sola entrada y salida.
2.4 CAPACIDAD DE VERTICES.,

Hasta ahora nos hemos referido a redes en las cuales supone-

mos que exlisten limitaclones de capacidad solo sobre los arcos.




IDENTIFICACION

HOJA PARA DESCRIPCION SISTEMA

FUNCIONAL DE PROGRAMAS PROGRAMA SUBRUUTINA CRiA

FUNCION GENERAL  GEN:RAR LA RED INCR:i nrab %(§)

- . . —
ENTRADAS rr__________paoczso ‘ h SALIDAS D )
‘ ’ ’ l ' “ates az ia
| | SUBRCUTINA]. N PP
i DATGS 2 | ; - | fed SR
1 . : CREA i . -dapacidad :
" | '
‘ W
q I -

OBSERVACIONES:




“fﬂiun procedlmiento con: »1 quc podemos trqpufo

:3_*1im1ta01oncs de capacidad sobre sus vértlce

- c1adas a los arcos.

ﬂ Es p051ble encontrar llmltaclones de cap

1f bre 1os vértices de una red, por 1o cual dam

reutr1c01oner de capac1dad solo sobre sus a

Sea G = (X,A,q) una red en la que cada v
una. capacidad q(%)> O, y cada arco (,,y)e A
‘rdad q(x,y)% Ca
| Esta réd se puede transformar facilmente

lente' en la cual solo se tendran’ llmltac1o

" Para 1ovrar esta transformacidn ,définim

G' = (X',A',c') como sigue :
A todo x€ X se le hace corresponder dos

si (x,y)e A entonces (x",y'")eA'; V xeX (x'

. Se ‘define una funcibn c' de la siguiente

' (x",y") qhqy)V(x,y)eA.

¢! (x',x") g(x) VvV xeX,

Ejemnplo:

O

w

G = (X, 4,q)

N s‘{b e 9(8' x)

L

: ;‘1é;
acidéd’témbiéb Sng
aé a'continﬁécgénj
rmar una red ccn

5. a una red con
rcos.
Brtice e X tiene;
ﬁiene una Capaéifv
‘a una red '"equiva-
nes ae dapacidad aso-

0s una nueva red

vértices x',x"e€ X',
y2T) €AY,

manara @

A(y)

G' = (XO’AI'C|) '
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an sonclug Cloogue s hace we transloric la capacicad qua

mnera sobr: cada vértice do la red a un arco,: s tal mancra
. ! . N ' . : ) ' . . N

=u. Ta'nueva red G' obtenida sera un Ltino de red son res‘-?

i

“triceionus de cavacidad solo sobr: los arzes. PR

¥

ZOTAG- S aclara que de agui on dvslante se consiccoraran uni-

- camente rcdes con una scla entrada (s) y una soia salida (t),

y . roestricciones ue capacldad asqciudas solo sobre los arcos,:

i.e. 'n ¢l caso de gue aljuna transformacidn sca nccessria,
’ . .. A

s oourpenc-reniizada.

21 nlm:ro do nodos de una red lo denotarecmos por n,y el nd-

mero de arcos sz daonotara vor m,




III - l'IUJ“u LJN RX:D yrvl ,'

5 l Introducc;.én. k

“En este capftulo se prescentan los conceptos necésarios -

para plantear un problema de flujo mAyimo formalmente,asi. =
como las bases sobre las cuales se aplican los algoritmos

" que nos permitirin obtcner roluciones a ﬁue:;:trosproblcmas.
3.2 FLUJO FACPIRLE.- Definicidn.

Sea G = (X,A,4) una red dada,donde se ‘ticne que (1( A} e¢s
una grafica concxa,y d es una anllc.ac:lon de A en iR*Y » a car
da arco le hace cor“espondrr un nimero L,nl\,(.lcho nimero se-
-ra 11amamo la capacidad del arco (xy) vy se ~denotara como
alx,y) ¥ (X,y) € A,

Dgfinicién.— Sean s y t dos vértices diferentes s,tel,
un flujo factible de valor vde 5at enC es una aplicacidn

f de A en R* satisface lo siguicnte:

3,21 g:r(x,y) - ;Ef(y,x)

}
@]
9]
f?

N
i)
o

Rel2 O0=<f(%y) < q(x,y) para todo (x,y)eA :




'22; e

La variable v que aparece en 3. 21 es un numero no negativo ; ”f‘

"{fﬁque va a representar el valor del - fludo i.e la cantldad del

‘2 £1u3o que se va a distribulr dentro de la red. _,"f‘:f "}f})“
v Se formaré una ecuac16n 3.21 para cada nodo de la red, la ;k
’ cua1 representara la ecuac16n de conservaclbn del flujo para
" todo nodo intermedio de la red ({ xeX,x £ 5, x£t}). '
| En otras palabrqs,la ecuacidn 3.21 para dualqufer nodovdi- g
.fefcnte,de s(entrada) y’t(salida) mues€ré que'ei flujo se con-
“serva. ',‘ s - ‘ ' Y
" La desigualdad 3,22 significa’que la céntidad de flujo f£(x,y)
‘renviadb a travées del arco (x,y) va a estar acbtada superiormen-
te por 1a\capacidad del arco (x,¥),y no puedc ser negativa,

En la siguiente figura se da un ejemplo de un flujo factible
de 5 a bt.Se considera que las capacidades son 1o suficientemen-
: fe grandes ﬁara no ser rebasadas por el flujo indicado ‘en ca=-

da arco.El valor del flujo es v = 3

Ejemplo.- La figura muestra una red con.uh flujo factible

de valor v = 3 (el nfimero sobre cada arco indi-
ca el flujo). '




B P -l . . : R . R e

» ,fv“flcn‘_,kp’art-ibular l;:.-ni;fz.ios*:;ueim Ilujo de Va_fJ or“‘?;"v' - O",i.‘e..;‘,'
ff,‘f(:f:','y) = V.(~x;)')€.A es un "f'l'u;io"'; factible yaquc sa,tiyskf‘éiéke .

Bexl y med2y s decirs

TGy - T =0 0 sixzs
%,: f(x,:,'), - ;l:f(y’,_:{) - '-‘. L “si x f 5,t
E};i‘(:«.,yk) - %:f(vy,xf' - 0 ' , T x =t

.y sduras coro I0ny) = 0 ¥ (2,7) € A cunple con 0 £(x,y) € aliy)

e

.', un {lujo a2 valor v = . e¢s factible,

1 TA.- Hacemos la aclaracidn quc debido 'a que denotamos por :
n = ném ro dc¢ nodos con una red

m ~- nfimero de arcos en una recd

tendrenos que dada una red G = (X,A,d), la cardinalidad del cbn-_
jﬁntvp Xezn, ¥ la cardinalidac} decl conjunto FA es I,

Azl al referirnos mis ad(:lénte'a un fiujo g en una red
G = (%,A,d) tendremos gue § = (£, f 5 eea,T) Zoc % es un
vector de flujo,el cual roprescnta a los flujos que recorren

cada uno de los arcos de la red G,



Mméx1mo en una red dada.

Se propone un método paré\resolver este proBlema bisado en

. uﬁ algorltmo desarrollaéo por Ford-Fulkerson utilizando la .
‘jtllamada "técnlca de marcage" ‘

‘ El algorltmo de Ford-Fulkerson se resume Justamente en el o
teorema 1 (que se eatablecera més adelante). . g

3

Tnlcialmente se dan a conocer los conceptos nocesarlos pa=-

ra establecer dlcho teorema.k'
4.2 CORTES

,Definicién{- Un corte en una red G - (X,4A,d) dada,separando

a (s) de (t) es un conjunto de arcos denotado por (Y;¥) tal que:
i) Y& X, se¥; teY = X - Y.
ii) (Y;Y) = {(x,y)'e Al xe€Y, ye€ ?} (arcos que salen del

conjunto Y)

analogamente

(?;Y) = {(x,y)'e A XeY,y e'Y} A (arcos que llegan al

conjunto Y)




; Sl (Y Y) es un corte y } es un flu;o en G enconces RS

?(Y T = = Zf(x,y) L (fluao que sale del corte)

: m.y) € (y Y oo A ; |

s\’( Y) Z f(x"y‘) i v(‘flﬁjoi qﬁé ent‘ra al *’('::Ort‘eji'_;j’?t"
(%, y)e(Y Y) FRRPRE R T

A contlnua016n se da un eJemplo con el fln de 11ustrar el L

concepto de un corte.

(8,3)

FIG 4.1
En la fig l{.l el primer valor asociado a cada arco repre -
- senta la capacidad del abco,y el segundo el flujo.
Sean los conjuntos:
Y = {s,xé} Y= X - ¥ 2fx3;%5,%,,t}
entonces el corto(Y;‘-l) ser& el conjunto de arcos

py;vi = {(S,xl),(xz,xu)}



 :;31 flujo para el corte (Y;7) y el cOnjﬁnto_(Y;Y)‘es el sisﬁ’”
1? (Y-?)'-k4+7 11 T ‘Flujo qﬁe sale del corte (v;¥)
Y 2 14

Lo FluJo que entra al conaunto (V; Y)

vCAPACIDAD LE UN CORTL.- La capa01dad de un corte (Y i) se ae-

.fine como:

C(Y;?) = }E alx,y) dgnqc q(x,y) = capacidad

(x,y)e(Y;¥) uol arco (x y) 

Bjemplo.- Zn la fig 1.4 C(Y;7) = 743 = 15

~ -

El corte de capacidad minima es aquel corte éue respecto a
todos los cortes que se determinan en una red posee la capaci-
dad minima. .

| Al referirnos a dicho corte 1o haremos con el nombre de
tcorte minimo',
£l corte minimo intuitivam:nte es aquel que cetermina el
cuello de botella en una red, i.e, detecta aquellos arcos -
que van a estar saturados y que por lo tanto liritan la can-

tidad de flujo que puede pasar a través de la red.

TEOREMA 1.- (Teorema MAximo flujo-Minimo corte).
El valor miximo de un flujo ¢irigido de s a t cn una red dada
es igual a la capacidad del minimo corte que separa a s de t.

Antes de presentar la demostracidn del teorema 1,considera-

remosg ¢l siguiente lema.




LEMA 1.- Dada un’é»’ro‘.d‘ ¢ - (X,8,d) y (¥;¥. un corte do
esa bcd,tpiosllos caminos de 5 a t usan por 1lo mwnéslﬁho
de los arcos Gel corte. e S | 7 ’

Ju°t1f1cac1on o=~ Sea (Y Y) un corte cualqulera ent onccs dado
qué seY, ,veY es obvio que cualquler camino que mgmos par—
’

‘tiendo de s para llegar a t tendra que atravesar algun arco

del COnJUHtOk(Y;J)-

corte~_

Cualguier camino de s a t atraviesa un arco dul corte (Y;¥)

“n particular el lema 1 er valido si (Y;¥; cs el corte mf-
nimo,

DEMOSFRACION DZL TEORLMA 1;- Aparentenente es obvio que

e} valor néximo del flujo dirigido de s a t no pucde ser ma-

yor que la capacidad d¢el minivo corte

Cc(Y ;Y ), dado que
m’

todos los caminos de s a t usan uno de los arcos.del corte.




La derostrac1on con iste cn probar que e<1ste Jn f1UJO

e ﬂy que " su va;or €s = C(Y ¥ m) e

Sea g = (1 ,fa,...,f ) un vector de flujo que repregenta :
. al flUJO que recorre: cada uno, de lqs arcos de la red. -
Sea (Yd{Yo) un corte definido en la red; el cual va-a,estar

formado por la aplicaciénvrecursiva del paso~b(definido abajo).

PASO (a) "Inicialmente comenzamos con Yo;[s}

PASOk(b) Si xeYo » ¥ 51 se cumplen cualgquiera de las dos condi-
ciones siguientes : f(x,y) < q(x,y) ) f(y,x))O»,»
el vértice (y) pasara a formar parte del conjunto Y ;
’este proceso se repetira hasta que Yo hg pueda ser

incrementado con un nuevo vértice,b bién que teYo;

De aqui que solo podemoé llegar a dos situaciohes:
1) teYo
2) t¢Y

‘Analizando ambos casos tenemos lo siguicnte:
Caso (1) teYO. Ksto quiere decir que eviste una cadena elemen-
tal del vértice s al vértice t ; sucede por lo tanto que todo
arco {de la cadena) de la forma (xi,yi) es recorrido en la

misma direccidn que el sentido que tiene dentro de la red, y




: N r K . .
Craro ol cual se cumi~l= la '::ondic* 6n-si;;ui€»"*-to :«'.(v'. y <q(“. ‘w
« i L8
iuora todo ar‘co (dc la cadena) de 1a forma \)j"") ucra ‘
'f*(.orrlc.o en uu‘c‘cc:."m "nuc.,;a al sendd do qu\. ticne. nl arco
uenLr-o c’e 1a red y para cl cual se cumplc ]a condic1~.n ulgulen-’V
‘te f(j yx ) >0,

N

CHOTA.- u.,ta cadena de arcos de 5 at se denom.na (‘A’WL'IIA ;Um.

) .

) . N

IATLUJOS, | o " o
sea o S

(1.1) “P £ ;(-_ min [q(x ’yj)°f(:':j_’~7j‘)] :

:J'J
(para arcos recorridos ¢n el mizmo sentido)”

(1;2) qb’: in [f(_c.,yj)]

Loy ,y;] o _ )

(para arcos recorridos cn sentido inverso)

(1.%) . \f: win [_\*?f, ‘fbjl ; ‘ \‘

,’
Si Lf ¢ agrecgaco al flujo de todos los arcos rccor-:iiﬁos
cn el scn“tic'o (xi,yj), y disminuido cn 1los srcos recorridos
cn sentido contrario (y‘j':{i)’ la resultante 2s un nucvo flu-
jo factible g‘con LP unidades mayor que cl finjo anterior.El
aunento ‘? de flujo en los arcos recorridos en ¢l scntido

(:4:,:_ ,_yj) no pucde violar la rostriceibn de capacidad asocia- -'

da a cada arco ya quo‘?‘é‘fﬁ,y la disminucién d¢ Tlujo a los arcos



TR

o
S "(-«.,JJ;e(YO;

o’
. Tor 1o que de (iv) e (v)’concluimos Que

v ':_‘c('f»r'o;? )

o B
donde (Y ;¥ ) cs el corte winimo,ya que do
- S0 - :

1mos podido seguir encontrando vértices que

junto YO hasta que se incluyera al vériice

tar ¢l flujo anterior ¥ unidades y una vez

-nir un nuevo conjunto Yo‘

Ya que en el caso(l)'el valor del flujo

incrementado por 1o menos en una unidad,

.

canaciduades q(xi,yj) son enteros,entonces

be ser cencontradc on

(2) ocurra. Ertonces’

al valor de la capacidad del corte (YO;Y )

n

tanto el corte mfnimo., L.1.0.0

‘Sabemos por.otro lado qué‘]a Cunaéidadfdel

Z_:. q}(“-l_)y ’

o ] :

un némero finito de pacos,

el valor del flujo cncontrado sora

5gorio’(Yn;Yoi‘es

.*----*‘(V)‘
valor del flujo s

nao

ez

isi hubiera<. =/

ingresaran al con-

5y asi increm-

mas velver- a dofi-

continuamente .

ce

51 suponcmos gue las

el flujo miuimo de=-
éuando el caso
isual
el cual

¢s por 1o




'Irccor'rJ r/oe ;-uu.c*o anu‘uo 1o ,ucciu,.i‘c)l’hﬂ.ar un [lujo'x

M’f,i,j,\'ro amv %’&‘?

b ; -
T At u n..zo <1 nuuvo ‘1;«,,0 oota,mdo volv;mos a aplicar los
”_jpluou (a‘ ¥ (o) d ’ mo un. nucvo conaunto Y ‘J rorctlro;
el yroccs’o. '

Caso (2) ‘uﬁ‘z . 1o ur'LL-“J.or 1mp11cn que te¥ .

e acuerdo con el DaSO (b) tenummoo, lo °1 "ulenLe'

. - X o o . wola ) ".-
C1) f()__,y ) = ’q(xi,yj) para touou log arcos »,(“i"\"j' e(Yo,Y0>
41) f(,,.,y ) = ¢ para Lodo arco (Hi,y.j )e(Yr);Yo) \ o

Lo ant'erior se cumple ya que de no s~r asi podriamos seguir

encontranco vériices que inrgresaran al conjunto YO hasta . que

se incluyera al vértice t (caso 1).

Aliora por la ecuacidn 3.21 sabemos aue ¢l valor.de un flujo

es : , . : : ) : . .
v - ) ' , Z f(xj_,YJ) - o Zf(xj,yj.) ‘
sustituyondo (i),(ii) obtencmos
Voo Z_ q(xi,,‘/j) -0 e (V) - R
(:~:i,J\1 (Y Y ) :




5iﬁ , Lcma 2.~ ﬁl Vuctor de fluJO % dcrlnl“o en Ol «a

: un iluJo factlble nobrc una red dada.._

o'(i) Csﬂ”ﬁ:ﬁ"

Demostrac1dh. ? eo un fluJo ya. nue como parthos de un:

. vevtor de flugo,v? = (fl,fa,...,lm)?".k‘,

“ g‘: g -!-tf . .'.g' ’s'i'guevl sicn_do’

g % es un'flu30 factlble ya que por. construcciim
el aumento ue- fluao ? no VLOla la rectrlcuoneL

es dec1r

F( (x,y) —f(‘ y) |

‘f ‘:;y

Por 1lo tanto cada fluao % <kw1n1ro en el caso

factlblc T..Q. Q.».

un vector de
: s flujo.:

sec tiene que . oo

)

de capacidad;

(1) es




- Tatroduccidn,

(se pucde asar un valor de flujo igual a cero,ya gue como’
sc demosted en la seccidn 3.2 es un flujo factible).

A

Etal
Dl e

PASC

Lteorcuan 1 sropone un a2lgorilmc para encontrar el.f]ujo

(]

centinuacidén se da la formalizacidn dél algoritmo.

s

TGHD-..AL.:U\u,4envnxa rca d

ot Y‘Q"“J'5

. )
RIS e Aty

-

A

RONY mebodo contructlvo u”aao en 1a de- os*ra016n

rilce s.a un vértice t dados en una red con
de capacidud on sus arcos.. : o

¢itno sc iricia con un flujo faciible arbitrario.

{2l

-Sea & un flujo factible,murcamcs ol viriice s con

Ity

la marca {igcn} (todos loz otrrs vérticez no
deberan estar marcados). k
PROCLB0 Lo HIATUAIT.
Sea ¥ €1 conjunblo ¢e nodos uuc lian cide marcados
con 1o ctiqueta ib,?} (con % - nfimerc de un noéo,
‘Q = &imero > 0) entonces i :ialmente Y.:{s}
So s “a uarcar an vértics :;4&’ en - alsuno de 1ag

gl ulcater cusos @



31;‘.‘-?9
i éi"ﬁARCAJI uTR LT ;- Eh;‘lvc350'ﬁﬁéfex1°£a un‘drfb (h,y)

i _COn xeY y adcﬁﬂr* flxyy )(Q x,)/ L, el '*e (.uwrvh’focf ,
_Lto LHLOnC(S vamns a Wurcar l vorticg (y) con 1a
""’vtethueta_“‘ X, Mn(\f ,Q(x,y) 1(1,y‘3> } ¥y :':arf-

camos el arco (x,y) con el signo (4). |
o) hARCAJ INV“RUO o= En =1 caso que exlotu un arco (y,x)
con xeY 3f(y,x) >3, marcaremos al vgrtice‘ (y) con.
la etiqueta,{x,Min(‘?,f(x,y)))()} N ﬁarcamos él ar-,'
co (y,x) con &l signo (-). |
(1.1) Si ya no es p051b1e marcar hln A0 vértico y o (t) n5j; 

ha 51do marcado Ltrm1n1r.

Bl flujo obtenido es réximo.

(1.2) Si (t) ha sido marcads ir &l pssc o,

PR

(1.3) Vamos a incluir en Y al vértice (y) marcado., Si <

2.

virtice (y) es Lgual a(t) ir 21 case {l..),si no ir
al paso 1. ' -
PASO 2:  PROC:SC LE CANBIC Il lLILiC, ' "

Cuanuo un vértice (y) hayw rceinl. .o la oligu.ta tZ,\{}

’

diremos que 4 es ¢l predecesor de (yi.l'nn vou gue (L)

. ha sido marcado;potemos regressr a sartis S (£}, de
predecesor cn predecestr hasta el véritcs {s)j;uste
prdcedimionto rucestra la cuistencia de una codona cle- .
mental de © a t (J!amadé conena ammnonia-"lu’o),si a

slta cadena le agregamos ol arco (t,s) obionédr o5 =n

cic1c>/( ytomamoe como suntice oo reomveing o f{w] rentico del




. arco (t,s) y notemos que se cumple lo siguientc:

f%f""

arcos del ciclo /j marcados con signo (+)

[

~.arcos del ciclo /f marcadoo don«signo (?)_ 

" Sea {Z Y \ 1a ethueta del vértlce ty pongamoél :

| ‘s(x,y)-»- ‘ft .si (x,y) € M
3'(}(,5{) =" R ?(x,y)- Qt i(x,5)e M-:ﬁ
' ' ‘ $(x,¥) ?1if€si (x,¥) { M

Berrar todas las marcas de los vértices excepto la de

(s),remplazamos el flujo i por ?’ e ir al paso 1.

Ejemplo.- Obtencibn de un flujo méximo por mecio del algo-

ritmo dc¢ Ford-Fulkerson en la red de la fig 4.2
4 i .

1.4
“ (2,0)

o

IIG Le2.- E1 primer nidmero asoc1ado a cada arco representa

su capacidad,y el senundo el flujo.




minimoe
corte .~

iu{, 8

2 {52 A
w arcos saturados
i.e. q(x,y) = f(x,y)
FIG 4.3 (b)

En la primera aplicacibn del proceso de marcaje para la
obtenéién del flujo mlximo sobre la red de la fi: Le2 lle-
gamos a etiquetar el vértice (t) corn la etiqueta {1,1} por

"
~




lo cual tenemos que ? ,1{, i (0,2) (1 2),\1 t) }
)C {(s, y) (1 t) (t s)} A= (1 2)} ’el flUJO flnal es_]~

-

7trado en la Tig w3 (a/. , S

v En la segunda 1terac1on ig 4435{(b) 1os unicos vcrtlces
‘ p051bles a marcar son (s v (2) y el algoritmo no puede con=-
tinuar, ' | L -
Entonces'ﬁuestro corte de capacidad minima es el siguien-

Te:

(YY) = {(s,l),(z,t)} con ¥ = is,af ; ¥ gfi,p}
| ?(Y;? = f(s8,1) ¥ £(2,t) = 2 (flujo que sale de (Y;7))
?(?;Y) i,O; ‘(flujo que entra a (Y}YY)

tenemos que la capacidad del corte es:

C(Y;¥) = q(s,1)4q(2,¢) = 141 = 2
el valor del flujo en el corte(Y;¥) es :

v(?) = 2, f(xl,yJ) - iﬂ f(xl,y ) =

(Xl,J Ye(Y;¥) (xl,yj)e(Y Y)

(£(s,1)41(2,t))-f(1,2)) =2 -0 = 2

oo CY;¥) =2 =-v i.e. ¢1 valor mdximo del flujo = 2




' V.- BASES QUE INTERVIENAN EN L PLANI: AUI IO LBL
i . PROBLEMA DY FLUJO A COSTO MINTI.O

i 5 1 Introduc016n. ‘
- ‘ hn los capitulos anterlores se ha dado ya
un procedlmlento para resolver el problema de fluuo méx1mo
en una red. Esto nos ha servido. 31mplemente para conocer 1la
cantidad de flugo m&ximo que podemos hacer pasar por 1a red
asi como la manera de distribuir dicho flujo a través de los
arcos en funcidn de su: capacidad,sin embargo,dicha forma de
distribuir el flujo no necesariamente es la mejor en cuantd
a costo de utilizacibn de los arcos. '

Este es el problema que se tratard a continuacién.gn par-
ticularktenemos que en este capitulo se muestran las trans-
formaciones que se pueden realizar en una red,conociendo el
flujo que se tfansporta en ella,as! como los cambios que se
pucden realizar en la manera de redistribuir dicho™flujo.Se
pretende dar inforhacién Acerca de las bases que se utili-
zan como herramlenta para oncontrar una soluc16n al proble-
ma de flujo a costo minimo.

El objetivo en esta seccidn es pues,que exista una mayor
comprensidndel procedimieAto que se utiliza para recsolver

¢l provlema de flujo a costo mininc,




5.2 CONSTRUCCTGH L ‘UNA RED THCR.&NTAL ™

"1Introducc16n. it

: n csta secc1on se muestra que dada una red,y‘

un fluao que la atrav1esa de s at 1a poupmos transformar
sin que: por euLvoc altere su estructura original. A51 en
la nueva red gunerada podremos aplicar los procedlmlentos 
‘gue se prescntan méé adeiante.para minimiZar el.costo de‘

dicho flujo.

DESCRIPCION DiL PROCESO’ el
Sea G = (X,A,d) una red y 3 un vector de flujo en G,entdﬁ-
‘ces denotaremos a la red incremental por Gu(%) - (Xu;Au,du) ;
definida de la siguiente manera: o ' ‘
X x A% AYUAS
A cada arco (x%,yleh lo vamoé a dividir en 2 arcos de la
siguiente manera: -

i) Un arco de la forma (x",y") con capacidad:

(="M = alx,y) - £(x,y)
ii) Un arco de la f rma (y%,x") (sentido inverso a (x%,y%))

¥y con capacidad:
a" (v, xM) = fix,y)

NOTAL~ En el casoren que algdn arco de la red increwentalde-
finido por xl) 5 (41) tenga asociada una capacidad

i



L0,

. nula, i.e. capacidad = cero,dicho arco se omite tn Gu(g)._

LR

'»El‘conjunto,de ércoé‘Au estafa formado por wos coﬁjunfbs;
A?l y’Ag';: Ag = AEUAZ en donde AY es el'Eonjunto que:con;
tiene los arcos de la ciase (i),y A2 eswel conjunto .que §Qh-

" tiene los arcos de la clase (ii).

| Entonces la red inéremental Gu(i) es una red generada a
ipartir de la red original G y un flujo i en G.

Cbservacibn.- La transformacién de una red a una red in-

. A
cremental dado un vector de flujo»s‘,no causa ninguna altera-
cién en las soluciones que se obtengan a los problemas plan-
teados,si en lugar de trabajar sobre la red G (red original)
trabajamos sobre la estructura de la red Gu(s) (red incre-
méntal).fEsto es debido a que un realidad es la misma es-
tructura sobre la cual se trabaja.

Asi el wvector de flujo mlximo % encontrado cn la red G
por medio del algoritmo de marcaje (scccion L.} es el véc-
tor de flujo mAwimo dentro cde la red Gu(ﬁ) tambitn.

La razdn cﬁ la sipuiente: )
E1l proceso di encontrar una cadena aumenta—flujo th una

red G - (X,A,d) con j = vector de flujos,se puede conside-

rar como la busqueda do¢ un camino de¢ s & t en la red incri-

mental, i.e. el algoritmo de Marcaje ec la busqueda del nf-

X My : ,
nimo corte en la red Gj(ﬁ);SL 11 .garos a marcar & (t-



o e .

~ventonceo habremos encontrado un camlno P de \s) a- (t) en G (?);
‘ La cadeﬂa aumenta—flugo encontraua en la rcd G.es un ca-
'mlno P deflnlco en la red Gu(i) en uonde 1os arcos de P que‘
tan en el conJunto A, son 1os arcos de scntldo (x A ),y
los arcos de F que estan °n el congunto AZ son 1os arcos dev ﬁ
sentwdo inverso ., (y , X ‘
‘La explicacibn anterlor nos muestra pues, que los resul— 3 "
taaos obtcnldou sobre una red G = (X,A d) son vallcos para”
bsu correspondlente red incremental Gu(§).
‘7 A continuacién -se muestra un ejemplo eh el que a _partir
deiuna red & dada,y un vector de flUJO g se genera la red
1ncremental Gu(%) ‘
in la fig 4.4 se muestra 1a red G y en la fig 4.4 (b)

se muestra la red incremental Gu(i).

(4,4) 4

Yy

P (4, q)
/(2.2) b(5.4) <

/". ’(qoo)

L 6,8)

= -, 1

i

FIG 4.4 .~ Red G = (X,A,d)
La primer ctiqueta asociada a cada arco representa su capa-

cidad y,la sc unda el {lujo.
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- FIG 4.4 (b).- red incremental ¢%(§)
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5¢3 DESCOMPOSICION DE UI‘Iipl’{TROI‘! Lis FLUJO

Llamaremos patrén de fiujb a la manera de distribuir un
flujo a través de una red.

En otras palabras un’patrén de flujo e¢s el vector de flu-
Jo que representa a todos los flujos que recorren cada uno
ue‘los arcos ae una red. ‘

Por ejemplojen la fig 4.2 el patrén ¢ flujo es el vec-
tor ; = (f(s,1),{s,2),£(1,2),0(1,t),f(2,t)) con=s
=1

oy
LN ~—~~
0o
&
oo
SN S
1

0
r(1,2) =1
o

)

—

=)

e

A
!




).SO 01  valov‘ del f1u3o es V. = Q:".

TURa uvucompos:.c:mn dc un patron de . iluao es una nueva ',

dlstmbuclén qe este diferente a la que tenla origlnalmente, o

A sin que cambie por esto su valor (v)

DESCRIPCION DEL PFOCESO
“de '8 represmta al conaunto de arcos de la red G en 1os cua- |
1es se- transportan unidades de flujo. :
. Asi tendremoa que para los arcos (xi,y )eS tienen un flujo
‘ f(xi,yj) = h (el valor h no es necesariamente igual en todos |
1os arcos),y los arcos (xi,y )‘S tienen un i‘lugo f(xl,yj) 0.
ho(S) debe satlsfacer 1as condiciones 3 2l y 5 22 jesto es,
que el fluJo sea fact" ble con este patron de flujo pn la red G.
Para que he(S) represente un patron de flujo con &stas ca-
‘ra/tcyteristiycas el conjunto de arcos (S) deberd formar un camino
en G de s a t,6 bien un circuito ae G.
Ahcra bien, udados dosg patrones de flujo % y \Y’ sdenotaremos
%4-\1’ como. el patrdn de flujo para el cual el total de flu-

jo transportado en ¢l arco (Xi,yj) es % i3 *’Yij’

Denotaremos por he(S) un patrbn de fluJo en una red G don- oo



i’en egtp caso: cl Valor dtl flujo es v -?;,‘

Una d ocomp051c10n de un patrén ae fluJo es una nueva

distr1buc1on ne este diferente a la que tenla origlnalmente,;ﬂm»c

’s1n que camble por esto su valor (v)..

DESCRIPCION DEL PROCESO * - . ;

: Denotaremos por he(S) un patrén de fluJo en una red G fdoﬁéi{f
"de S representa al conjunto de ‘arcos de la.red G en los chéé o
:yleS se transportan unidades de fluao.'l" | ‘

Asi tendremos que para los arcos: (x4 ,yd)es tienen un flujo‘
f(w ,y ) =h (el valor h no es necesarlamente igual en todos
los arcos) ,Y 1los arcos (xi,y )#EStienen un fluJO f(x ,yj) - O

ho(S) debe satlsfacer las condiciones 3%.21 y 3. 22 yesto es,
que ¢l flujo sea factible con este patrdn de flujo en la red G.

Para que he(S) represente un patrdn de flujo con estas ca-
racteristicas el conjunto de arcos (S) deberd forﬁar un camino
en G de 5 a t,6 bien un circuito de G,

Ahora bien, dados dos patrones de flujo g \( denotaremos

? +Af como el patrdn de ilujo para el cual el total de flu—

jo transportado en el arco (x, ,yj) es ﬁ 13 +\fij’




'1A'2Q-~Si.? ns cualquW“r patrén de flugo que recorre :'
‘red G dada, de s a t ,con valor (entnro) v,‘entonces-\se

‘dc doscomnoner como.

T

? = 1 o(P)¥1 .(Pa)f. ‘. .‘ 1 "(va*.l\'@l)*lv',@a') e - o)
dondelpl;fa;;..,Pk son qaminos elementales de s a t en G, v  '=

s 01. yooo ’Ok s0n circ‘uitos elementales de ,G.'

¢

 ‘(Los Pi y'¢ino son necesarlamente dlstlntos, i.e. ]a 1nter-
| secci6n i yp en la red G no necesarlamente es vacia).
' NOTA.- La demostracidm se- realizari dentro de la estructura

. de una grafxca por nece51dades de construcci&n.

Demostracién.— A partlr ne 1a gra ‘ica G = (X, )y ol'pa—y~
trén de flujo % COHStTULH"S una nueva réflca llamada gr&fi-
ca unitaria, aenotada por ' G = (Xe,A )} de la siguiente manera:

El.conjunto de vértices X%es izual.al conjunto de vérti-
ces X, si E 1 es el flujo en el ar:o (xj,yj) de G,entonces
lo representamos 2n ?ij arcos naralclos entre los .correspon-

. : e e . nt . ne . .
dientes vértices Xy Y yj de 0%, La grafica 407 es entonces
una s-grafica ya que cada arco en n*® corresponcde a una uni-
dad de flujo en la grafica G.

Si %ij -0 para (xi,yj),xo se incluird ningun arcc

e e
enFre X y yj.
. Py - L& L0 : P ’
» La grafica ¢~ = (X7,A”) represcnta al flujo- en la gra-

fica G = (X%,A)




Antes de conLinuar “con 1a demostra016n ael tonrema 2 dare- ﬂ{~  

mos un eaemplo que 11ustre el procealmlento de consuruccmon‘by

, de:una’red G, ; (x® »A .d?)l que repreSenta el fluao en una'5
 red dada G = (X,A,d). sl . | |

Para. el patron de flujo de 1a red G = (X A, d) mootrado en

1a fig 4.2 damos a contlhuac16n el esquema de 1a red Ge (X A d )

o

re

apacidad *,?"*e ; (en1,2 t} it ,;
e = {(s 1) (1,2), (2 t)}
e:q(sl)--v
q(;,a) =1
Calz,8) =1
RED Ge'; (%2, 4%,4%)
(continuacién ide la demostracién del teorema 2) |

Por la condiciones 3,21 y 3.22 que cumple un flujo’factible,y dado

_Que cada arcc de la red G° corresponde a una unidad de flujo trans-

poftado on G,se cumple lo siguliente:

i) 71 nlimero de arcos cuyo vértice inicial es xi es iéual al nfi-
mero de arcos cuyo vértice final es'xi ; lo antcrior se cum-
vle para todo xig X%a xie #_ 8% ¢°©

Tn otras palabras lo anterior significa que el nimero de arcos -

que .legyan a cualquier nodo--intermedio es 1igual




j;al numoro de arcoo que salen dc cgalquler noco 1ntarwed10.'
' 11) El nﬁmero dc arcos cuyo vfrtlce 1n1cia1 es s® ‘es.. 1bual
7ai niimero de: arcos . que 1leéan a 1a ‘salida’ t el cual es
‘  igua1 al valor del. fluao - ve g

4 Si agregamos ala red G v arcos erl&ldos del vértlce £°
 al vértlce s® la red G poseera un clrculto Eulerlano (por~
las propledades dc un circuito qulorlano ya que al grado de
los vértlces es par 51empre). Ahora,ui dcsconectamos estos
V arcos del c1rca1to Eulerlano io que obtandremos seran Vv

' camlnos de sat los cuales en su totalldad atrav1esan ca=
da arco de a® exactamentc una vez.

Si- denotamos a estos camlnos como Pl’P"°°"‘v’ por la de-
finicibén de circuito Eulcrlano (secc1an 1.2) los caminos Pi
no son necesarlamente elementales (iec, pueden pasar varias
veces por el mismo vértice), y como cualquizr camino‘no ele-
mental puede ser cohsidcrado como la suma de ﬁn camino ele-
mental (de s€ a t€ ) y un nimero de circuitos eleﬁentales

(con arcos diferentes) ; entonces obtenemos 1: siguicnte:
% = la(Py *1a(P )+e o 4la (P )tle(®)) o orlald)

donde Pi son los caminos elemcntales de s° a t€ y q’i

los circuitos elementales. L.Q.Q.D.
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VI.- FROBLZMA DE FLUJO A COSTO MINTHG

' ’{6.i,Intr6ducci6n :1j1";{l
procedlmlento para la obtenci6n de un fluJo méx1mo de s a’
1wt en una red ‘dada, sin hacer referencia alguna a los costos.
v Ahora trataremos de resolver el problema de la obtenc16n ,‘
?ide un flujo mAximo de s a t cuyo costo de transnortacién
"sea ¢l mhs econbdmico,Para esto, trataremos ae minimizar la

x

varlable costo.

zn este problema,cada arco (x,y) tiene doé nﬁmeros asp-
clados uno que. €5 la ca§a01dad q(x,y),y otro que es el cos
to por unidad de fluJo transportado ~ c(x,y).

El algoritmo utilizado para minimizar el costo de un flu-
Jo transportado a través de una red de s a t,es un algorit-
mo basado enlla determinacién deipircuitos de costé negati-

i

vos,
Un circuito de costo negativo representaré para nosotros

la posibilidad de poder disminulr el costo de transportacién

del flujo al hacer una redistribucién del flujo en los ar--

cos que forman el circuito negativo,sin que por esto el va-

lor del flujo se altere.

En 1os capltulos anteriores se ha dado un f717”’?




Cou8.

. 6.2 ALGORITMO DE FLOYD

Este algorltmo es utlllzado para detectar los c1rcu1tos :‘i':'"f |
“nnegatlvos en una red dada. ' TR o _
v :s‘e aplica a una matrlz de cos’cos C donde ci‘1 »‘;‘c‘ov‘sto(xi.yj)
V‘ (:(j_,yj) que este en la red. C
El algoritmo de Floyd_ considera cada’entrada de la matriz
C cdmo distancias, i.e. 'elvcosto de cada aréo ('xi’,yj) se con-kr
sidera como la distancia de (x;) a (v ).
Asi meciante la matriz C se trata de buscar los caminos més
cortos entre todo par de véruces' suponlendo que la matriz C

no satisface’ las condiciones de triangularidad, i.e. ,

€3 4 i +Cy 5 ¥i,j,k

DESCRIPCION D:iL ALGORITMO
La matriz de costo C se inicializa de la siguiente manera:

¢.. =~ O para toda 1 = l,2,...,h; Yy cij - para todo arco

13 -

(xi,yj)JG.
PASO 1la~k = O '

iteracidn '

PASO 2.- k = k—1

PASO 3.- Para toda i gz k Cqp £ 005 ¥ toda j £ k }ckj Z ©
se realiza la siguiente operacidn:
cjj = min [cij,(cik-{-ckj) ] 611




/'(fln del- alworltmo)

wentoncés'habremos éncoh-

trado un CchuiLo de costo negatlvo el cual

PASO u. (a) si para algun CLL (5

"se inicia en el vért:cc xl y: termlna en x .

 5(be, si todo c.i »0yk = n (n = niimero de vér-
tices de G),la matriz C contendra entonces
bzflas 1ongitudés de todos los caminos minimoé;
7vy no es bosible encdhtrar nﬁevos ciclos ﬁé-'
Zgativbs. El algorleo termina.
fv(c) siciy » O pero k<~n ir al paso 2 y contlnuar.
 6.§ MATRIZ ©& ui CAMINOS-MININCS,

Esta matriz descupefia un papel importante dentro del pro-

]

ceso de bilisqueda de los circuitos negativos de una-red; a tra-

+

vés de ella nosotros podrewmos localizar que arcos estan inclui-
dos en cada circuito negativo que se encuentre.

Mediante cada una <e sus entradas,correspondientes a cada

’

noco,sabremos qué arcos llegan a &1 y de que nodo proceden;

de esta manera si localizamos por medlo del algoritmo de

v

Floyd un circuito que se inicia y termina en el vértice Xy
podremos buscar entonces en la matriz © todos los vértices

predecesores e X, ¥ asi iremos :encontrando los arces con-

S
. A

tenidos en cge 01rcu1to.. E

La matriz se aenota como 9 q [”13;>nxn




504

La matriz O traba;a paralelamente con el paso 3 del al-;l

1‘gor1tmo de Floyd ya que. medianto la trlple ecuac16n (6, 11) _ ~*

b

v kva ir guardando los caminos mlnlmos para cada par de vtr- f f

‘:thiéggmxi,y ._  o ‘ ; ) ’ e
Lé matriz @ se inicializa como 81gue.‘
iJ xi v ,(x‘,ya)é G. |

‘ Esta matrlz func1ona dentro del alworltmo de Floyd de

:la slgulente manera-

S g [ eake st Cegprey)eyy

@33 = 7 ’ ,

B R TR T AR Ve L

donde ios indices i, j,k ﬁoman los valares segin lo indica

“el élgoritmo de floyd (seccién 6e2)e |
_Al final del proceso(i.e; cuando ya no existen circuitos

negativos en la red) la matriz © contendrd los caminos mi-

‘nimos entre cualquier par de vértices 5y yj; el camino

entre un par de vértices X;5Y4 se da por toda la secuencia-.

J
de vértices intermedios que estdn en el camino que va de %5
ay. h
é yJ H
xi,xv,...,xt,gﬂ,x“,yj
donde Xg = eij Xy = @1 X gz eia,etc,hasta qQue X; = 5.~

Asi de esta manera se podrd: identificar los circuitos

-negativos.




6 4 LSO ¢ I'“ o BASADO . T LA DETERH TNACIM
m, CIRCUITOS HESATIVOS

Sea la red G(X A d), y sea % un. flujo factlble de valor v.T
‘en G; (este fluJo puede ser el f1u30 mAximo si 1lo calculamos
‘de acuerdo al algorltmo de ‘ord—Fulkerson).~

Con el flugo factlble % deflnimos una red 1ncrcmental
G (%) - (xu AY d Y siguiendo el procedimiento dado en la sec=
c¢idn j.L ;el costo -asociado a cada arco de 1a nueva red se a51g-
na asi :

Para cada arco (x ) € Au el costo asociado es cu(xl,yJ)

1’y3
c(xi,yj),y para cada arco (yj,xi) e Ag el costo asociado
es cu(yg,xg) = -c(xi,yj) . ' 5

Entonces la nueva red Gu(%) - (¥%,A%,d") tendri represen-
tadas las capacidades y 1los costos (inérementales)'de acuer-
do a la distritucibn inicial del flujo % ;ahora si 1ie5asemos
a encontrar un circuito nesativo en Gu(%}, lo zue se¢ hace es
hacer una nueva .istribucidn del rlujo ?’ en & y asi  lssirnulr
v1 cocto.

Pl alseritmo costa bas—do en cl siguieﬁte teorema:

feorema .- % ¢s un flujo de valor v con costo miniro si ¥

solo =i no hay circuitos (b en @ (%/, tales que la suma de 10S

costos en log arcos de ¢Asea negativas,




s
Demostrac16n.- Sea c[ ] el COutO ael fluJo 3 enla 'x_‘e'd' G, .

Ly c[¢lGu(%)] 1a °uma de todos los COStOu ie log avr.cosicri’, el
,c1rcu1to ® en la red G (i ' | .

1) Suponcmos queg es un flu;]o de costo mi‘nlmo.' L e
Si suponemos que c¢ [(b |Gu(S)]<O para algun circuitc ¢ de ¢! (g),
en}:onces la circulacibén de una nueva unldad de-flujo acxlc],onal .
a través del circuito ¢ producé‘una ’nueva"distribﬁéién del flu=
jo = i +14(®); esto sin alterar el valor v del flujo de s a. te
El costo de transportacién de fluao de g *le(®) es |
;’ c [Q]«\»c[d) |G (g)]( c[ﬂ lo cual contradice la hlpétc
de que % es un Tlujo de costo minimo.» '
2. Suponemos que % no ec un flujo de c‘outo minimo.

c[¢|G (§) ])O para todo c1rcu1toq> en la red ,u(p N

sea§ ( = ?) es ¢l flujo de costo minimo de valor v.

}_I.

s
» ’
Seca ¢l patrdn de flujo g - % para cl cual el flujo en.cl
arco (¥ ,yj) sea igual a i)ij— %ij- .
. N
Ahora como % N % rueden scr-descomuuestos en una suma de
flujos transportados a trovls de camincs de s a t en G,podre-
' . . . e
mos entonces construir una red unitaria 37 para el patrbn
(3 . '
de flujo % - %.
As! tcndremos que ¢l conjunto de arcos cuyo no:- o inicial
e . . R .
es % es igual al cenjunto de arcos cuyvo nodo final cs xe

y esto es para todo x§ € x° > \(E # s%,t°,



De acuerdo con la secc16n y 3 g ‘cons:Lstu de una colecc16n
. ';de c1rcu1tos um.tarios de flugo ¢1,¢2,...,¢k,entonces .

1 S-'10(01)*lo(¢2)‘|.-.+lo(0k)

- Sabemos por otro lado que R o

?«tlo(¢l)+lo(¢2)+...ilo(@k) es un flu;;o factlble ya
‘ qﬁe cumple con las condiciones de un flujo factlble 3.21 y
3 Za, i e, cualqulcr suma ?-t 10(01)+...*1o(0 ) es factlble
para toda 1 $l< Ik, por lo tanto 51 con31deramos el patr6n de

.11ugo ?‘tl.(@ ) tencmos :

"0[§+ 1o(¢1)] = cf)+ c(¢,|6 (i)]
2 c($)

Consideremos ahora la red incremental G“(ﬁ-tlo»(Ql'))

en esta red los arcos que tienen un costo menor, comparado

con el costo que tienen en la red Gu(i) son”los arcos que
tienen un .sentido 'inverso' en el circuito 01 (ya que em
2808 arcos es en donde se va a disminuir las unidades de-
flujo que se transporta). ‘

Comn tog fluios’ lo(Ql),lo@z),...,son Unicos,tales ar-
¢ne nunca podrdn ser usados pof ningin otro circuito ¢2""’¢k

por lo tanto:

e 1e"(F420(9))] > L Pl () "f‘!

para toda Rz 2,...,k

( Entonces el costo del patrdn de flujo i* 10(@1)§10(¢ )



es e1 smgulente

c (ﬁ+1o(0 )*19@2)] = c[§+lo(¢1]+c[¢ \Gu §+lo(¢1)\]
o R TSRS RS cmz.G“qn

e (1+1e0))

”F”.

Continuanao con este proceso flnalmente llegamos a que
¥ic[1 ] c(i] 1o’ cual contradice la sup081016n de que i

 _un flujo de costo minlmo,con 1o cual queda demostrado el.teo-
 _rema. 5;‘l‘ s |

/ En base a lo establecido por el teorema 3,todo el pro-
‘ceso anterlor es requerldo‘para encontrar un flujo de minl-"
‘mo costo dé valor v en G,

Se inicia el proceso con un flujd factiblef de'valbr v,
,sé forma la- nueva red Gu(s) ¥y se checa si existen circuitos
-negativos en dicha red; usando para esto el algoritmo de
~ Floyd establecido en la seccibn 6.2,si existe un circuito
de costo negativo$ lo localizamos por medio de la matriz ©
de caminos minimos(seccibn 6.3).

Una vez que ya dctectamos al circuito ¢ cambiamos el
flujo que se distribuye en esos arcos ,agregando al flujo
anterior una cantidad+$}3 —S (segiin como se recorra el arco)
de flujo.El valor v del'flujo 1 permanece constante,y su

costo es reducido en S.E(Q)'donde c(®) es ¢l costo del cir-
cuito 4) .




S es escogldo de tal manera que no rebasa 1as capa01dades ol
de 1os arcos de G (i) i. e.' EEo o ‘viA
@, = min (q" (xl,y >] (6 11)

(X 1Yj\e¢ R

Esto 1mpllca que- ‘al cambiar el fluao 3 con 8 unldades en: G,
el nuevo flugo 5 es factlble. Bl proceso se vuelve a repetlr
comenzando con este nuevo fluaoi'y generando una nueva red w 
G (3),y checando gi ya no existen C1rcu1tos negatlvos una
vez més. ; -

Si no existen circu1tos negatlvos‘entonces el fluJo es un j';

flujo de costo minimo.

6. 5 DDSCRIPCION DEL ALHORITMO
PASC 1.- Use el algoritmo de FordAFulkerébh (secc‘h;B) pa-
ra cncontrar el flujo maximo factible de valor
. Vv en la red G.
PASO 2.~ Respecto al flujo % generar la nueva red Gu(a) (co-~

mo e explico en la seccion 5.2),i.8.

eM(§) = (x%,a%,a™) A%z aYual X%- X

A = {GHyD) con oGy

al(> ,y) - 3(3 Y )

capacidad

CeMGet,yY) - clx,y) - costo



Au {(y )% ")} con q“(y ‘,xu)

i (‘, y) capacn.aao

ll

ey

c (y ) X )‘ -;é(x,y)' Ac}os_t»o

: PASO 3.- Con la matrlz de costo ;geherédé deyla‘rOd Gu(jﬂn v
. (tomando sus valores como punto de partlaa) apllca-} ' !
mos el algoritmo de Floyd para encontrar cualquler
S circuito de costo negativo en G 4.
| st tal c1rcu1tovex1ste lo 1dLnt1f1camos y pasa=~
Tmos al paso 4. Si tal circuito noveXLste,el costqi‘
ya es minimo para el flujo ? yel algoritmo terﬁi;;
na;1"’ . S : - .
3 PASO 4e- Calcular § de acuerdo a ia ecuacidn 6.11 ,i.e.
' 6‘- min ‘q (xl,y )]
g eod |
con 1a cantidad 8 se realiza un cambio gde flujo
para los arcos contenidos cn el circuito ¢ de la
éiguientg manera :
(i) Para todo arco (Xz’y§>e.¢,ycu(¥§,yg> <4 0 se cam-
bia el flujo ? ji en ¢l corregponciente arcoe (yj,xi)
de G, de § 4o §ji—8. |

(ii) Para todo arco (kl,yJ €, y¢ (ml,ya) > 0 se cam-

‘ " bia el flujo i 13 en el correspondiente arco v

(xi,yj) de la red o, ce iij a ?ij +4 .




R PAY‘S,O‘”S.‘-‘ Con,'fjé'l" x}uév‘oi‘patréﬁ de flujo ‘"regre'samqs al:

oty




©VIT._RESUMEN

iy
v e

Resumlendo la secuenc1a que<se 51gue en el proceso pre-’u-rf’

” sentado para 1a obtenc16n de un ; rlujo Véx1mo-Costo MinlmOz‘
Tkt s »/‘ : .

es 1a sigulente' k

I;—'APLICACION DEL ALGORITMO D& FORD-FULKERSON (sece-

para la obtencibn de un: flujo kaximo en
una red G.

IT.~ APLICACION DEL ALGORITHMO BASADO JN LA DE TmRPIUquON
DE CIRCUITCS NEGATIVOS |

a) Generar la red incremental GY(§) L . (secc
b) Construccién de la matriz de cos-
~ tos C,y la matriz de caminos mf- ‘
‘nimos ©. o (sece

¢) Aplicacibdn del algoriﬁmo‘de Floyd
{(para la deteccibn de c1rcu1tos
~ negativos). . , . S -~ (secc

{secc

b3

5.2)



B 7 1. -INPORTANCIA DHL ALGORII“ bDu FLOYD

L

": DANTaO DEL PROC“SO

"C6ﬁ§?se‘éﬁblic6iénilé sééci&n 5,2.uhé?£ed'iﬂérémentéi :ryf
’:Gu(f) genefada a~§af£ir de una fed'G,y uh:patféﬁ de fiujbi:'
o en G és una red'qﬁe va a estar formadé p&r»ellmiémo‘ébn- ;‘
'vJunto de vértlces (X) de la red G,y por dos conjuntos: de"
karcos Al y A2 . ‘

' Sabemos que en el cénjunto Ag estah incluidos todos_ios
‘arcos de la forma (x",y") para los cuales el correspondien-
" te arco (x,y)€ G,tendra un flujo f(x,y)< q(x,y) ,a eétos
’Arcos se les asocia una capacidad x4,y = q(x,y);f(x,y)
"y un costo cu(xu;yu) = ¢(x%,y),y tenemos que el conjunto‘Ag'
kes eiICOnjunto formadorpor todos los aicos de la forma
(yu,xu) para los cuales f(x,y)> Ojla capacidadbde estos ar-
cos es q4(y%,x%) ;.f(x,y);y su costo es e (y%,x%) = - clx,y)

Ahora si analizamos los arcos de la red G,para los cua-
les f(x%,y) = q(x,y), i.e. aquellos arcos que estan satura=-
dos; tendreros la siguiente situvacibdn:’

Para los arcos de la forma (x" Y vy € AE tienen costo
cu(xu,yu) = © (ver algoritmo Floyd,secc 6.2) ya gque son
arcos que tendrdn una capacidad = qU(x%,y") = q(x,y)-f(x,y)
= 0 (nula).

Sabemos por otro 1ado que todo arco dentro del Minimo

Corte encontrado por el algoritmg_de Ford-Fulkerson debe




‘Qlestar saturado, i.ce c(u.,y ) q(“i,y ) por 10 oue a&,ge-

‘ﬁnerar la rcd 1n~romcnta1 este, tlpo de arcos tendran ascc1aua

'  una capac1dad cd(x ,y ) = c(xl,) - q(\ ,yj) (nula,.:

_ Por esta ra on pste flpo de’ "rcoo no'anareceran ‘en la redir
Gu(S) 'y de esta manera su costo asoc11do dentro de la mat
de costos Ces cij = 00 (ver alvorltmo de Floya .secce 6.&) egto‘
implica que nlnguno de los arcos contenldos en- cl co rte min;mo~
’puede estar 1nc1u1do en algun circuito ne¢ atlvo,ya que apll-;"

cando la triple ccuacidn (6.11) del alﬂorltmo de Floyd en-la

busqueda de un circuito negativo tenemos.

Cije = min(cik,kckij +cjk) Vi #J scij # 00y Vj # k,c ik # oo}

‘entonces si cij’: oo implica que ¢l camino wac cbr£e de i‘a‘k
R €5 Cyp 7 | | _ '

En conclusibn tenemos que el algoritmo de floyd va a buscar
los circuitos negativos cn la red G,8in incluir aquellos ar-
cos en 165 quc el costo es o0,ya que estos nunca cslarfin  en
un circaito negative, ,

De esta manera el proceso de minimizar ¢l coslo de un flujo

es bastonte rdpido.




les s: desea 1lustrar el func1onamiento ‘del- alvorltmo basa-‘

do

sin que este corresponda al flujo méximo y minimizamos su

61,

VIIL.- EJNPLOS

A cont1nuac1on wostramos y eaempLos,por meulo de los cua-~

en la determ1nac16n de c1rcu1tos negatlvos.

.

In el primer ejemplo se trabaja con un patrén de flujo

costo de transrortacidn.

Bn los ejemplos 2 y 3 se trabaja con un patrén de flujo

miximo.Los datos de los ejemplos 1y 3 fueron probados con

el proceso programado,y los resultados obtenidos concuerdan

- con los que a continuacidén se dan en cada caso,. . .

BJEMPLO 1.- Sea la red G mostrada en la fig 8.11, domue

el primer nlimero asociadc a cada arco representa su capaci-

dad y el scgundo,su couto.

Se desea cncontrar el Minimo Costo de un flujo de valor

v =20 ,de 5 a t.

3!‘.

(1,25)

X =t

FIG 8.11

La primer etiqueta :s la capacidad del arco,y la segunda el costo



T : o N S S w,\. Bty
"\L ‘ E . . ; . N R e
L S e _ S o e
.. 2" PASC le.=- Para este ejemplo en particular trabajaremos con

un patrﬁﬁiéarbitrario),dé flujo factible de valor
v = 20 mostrado en la'fig'8.12,el'costo'de,este pa-

trén de flujo es 16(7;25}5)+q(23+7) ;V732.f-

FIG 8,12 Patrén de flujo inicial; costo = 732

PASO 2.- Respecto al patrdn de flujo dado formamos la red'G“(g);
‘ mostrada en la fig 8.13.

ST . . u , .
FIG 8415.~ Red G (s) recocpecto al flujo de la fig &,1%



o)

" FaEl %.- Formamoc la matriz de costos C,y la matriz de ca-

o L . :
minos minimos W .

[V

L Hp Xz W Xg o ¥g X Xy xa",x3 X, Xg  36 h o
% w oo |15 |oo |28 o, x L S N S I A I A \
x| =7 0 25 L 110 oo | @ X5 - 2 2 2 2 2 2
¥z] 00 =25 | U joo | | | 5 Xy U313 1313 (23
xq oo loo | 610 00 | 5! %, I O B O I N A A RO
x| © | o | oo 0 loo |12 X5 2 1515151215115
c|-28 |@ | @] 00| 3 |0 x |6 ]6]6 65 |6]s
| 00 oo | -5| oo |-7] C X 7 7l |7 l7]7 7
Matriz de costos Ge GQ(‘) ' Matriz de caminos minimos
FASO 4.- Aplicando el algoritmo de floyd vamos obteniendo

las siguientes matrices de costo minimo, junto con
su matriz asociada de carminos rinimos.Primera it:ra;ién

k=1

] % X, X, X5 % Xy X Xp X3 X Xg Xg 0
%y Ofo o |13 (28 |0 xy (2|2 2|1l 1f1]
*2|=7]| 0l25| 4102 |o PRERE: > | 2121
x. | o |2y % Glos | (oo | 5 Xy I I 3_’M§ 21 3
x, | 00 | ; 61 0w | 5 o X, oihoh i_”thmfu_ﬁ 4
sg[@ o Lol ofn hal x5 s |5 ls]s)s] 5]
%5 1-28 oo | o|-15] 3| 0| 7 Yo |6 16 161|161 6] 6]
iy Lo for | vl ool ] 2o x|l folelolel7]e

catris de costo Matri. de caminos minimos




iteracibn.- k =2

N IS PN VO (S B A I

X)X Txi- N X
1111 1
222 | 1] 2
>131 2 1] 3
Lyl L 4
55| 5 5| 5

6 16l 61 6| 6
71777 77

Matriz de caminos Mi{nimos

como infinito (o0)

x2~,x'3 g
1 28
0125. 2l
Los | o -
5
0
-5 -7
Matriz de costo +#4nimo
Las entradas en blanco son
Tercera iteracibn.- 3
X X
2 3 6
28
0125 21
25 | o -l
L1 | 615 2
0
-0 _1=2 ] =9

Matriz de Costo li{nimo

5
5 > 515
) 6 2 6
2 7 7

tutriz de caminocs Minimos

'?’N

W W |+

I

(S VR IV IV




) 65. 

  dn esta 1tgrac1on cncontramos cn 1a matrlz de cootos min1— 3
;mou Ln uuuto _bq - -lb lo que 1mpllca que existz un. c1rcu1to
neratlvo,que sc inicia y termina‘en el vérLlce Xq .,
Bl c1rou1to es 1cent1flcaao por meolo de la: matriz de
‘caminos mininos asl : . : R
t?nemos que el vérticc predeceso: dg X4 €S X5

el vértice predecesor de X, es x3 .

v y el virtice piedécesor'de x.,_’es»lx4 .
’Asi el circuito negativo es (xh’XB’XZ’Yh)

‘PASO 5.~ Calculamos el valor'Spor medio de la condicibn 6 11

§ = min [q(xq,xg,q(x V.xz).q(xa,xbr)] |
§ = min [12,16,18]) = 12 ,, S

‘iht}oduciéndo la cantidad,Sal fluja que circula dentro
del circuito tenemoé que para el: | ‘
fx,, %304 § = 0412 212,
4 b,
f(xa,xu)* f —o+12 - 12

arco (xh,xﬁ) tendremos f'(XQ’XB)

'arco4(x3,x2)'tendremos f'(xﬁ,xa) = f(x3,x2)e § =16-12

arco (xe,xq) tendremos f'(xa,xu) =
£l nuevo patron de flujo despues del cambio de flujo den-

" tro del circuito negativo es mostrado en la fig 8.14.

Su costo ahora es:
16(7)r4(25)H16(5)+12(4)¢12(6)+4(28)+4(7) =
1124100480+48+72+1 40 = 552

1




FIG 8.14 Nuevo patron de flujo §,costo = 552

' Regresamos nuevamente al Faso 2,1a nueva red G(§) es mos=-

~trada en la fig 8.15.

(4,-25)

___-‘——__‘N xa

(2%

'FIG 8.15.- G (?) relativa al patrén de flujo de la fig 8.14



Slgulendo el mismo. proccdlniento ante“iox obtenﬁmos los
> sigu1ente“ refultawos ' , ‘
PASC 3,.- Formamos la matrlz de costo C res pecto,a‘Gu(g) ae. e

PASO 4.~ ul nuevo circuito :egat;vo detectado es (k,, 1,x ,x6)

con un costo = =10

"PASC 5.- § = min [q(x6,xl},q(xl,xq),q(xq,x6)]r
| § = min [ 4,11,15 )= &
.El'nuevo'patrén de flujo es mostraco en la figura 8;16
¥y su costo es 512. |
PASO 2.- La nueva red GXY) relativa al nuevo patrén de flu-
jo . es mostrado en la fig 8.17
PASC 3.- Formamos la matriz de costo C respecto a la nueva
red G¥(§) de la iig 8.17.
PASC L.- El nuzvo circuito negativo detectado es (x7,13,x2,x5,x7)
con un costo de =3.
PASO 5.- § = min (q(x7,x3),q(x3,Xé),q(xz,xs),q(x5,x7)],,
§= win [16,4,16,15] = 4
sl nuevo patrdn de flujo es mostrado en la figura 8.18
y su costo es 480.
PASO 2.- La nucva red Gu(s) relativa al patron'de flujo es
es mostrada en la fig 8.1Y.
PASC He= Formamos la nueva matriz de costos C respecto a Gu(j)

‘de 1a fig 8.19.




‘?‘; 12_:,.;iv>,‘; ,‘ ", i ‘1}5~   ;:.1_ &3 . ‘/68;"'
C PASO q.- il nuevo clrculto negatlvo detcctado es (x7,x5,x2,

4,A6,X?) con un costo de =64

.:.bk‘PASO_ S~ = min [4,[},6,15,...] - 1

’

%1 nuevo patrén de flujo es,mostfado;én'la
fig 8,20 y su costo es de L47L. |
Apartir de este patréﬁ de flujo § no son encontrados circui-
‘tos negatinéleﬁ la red incremental G (§);por lo tanto el

~patrbén de flujo § mostrado en la fizg 8.20 es el patrbn de

““flujo de costo mfnimo para un flujo de valor v = 20 trans-

portado a través de la red G,y cuyo costo es 474,
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FI3 8.17.- (;“(i) relative al patrdén de flujo de la fig 8.16



;’x‘

" FIG 8.18.- Nuevo patrén de flujo § ,costo = 480

28

FIG 8.19.- GY(§) relativa al patrén de flujo § de la fig 8.18



FIG 8.20.- Patrén de flujo § de valor v= 20,con costo
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VECTOR CICLO KEGATIVO

-

b

CUsTo -5
CunTu-TuT Lu2 VALOR=FLUJO

Caxsld FLUJO COI IFL = 12
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. +» MATRIZ CE UATUS €K ESA ITERACIGH es
) EERS I YA L R YT Y 29T T VY T Y PP T P OU Y T Ty

HARCA oo NOUO 1 CAPACIDAL CesTu  FLLdo

INICIAL FINAL
‘. R " . T
1 1 2 i 7 16
o 1 4 i : ]
1 1 6 13 u 4
1 € 3 a7 5 “
b3 2 [ 8 - L) i2
0 2. 5 16 10 o'
1 3 7 22 H ‘1o
1 5 4 i2 [ 12
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¢ 5 ? 16 1R e
) i o 2 5 7 4
‘ o 6. s 3 N

10TAL LE ARCOS DE LA NUEVA RED =

-
-~

’ -

Obtencién de resultados a través de proceso programado

correspondlentes ala fig 8 lh

’
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1 - 3 4 i 13 1
c 1 6 13 R 26 I
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1 2 4 18 L] cle
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1 > 7 ed ' ] lc
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1 o & la b i
& Y 7 pE iz B
i [ 7. 5 7 4
] o 5 10 3 0

TOTAL vi An=3S LE LA BULVA RID = 14
s

Otencidn de resultados a través del procesa progfamédd ,

correspondientes a la fig 8.16
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Obtencibn de resultados a través del procéso progfémado

correspondientes a 1la fig 8.18
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TOTAL OE ARUOS OE LA NUEVA REC = 18

Obtencion de resultados a través'de proceso programédd

correspondientes a la fig 8.20
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2.

,)f'EJEMPLOiZ.-kEncbﬁtfar‘el flujo 'Aximo de Costo M{niuo para
S : ‘1a red G de la fig 8.23% por medio del pﬁdcesq~.
basado eh,la determinacién de circuitos negati- " .

. VOSe '
Y ) [

C(se)

tn,0) -

3

: ' (ay) 8 : ,
FIG 8.23.~ £l primer nimero asociado a cada arco representa

la capacidad,y el segundo €1 costo.

§rs

-

PASO 1.- Aplicando ol algoritmo de Ford-Fulkerson se constru-
ye el flujo Mlximo de valor v = 8%, cl patrdn dec

flujo es mostrado en la [lig 8.24.



FIG 8.24.- Los arcos del corte minimo son los arcos marcados, .

los nfimeros indican el flujo en cada arco. il cos-

tu de este patrbn es = 1435

¥l COI‘t’e (Y;i) :{(593)9(2,3}9(2a5)s(217)’(477)!(6!7)’(6’t}} -
con Y = {5,1,2,4,6} H e = {3»597)8’911“'}

PASC 2.~

Respecto al patrén de flujo mostrado en la fig 8.2l

gencramos GU(§) mostrada en la fig .25,

Agqui obscrvamds gue todo arco dentro del corte ni-
nimo estd saturado,cntonces al cesconponer cada ar-
co (%,y)€ G en dos arcos;(yu,xu),(xu,yu) tsndremos
que q (yg,xu) = 0 lo que implica que c(yu,xu) - 00

(Secf; 5.2 Y 602)0



fed

Por 1o cual tencnos que nlngunﬂ de los arcos contenldos
en el corte minlmo estara contenlao en un circuito nugativo,

por esta razén los podemos exclulr dul Droceso de minlmlzar

el costo,sin que esto al tere nucstros regu]tacos.

.

-~ —— - - -

\

H
\\ ;!
2, &
RN .
‘ et _o0-a):
FIG 8.25

PASO 3,- Formamos la matriz de costos C,j~1a matriz de ca-

minos minimos ©.
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Lzs entradas en blanco de la matriz de costo representan . '

PASCG 4.~ Apnlicanduo el algoritmo de Floyd vamos obteniendo las

siguientes matrices C y 6.
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Segunda iteracibn 'k ='1°
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Matriz de costo minimo : M&triz de caminos M{nimos

in esta iteracibn encéntramos en la matriz .de costo minimo,un
costo‘caez ~1,10 que implica que existe un circuito negativo que
se inicia y termina en el vértice 2.

“ideﬁtificando ¢l circuito por mudio de la matriz de caminos @,
encdntrémos que el circuito de costo negativo es (2,s,1,2); los

arcos que férman este circuito son &(2,5),(5;1),(1,2)}

PA4SO S.- Calculamos el valor &.




- cantldad Jes mostrado en la fig 8 26

8 - min (q(Z s) q(s 1) q(l u)]  ; ';':y;';{njy | L
§= win ( 0,10,15] = 10 '

' £1 nuevo patrbn de fluao despucs de 1a 1ntrouucc16n de la ;]_‘5

-

FIG 8.26.- Nuevo patrén de flujo § ,costo = 1475 N

A& partir de este patrbn de flujo no existen m&s circuitos
negativos <n la red, por lo tanto el patrbén d- flujo mostra-
do en la fig 8.26 es el patrén del Flujo M&ximo de Costo iifi-

nimo para la red dcl ejemplo 2 (fig 8.23).



EJENPIO De= bea la red G mostrada en la flg 8 27 donde

f;él prlmer n&mero asoc1ado a cada arco repreu nta su capa-

fﬁc1dad y el segundo su COutO. = SR vk :

' e Se desea conocer cual es eJ méx1mo fluJo a costo minlmo.
| Los datos de esta red son probados con el proceso

f.programado ver resultados de este problema los obtenldos

.por el proceso programado. i . v
En la fig 8. 28 se ‘muestra yl corte minlmo obtenlao por el

algorltmo de Ford Fulkersan.
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wm - arcos saturados.
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IX.- CCHUCLUSICH:S

.
v

;f@ﬁ bi pfeéénté trabajo se pfopnnb uﬁ procediﬁiéntoipdra’f
- resolver el problema ée1Méximb‘flujd-ﬁiniﬁo"Costq;que:c0n¥‘"
éiste cn diViQi#rel problera en dos cﬁapas:_‘ e
1)‘La,ppimera eé'encontrar el flujo mhximd c¢n nuéstravfed.‘

2) ¥y 1a ségunda es . mini~izar el costo de transportéadol'flu4‘ '
”' joAﬁ&ximo'obtenido. ‘b | ‘
La solucibn-que,se encontrb‘para 1a;primera par#e del pro-
blema es obtenida mediante la aplicécién de la técnica desa-
'rrbllada'por’Ford-Fulkeian. b

g

" Una vez encentrada la solucibn al problema Qé ﬁéximo flu-
jo,tratamos de encontrar una solucidn a la‘segﬂhda parte del
problema; para esto se recaliza la apliéaci6n de un algorit-
mo basado en la determinacibn de circuitos negativos dentro
de una red'para mininicar costos. o

Para explicar'el funcionamiento asf! como laz bases del
proceso utilizacdo para la obtencibn de soluciones a nuestro
rroblema ﬁlauteado, se da la informaciArn necesaria de Teo-
rfa de Gréficas asi como de Teorfa de “edes,misma que es
utilizada mis adelante en la aplicacibén de los algoritmos
que intervienen cn’'el proccso, asl como en o1 manejo de la

.

estructura de una red.



{ '3§ inteﬂté en‘esté‘aspécfd qﬁé'e1 trébajo»fﬁeraﬁiblméé7v ;
Z;completo posible, sin que por esto. perdlera el obgetivo prin—‘ '">aﬁ 
>¢cipal* ademas de que el proceso utllizado se. pudlera 1mp1emen-' 4~5¥i?
‘ ftar computacmonalmente. _'> ' | B

Podemos decir que el funcionamiéﬁﬁo-de esté élgoritmo:cdm;
fpafado con muchos de los algoritmos que se utilizan para resol-
ver el problema de Flujo M&ximo-Mf{nimo Costo es mucho ms senci-
llo debido él manejo de datos, y a la forma derhacerlo,que el al-
gorltmo requiere. |

T.C.Hu en su llbro de Integer Programming and Network Flows
(secc 10.4) propone un proceulmlento similar para resolver el
problema; conslistente también en la bﬁsqueda de circuitos ne-

‘gativos,pero excluyendo del proceso s0lo a los arcos del corte

minimo (para los cuales no ékistirén circuitos negativos X

Debido a<esto,construye 2 matyices : una que contiene los

vértices contenidos en el conjgnto 1 del corte minimo,y la otra
que contiene los vértices del conjunto ¥ del corte mfnimo.

Cosa que no sucede en el procedimiento que se propone e
este trabajo,ya que.la bisqueda de ios circuifos negativos
se realiza en una sola matriz de datos.

‘Usando el algoritmo de rloyd para la deteccibn de dichos’
circuitos un investigador llamado Benningion publico una ex-
periencia computacional (Nicos Christofidesg,capitulo 11,secc 5.1.3)
indicando que el tiempo de mhAquina para encontrar la solucién
en una red con n vértices y m arcos es :

t = =2.3 4$0,0113(n) 4 0.00166(m) (SEC IBM 360/75)

Tobtener una solucién al problema Flujo MAximo-Costo M{nimo.
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b T

Asf en una red de 200 vértices y 500 arcos se requiere .

 ﬁaproximadamente 8 scbunuos.“ _ 7
| T.C.Hu (sec 10 q) conprobo que ‘la.hﬁsqueda de una solucién
laliproblema de flugo-Costo minimo mediénte la détefminaciéh  7
’dencirbnitos de costo negéﬁivo tiene ung'eficacié;equivalén-f”u
';,ﬁe‘respecto a los algdrilmos qﬁe utilizan ;a;téchica e Pfo-
 gramac16n Llneal Primal-Dual, | S
- - Desde el punto de v1ata computacional es mucho nas °enc1]10
el manejo de‘datos,asi como la obtencibn de una solucibn de-
bido a que scn mucho menos variables la que se mahqjén en e1H
proceso. | )
El algoritmo de Floyd utilizado paré la deteccién de los
'cirquitos negativos en una red es el algoritmo fundamental
en éste proceso,ya hue la forma en Que realiza la bﬁSqueda
de los circuitos negativos permite que se excluyan todos
aquellos arcos de 1la réd los cuales no es posible que esté:
incluidos en algun circuito negativo; de esta mancra la tis-
queda es rapida, ya‘que no se incluyen en ella todos los ar-
cos de la red,
Finalmente el trabajo presenta la programacién»de] proce-
s0 aplicada a dos ejomploﬁ. _
Es importantce comentar que los datos que constituyen la

estructura de una red son leidos dentro del proceso progra-

3
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mado a traves de véctores dc tal manera que 1a memoria dc137 :
;,méqulna que es utlllzada sea minlma csto es con el f1n de

fque dlcho proceso pueda ser apllcauo a problemas de RedeSf;" 

PR

!Abastante granues.

A
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. XI.- APENDICE

~ ALGORITMO PARA VININIZAR L COSTO DE UN FLUJO

BASADO EN LA DETERMINACION DE CIRCUITOS NEGATIVOS =

2.- DIAGRAMA DE BLOGUE DE LA PROGRAMACION DEL
PROCESO PARA MINIMIZAR :L COSTO DE UN FLUJO

. 2.1.- Comentarios referentes a la estructura del programa.

f(diégrahasyde flujo de cada subroutina).




le- ALGuRIuv'o BASALO BN LA LTLRLINAUION D‘*‘
o ~ CIRCUITOS NEGATIVOS o

 PASG 1.-'Uée el algoritmo de Ford-Fﬁlkersbn‘(secé Le3)
para encontrar el flujo méximo factible. , ;
PASO 2. Generar la gréflca Gu(i) (sccc 5.2) respecto al
flujo 9§ , : .
PASO 3.~ Aplicar el algoritmo de Floyd (secc 6.2) para.
' encoqtrar cualduier circuito de costo negativo
en GY(§). |
Si tal circuito existe,identificarlo e ir al
- paso 4. Si tal circuito no existe, el costo para
el flujo i sera miniho y.el algoritmo termina.
PASO 4.- Calcular § _ segin la ecuacidén 6,11

§ =min [a'Gd,yH]
(ley )CQ

Cambiar el fIUJO a los arcos contcnidos en el cir-
cuito 9 de la siguiente manera :

(i) Para taodo arco (x:,yg) con cu(xg,yg) < O se cam-
bia el flujo %‘ii 2n .el correspondiente arco (yj,xij
de G, de g j1 @ iji— g .

(ii) Para todo arco (xi,yj) con cu(xz,yg) > 0 se cambia

el flujo - f 1j en el correspondiente




arco(xl,yJ) de la red G,.de L3 ij 2 sij* §.

"’jPASOIi 5.~ Con el nuevo:‘paytrbn oe’ Ilujojs rcgreSar al pasci" 2.



- PRCCISO PARR LNCONTRAR AL FLUJO MAXIKO .
;PVIHIPO COSTC BASATO BN LA DuPERFINACION DE ;I"
CIRCUTT s NAGAPIV‘

 DIAGRAMA DE BLOQUE .

LECTURA DE DATOS

SUBROULIRD
" FORY

e

SURRNUTINE
CREA

SUBROUTINE| no circuitos

negativos FIN

COST

SUBROUTIN &
FLOYD -

UBRCUTINE
ESCRB
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"-{~ 2 1,- com NTARIOS REFE RENTES”A_LA‘ESTRvoTURA DEL PROGRAMA

TSR

: La programa01on del proceso propuesto para la soluc1on

*Avdel problema de - Flugo Méx1mo-Costo Vinimo se reallzo en el
; lenguaJe de Fortran V Y- fue. probado en el sistema de la ma-
'quina UNIVAC 1180. | ‘ |

‘El 'programa’consta de 5 subruLwnas ‘presentadas en el

diagrama de bloque anterior). » ‘ ‘

‘ A contlnuac16n se da una expllcac16n de la parte Qel

proceso que se realiza en cada una de ellas asi como dehla

forma de obtencién de los datos -,

. LECTURA DE DATOS.

- Un punto importante para el proceso es la re-
prescntac16n de la estructura de una red ‘a través de vectores
datos ya que a traveu dqlestos se especifica claramente la es-
tructura de la red sobré lé cual se va a trabajar.:

Para lograr esto se asocia a cada vértice un ndmero(en
orden ascendente) de tal manera que al vértice s (entrada)
le corresponda un nﬁmerq\nl y al vértice t (salida) le co-
"rrecponda cl nlmero nt; @e esta manera el conjunto de vérti-
ces X estara reprcsentadp por un vector (nl,na,..,nt)en el cual

nosotros podemos saber claramente que el vlrtice & es n; vy

t es ng. «n otras palabras tenemos que a la fucente de una




’ red se lc auoc1a 51émbre nl y a’ 1a ualida ng.r

f;;; ff al prime'~ paso dentro dcl proceso ‘es la lectura de los o
x datos. o | R ’ S ' et

o ia dlmen516n de cada vector dato sera determlnada por las

L iarlable vn y m, donde r = nimero de nodos de la, red, y i

) ‘V,m‘ “nfimero de arcos de la red. |

Los vectores datos son los 515u1entes.

(dentro del proceso se leen en esta secuenc1a)

1;- Vector”que,contiene el‘conjunto de nodos inicialeé’de‘cédail;
~ arco de la red, su dimensiGn es =m ., | |
(se debe dar en orden ascendente) -
' >2).- VECtor;que contiene el conjunto de nodos finaleé;de:cada-
: arco de la red, éu dimensibn es =~ m.
Los 2 véctores anteriores se deben leer en esta se-
cuencia,ya que a trévés de ellos estamos dando el Senti-

do de orientaciln correspondiente a cada arco.

Por ejemplo:

————— 9
. 1] -- 2
------ 3
-2 .
S:-l 4:t |‘ il+
] Lo ]
vector 1 vector 2



W@, G,

'\

Asi se 1ndica que ex1ste un arco de la forma (l 2),"

>

S

Ll motivo por el cual los datos se dan de euta manera es 5

’con obJeto de ahorrar memorla,ya que. si se guardan en una ma-“f’

‘triz, tendremos que todas las entradas Ge la diagonal no son

necesarias como datos para el proceso.

3} e~ Vector gque contiene el conjunto'de”capacidades.aSOCiadas-"

a cada arco, su dimensidn es = m.
»4).- Vector que contiene el conjunto de costos asociados a

cada arco,su dimensibn = me

’5).4 Vector'quE,contiene el conjunto de flujos transportados -

en cada arco,su dimensidn = m.




"-”SUV”OUPINH FO%Y

“,(oaso 1 del algorluuo)

~ Dentro de esta rutina se encucntra el flujo Méximo de

(s) a (t) dentro de una red G dada;esto es mediante'la R

progamac16n ael alworltmo de: Marcagv brOpuesto por Ford-

‘L'zulkerson (secc bhe3)e

Los datos de cntrada que interv1enen en esta rutlna se

: leen al prlncipmo acl proceﬁo y. son_los 51guientes.

| DATOS 1
1)
3)
4)

Al aplicar la rutina Fory a los datos anteriores

vector
vector
vector

vector

de
de
de
de

nodos iniciales
nodos finales
capacidades

flujos

dimensibn

dimehsién

dimensibn

dimensibn =

m

obten-

dremos al final del proceso de esta rutina un patrdn de

flujo % que

como el corte winimo para la misma.

scrd el flujo mAximo dentro de la red,azi



SUBQOU“INJ CRuA

' u(pa%o 2 dbl alvorltmo)

En esta rutlna se genera la red incremental Gu(i) res-‘”f - ;v:;
pecto al patrén qe flugo f obtenido en 1a rutina FORY,de
'acuerdo como se indica en la secc 5 2 y asociando un cos-

'—to a cada arco asi: ‘

, " u _u u o uu Uy

Para todo arco (xo75) € A elxg,¥3) = F(Xi’yj)
: u
Para tpao.arco (yj,xg) € Ag : cu(yg,xz)_;-c(xi,yj)
Los datos de entrada que intervienen en esta rutina se.
leen al principio del proceso a excepcibn del vector de

flujos que se obtiene en la rutina anterior (FOZY):

DATCS 2 :
.l) Yector de capacidades asociadas a cada dimensiin = m
arco
2) Vector de costos asociados a cada
arco dimensién = m
3) Vector de flujos asociados a cada
arco. . ‘dimcnsiﬁh -

Al final de esta rutina se obtienen los datos por medio

de los cuales podchos identificar perfectamente a la red Gu(i).
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S ‘LBi\LU INE (JCS.L RN o
‘f”(paso d 1 alborltmo) -

”‘D ntro de esta rutlna se construye la matrlz de Costo C
o asoc1ada a 1a red G (s) y la métrlz de caminos minlnos 9,

(ipcc 6. 2,6 3.

Una vez construidas eutas dOu matrlces de dlmen81on nxn se -
aplica ‘el algoritmo de Floyd’ nara buscar todos los posibles Ry
circuitos: negatlvos ex1stenLes en la red Gu(f). E e

o

‘En el caso de cncontrar un c1rcu1to negativo;lo 1oca11za-~ e

.\H.\

- mos perfectamente cn la red Gu(s) mecdiante la matrlz 6 '
el proceso_contlnua con la subroutine FLOYD,

Si no es posible encontrar un circﬁito négativb;entonces '
la'solucién ha scido encontrada y el proceso termina,. |

Los datos de cntrada que interiienen en esta rutina ;e"
leen al principio dél Drcceso .unos,y otros se obtienen de
las rutinas anteriores.
DATOS 3

1) Vector de costos asociados a cada arco
de la red Gu(s) dimensidn = kz donde kz & 2m

HOTA.- La nueva rod C (§) tendra a lo més 2 veces el hﬁmc-

ro de arcos de la red G (sccc 5.2)



e - EuBROUTE TINE. CCSL
vﬁ(paso d 1 alborltmo)

ntro de esta rutlna se. construye la matrlz de Costo C
asoclada a la red G (s),y 1a matrlz de camlnos minimos 6,
(secc 6.2,603) A R fi |
Una’ vez;construldas‘e stas dos matrices de dimen51on nxn,se . ... -
"aplica él algoritmo de Floyd para buscar todos los pOleleS:  ‘f
01rcu1toQ negatlvos ex13tenLes en 1a red G (f).

En el caso de encontrar un circuito negatlvo lo localiza-
mos perfectamcnte en la red Gu(s)-mediante la matriz 6 ,y
el proceso continua con la subroutine FLOYD.

51 no es posible encontrar un c1rcu1to negatlvo entonces
la solucibn ha sido encontrada y el proceso termina.

Los datos de cntrada que intervienen én esta rutina se
leeﬁ al principio del prcceso .unos,y otros se obtienen de
las rutinas anteriores.

DATOS %

v

1) Vector de costos asociados a cada arco
de la red GY (s) ‘ dimensidén - kz donde kz 2m
NOTA.~- La nue va rod C (f) tendra a lo'mls 2 veces el nlme~

ro de arcos de la red G (secec 5.2)



_ ”“::?' SUBQOUPIND FLOYD
i‘°(paso h del algoritmo)

En esta rutlna se calcula la cantldad de fluJo 8 segun
vla ecuac16n 6.11,para lo cual reallza una busqueda con el
fin de obtener todas las capacmdadeg Ge los arcos inclui-

' dos en el circuito nevatlvo./ ‘ B
Una vez conocida 8 = min { g% (xl,y )]
’ (5,5 ed
se cambla el flujo a los arcos. contenidos en el c1rcu1to
(en la gré&fica G) segfin lo indica el paso 4 del algoritmo
basado en la determinacidn de circuitos negétivps; ’ |
Asi obtenemos como resultado'un nuevo patrén de flujo
‘con-un costb menor al costo del patrén anterior.
Los datos necesarios en esta rutina son:
DATOS 4
| 1) Véctor'de capacidades asociadas a cada arco i"
de 1a red G4(§). s
2) Vector de flujo asociado a cada arco de la red G.
3) Vector indicador dei ciclo negativo obtenido en

la rutina Cost.
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OBSERVACIONES:




- BRUUPIN; BSCATB

Jorltmo) }'

“(paso. del Ml

sta es 1a rutina’ de escrltura del proceso en 1a cual va—
mos a ir eucrlblendo los rusultados de cada itera016n i. e.A;c;,ng:;ﬂ

vamou a es crlblr cada patrén de flugo que se ‘va obteniendo

"'.para mlnlmlzar el costo.nAu

Despucs de escribir los resultados obtenldos en cada 1te;—>1_

' racibn,regresamos con el nuevo patr6n de fluJo a. la subrou-v

tine Crea( paso 2 del algorltmo),,
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L PARAM TROS QU,, oP- mm DENT 20 DE 'LAI.”SUBROU"[‘II“{E FORY -~ .

,os parametros que se utllizan dentro de eqta subroutine

"}f-son los uiguientes.

fa) Las variables: 7
n-= niimero de nodos ue la red
'm = numero de arcos de la red
‘b) Los arreglos de datos de dimensibn (lxm) :
MARCA. Arreglo que guarda los arcos en los que se envian
‘unidades de flujo.
VNODOI.; Arreglo que guarda el éonjunto de nodos iniciales
de cada arco de la red.
. NODOF.- Arreglo ‘que guarda el conjunto de nodos finales
de cada arco de la red.
ICAP.- Arreglo qué,guarda las capacidades asociadas a
cada arco de la red. 7
IFLUJ.- Arreglo que guarda el fiujo asociado a cadq ar-
co de la red.
¢) Los arreglos que se generan dentro de ecta rutina:
IETIQ.~ Arreglo de dimensidén (nx4) que guarda ¢l conjun—
to de nodos marcados (proceso de, Ford-Fulkcerson)
con su etiqueta correspondienfc.
- MARCAT.- Arreglo de dimensidn (1xm) que gudrda el con-
junto de arcos que forman la cadena aumenta-flujos

(cadena en la que sc realiza el cambio de flujo).

¥ la variable kzique es ¢l nlmuro de nodos ctiquctados,
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KA =

marcaje inverso

e T S I e ke

IA = NODOI(J)
1B = HOLOF(J)
, I = IFLUJ(J) ”’"‘“’“"*(Z:)
‘ I1C = MIN(IC,IP)
1D = =1
MARCA(J) = -1
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marcaje diructo

“RRCA(J)
ID

1
1

IA = C 0r{J)
IB = HOUOI(J)
m =T

CAP(J) - IFLULJ(J)







(:3*__~_AI = IBTIQ(KZ,2)
A2 = IEPIQ(KZ,1)

L+

[

M =0

IETIQ(L,ElJV s ‘} e

,

cambio de flujo

Al = T:TI¢(Ka,1)
A2 = 1EITR(K4,2)

- E
-

e

termina subroutin
. c fory oY
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ARCAT(IM)= &
A2

SPIN(KRT, Mol TFLUI (1) = IFLUJ(IN)-FAXF
!

TFLGI(T)

= IFLUJ{IM)#HAXF
MAZCAL(1F) =

1 3 ; ) . .v“.\'v

- 1

1~ I+1
1> .
]

J -
Jd = JHl
J> 3

l
L—{ 1erio,a) - C




O F
1

~~ *

— OO

g

= ::__All.@
(]

o [l I

P

I




130,

o FARAMETROS U OT MM LONIRC BS LA SUB20UTINZ CREA

. Los parfmctros que se utilizan dentro de esta subrouti- i

‘ne son los sisuicntes:
‘a) Las variables

‘n

(idem) -
Cmo= (idem) ' | 'v;’w\ |
ml - 2&» es ¢l méﬁiwo'nﬁmero de éfcos.que ?uede i}egdr 
L a tener la-nueva red generada'Gu(f);"
- X7 .- NMimero de arqﬁé que tienc la nueva feE‘Gu(f)
(se obticne su valor dentro de la rutina) K2<2m
.b) Los arreglos de datos de dimensiéﬁ (1xm): |
'MARCA.- (idem)
HOLOI.- (idem)
HODOF.- (idem)
ICAP .- (idcm)
CO5T0,- Arrcslo que guarda el costo asociado a cada arco.
IFLUJ .- (idem)
¢) Los arreglos que se gencran dontro de ectn runinm:
NOEOIc.~ Arreslo que guarda el conjunto de nodos inicia-
les de 1d nueva red G%($),dimcnsién ; 1 x ml.
. NODOF2.~ Arreglo que guarda 91 conjunto dv nocos fina-
les d¢ 1la nge§a red (5),dimensién -1 ¥ ml.
CAPZ2.- Arrczlo que suarda las copacidades asociadas a

cada arzo Ge la nueva red Gu(?),dimunsién =1 x ml.



COSIC2.~ Arreglo que guarda los costos asociados a cada ar--
. R : ool I A W

co de’Gd(z);'éimensi6n';ki % ml,

»




F1 3.

S TAGRAMA 0 PLU'L LoLi sua OUEINA (R;A‘,'

n 1n1010 d~ 1a- rutina -

. -

. ; &
NODOI2(J) = NODOI(I)
NODOF&(J) = TODOF(I)
CAPZ2(J) = CAP(I)
CosT02(Jd) = COSTO(I)
NOLOIZ(J) = KOiOF(I)
NODOF2(J) = HODOI(I)
CAP2(J} = FLUJO(I)
cesre2(d; = - COSTO(I)
CAP(1)-ILUJO(I)
0
HODOI2(J) = HOWOTI(I)
HODOF2(J) = i'0i0F(1)
CAP2(J)= C/P(I) TLUJO(T)
COST02(J) = '(5\0(1)

k2 = d fin de la rutina
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. UPARA¥.ATR0S GUSL OP=RAN DATZ0 7. LA SUBROUTINE COST

[

- Los parfmetros que operan dcéntro de este subroutine son. . .

“ los siguientes: - . U o
a) Las variables:

n.- (idem)-

ﬁ;— (idem)
ml.- (idem) »
KZ.- (idem) e

3
\

1SYW,.- variable que'va a indicar si‘existé un circuito
0 no al salir de esta subroutine, ‘
IR.- Variable que indica el lugar dentro de la matriz
kdé caminos minimos,en el cual encoptraremos el
nodo en el que se inicia y termina un circuito |
negativo.
Las variables ISY, IR se obtienen ambas dentro de
esta rutina. ' '
b) Los arreglos de datos de dimensibn (1xml)
NODCIZ2,- (idem)
NODOF2.~- (idem)
COST02.- (icem)
2) Los arreglos de dimensién (nxn) qﬁe se goneran dentro
" dentro de esta rutina:
C .- Matriz de costos dg la red Gu(?).

TLPA.~- Matriz de caminos minimos.



* DIAGRAMA DE FLUJO DE LA SUBROUPINA COST

‘“n1c1o de la rutlna.

P i R R e I el i I T el 2 g

J=JJ+l

C(II,dJ)= b

-I+1-
I>» N

l
c(I,I)= 0
‘1 3
I —1

> - I+l
I>ie

J=1
- =J+41
Jd>o>

- ' l

TETA(I,d)= I

4




C(HOLUL( 1,30t o (D) = vostoe(1)]

ipicia al joritmo de Floyd

—— e . - o — —— A v N S Adp e S o - o




2y

J

c(1,d

(1K) .l

) =
TETA(I,I "= TETA(K ,'J)

IR = IR+l '

fin de la_rutina Cost _ _
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© PARAMEPRGS UE OPERAN DENTRO Dt L& SUUROUTINE FLOYD -

'

.

"'Los parfmetros que operan dentro de esta subroutine son =

~ los siguicmtes: .

a) Las variables:

. ml

IR

‘0 = (igem)

(idem)Ef 

i

(iden)

(idem)

1

KZ iidem)

It

JG._ Riimero de nodos que intervienen en un circui:o' ne-
gativo,el valor de esta variable se obtiene dentro

' de esta rutina.

- IFL.- Cantidad de flujo que se cambia dentro del circui-

to negativo,

ICOST.- Costo de transportacidn del patrbén de flujo.

IVALOR.- Valor del flujo.

b) Los arreglos de datos con dimensibén (lum)

NOTOI .- (idem)
NOLOF .~ (idem)
ICAP .- (idem) -

© COST .- (idem)

bt)

IFLUJ .~ (idem)

Los arrugles de datos de dimensib6n (1  ml)
HOR0T2.~ (idem) B

HOLOF2.-. (idem)



G5 P02 .- ‘(’it:em)‘

(icem) . v o o

c)'Lau matriCco C y T”TA de dlmenulon (n n).f

-d) Los arreglos que ‘se veneran aentro de esta rutlna.

A Al U,Il .- Vectores por mealo de los cuales se. encuen-v*t~'

oo . tra Yy se guarca un ciclo negat1vo.
CAPlA- Vectar que guarda la>capacidad de 1oé»arcos cdn-

tenidos en un circuito negativo.
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_ DIAGRAMA LE FLUJO LE LA SUBROUTINA FLOYD.
’ ~ inicio de la rutina o
IVATOR = O v
ICOST = of SRR
Al = IR =1 e
A2 = TETA(IR,IR)| RETEE
O

—o-

R E ;A(Jx-lﬂ

A(JY) = TETA(IR,J) -




AL(E) - A(g:

JX =~ J¥-1

A2 - JG-1

1

- I41

<
i

t
=J = Jel
J > Ko

APL(I) ~CAP2(1)




’._;'

', .
i

N B

MA - CAF1(I)

IFL - MA
IVAIDR = O
ICO: T

0
0
1

 §

I+l

©




T0DOI(J) = AL(I

“ODOI(J) E A1(I+1)

ODOF(J) p AL(I)

FLUJO(J) = ‘rLUJo(J);IFL]

¥

no )

FLUJC (J)=FLUJO(J) +IFL
MARCA(J) = 1

errorl|

. MARCA(J) = 1

MARCA(J) = or—————c@




JIVaLlux = IVALCo4:LUJOTJJ]

—— . 4n - am v avap o e wen - e - o am m cem e wme we

fin de la rutina Floyd
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 EARAMATROS QUE CP:ZRAN EN TA SUBROUTINE £SCRTB

R

' Los parémetros para esta rutina son'y

Al»- Arreglo que contlene 1os nodoo que estan dentro de un’

circulto negativo.

’IFL. Cantidad de flujo que sc cambia dentro del circulto f
k negativo. ‘

n .- Némero de nodos de la red orlglnal

C .- hatrlz de Costos _

IVALOR.- Valor del flujo M&ximo i v

JG - Indice que indica la dimensibn del arrcglo Al

IR .- Lugar de la Matriz C en el cual existe un costo

negativo,i.e. C(IR,IR)<O.



(@) i
AN IR S R __:L_rxzc_i_ta_su.zl_ne _e§c_ryz
ESCRITURA DE RESULTADOS o |
—— e e d f:_L_n___d_e la rutlna e.i_cp___b_
s , , S v

,&_I RETURN'
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