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IN T"R o D u e e I 0 N 

Uno de los problemas más interesantes e importantes dentro 

de la teoria de redes es el de determinar el valor del flujo 

máximo que puede ser transportado de una entrada s a µna sa-

lida t dadas en una red. 

Encontramos que es tan vasta la literatura de flujos en 

Rédes que existen diferentes formulaciones del problema de 

flujo máximo en una red, así como muchas y muy variadas las 

· aplicaciones que se pueden dar. 

Debido a esto el estudio de teoría de redes en este cam

po se ha extendido rapiaamente durante los últimos años,te

niendo como estímulo el gran desarrollo y la rapidez de las 

máquinas computadoras. 

En el presente trabajo hacemou una formulaci6n al proble

ma de Máximo flujo Mínimo Costo basandonos en los conceptos 
'· 

fundamentales de teoría de redes. 

Proponemos una soluci6n a este problema en dos partes: 

i) Determinar el flujo máximo dentro de una red. 

ii) Minimizar el costo de transpor~e de un flujo. 



en. forma. d.e subrutinas y se aplica a dos ejemplos • 

.. ,. 

~··· .. 



··· .. , 

Para la soluci6n de (i) utilizamos el alg~ritmo de FORD

F1JLKERSON, y para la soluci6n de (ii) utilizamos ur. algoritmo 

basado en la de~erminaci6n de. circuitos negativos. 

El desarrollo del trabajo es de la siguiente manera 

Primeramente introducimos los conceptos fundamentales de 

teoría de Redes así como las propiedades de las gráficas,que; 

nos servir!n mlls adelante como herramienta para plantear for

malmente desde el punto de vista matemático nuestro problema. 

En seguida se describe el algorítmo usado para resolver 

el problema de. flujo máximo. En la secci6n siguiente se desa

rrollan los procesos de construcci6n de una red incremental 

así como de la descompusici6n de un patr6n de flujo. 

Esta secci6n contribuye a una mejor comprensi6n del funcio

namiento del algoritmo usado para minimizar el costo de trans-
. . 

portaci6n de ·un flujo, dicho algor~tmo esta basado en la de'ter-

minaci6n de·circuitos negativos dentro de una Red a trav6~ de 

los cuales se va dism1nuyendo el costo de transporte • 
. . ' 

En seguida se da el planteamiento del problema de FLUJO A 

COSTO MINIMO y se describe el algoritmo utilizado para su so

luci6n (algoritmo de Floyd). 

Finalmente se da el proceso de Máximo-flujo Minimo-CosLo 

programado siguiendo el proceso descrito en la secci6n 6.1 
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I ;;. GRAFICil.s:- Definición 

Una gráfica es una' colección de puntos llamados vértic.es · 

.denotados Por x1 ,x2 , ••• ,xn los cu.alea 'forman el conjun~ci X~ 

y una colección de líneas a1 ,a2 , ••• ,am las cuales forman eJ 

conjunto A; tendremos que cada línea del conjunto A une a 

dos puntos del conjunto X, dichos· puntos pueden ser dife~en:_ 

tes ;Ó coincidir en un r.1iBmo punto. 

Al r.eferirnos a una gráfica la denotaremos por G ~ (X,A). 

Si las líneas de A tienen una direcci6n(usualmente indi~ 

cada por una flecha) ser·an llamadas arcos y la gráfica for

mada sera llamada gráfica orientada ( fig 1.1) • 

. x. 
2 

FIGURA 1.1 

. . 



2. 

·si las líneas del conjunto A no tienen. orientación seran 

llamadas ejes y la gr!.Üca formada sera una gr!fica no orien

tada ( fig 1.2). 

-.. ..,.-

·1~ 

FIGURA 1.2 

Ocasionalmente Sl~ pueden considerar tambi~n gráficas mixtas 

en el caso en el que algunas lineas del conjunto A estén diri-

gidas,pero otras no. 

El orden de una gráfica G - (X,A) es igual al número de ele-

mentas de X. 

Dado un arco de la forma (x,y) se dice que,x,ss la extremi-

dad inicial del arco, e y es la extremidad final;entonces el 

sentido d0 un arco estará dado por la direcci6n del primer -
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3. 

v~rtice al segundo. Asi en la fig 1.1 (x1 ,x2 ) se refiere al 

arco a1 y (x2 ,x3) al are.o ªy 

Otra alternativa para describir la direcci6n en gráficas 

orientadas es asociar al conjunto de v~rtices X una funci6n 

f , la cual muestra como los vértices estan relacionados 

a otros. 1' es un mapeo del conjunto X ·en X, la gráfica se de

nota ahora por G = (X,1'"). 

En el ejemplo de la fig 1.1 tenemos: 

f Cx2 ) : { x3'x4 } 

A 
\ Cx3> = l xz,x4,x3} 

1' (x4) : · 0 

i.e. x2 y x
3 

son los v~rtices finales 

de los arcos cuyo nodo inicial es x1 • 

donde0 denota al conjunto vacio. 

En el caso de gráficas no orientadSJ,s y gráficas mixtas la 

funci6n ·r se aplicaré a una gráfica ori8ntada equivalente, en 

la que cada eje sera remplazado por dos arcos en direcciones 

opuestas. 

Aplicando lo· anterior al ejemplo de la fig l. 2 tenemos 

1" (x1 ) :\x4,x3 } í"<x2 ) ::. xl~ etc. 

En general definiremos 

T'<x1 ) = l xje X \ (xi'xj)E A} i.e el conjunto 1'cx1 ) 



'1-

.e~ti formado por todos los.vi~tices x. que e3ten en X t~les 
"h J 

que-formen un arco de la fo~ma '(x. ,x.) contenido .en A. 
. .. l. .· J 

.·: ~-e..-,~ismo 1'-~ (xi) =(x,, ~: X ' ( xk, ~i) E A} 
~::J (xi) es la funci6n• ::nverea•:.ie 1' . 

En la fig 1.1 tenemos : 

. \'"-'(x3) - \x2,x1,x3}' 

En gráficas no orientadas tendremos que 

'1\,•\ /;\.' . \l ~ 
\ (x.) - (x.)wx.ex. 

i- l. l. 

lo anterior es' debido a que~ cado arco no orientado le aso-

ciamos dos arcos orientados,en direc.ciones opuestas,asi el con-

junt:! de nodcs finales respec,to al nodo xi es igual al conjunto 

de nodos iniciales respecto al nodo xi • . 

Ejemplo 

En la fig 1.2 tenemos que: 

Í" (xl) =. { x3'xl+} 1'"·1 (xl) =.\x3,x4 \ 

~-· fer lo tanto f' Cx1 )·=.I Cx
1

) 

Cuando la funci6n 1' no se aplica sobre un único vértice 

sino sobre un conjunto de v5rtices, sea el caso de Xq :{x
1
,x

2
, 

••• , :.:q) tundremo:.; lo siguiente: 

"Í' ( X q) .:: "f' ( X l ) U '{\- ( X 2 ) U • • • • U f" (.X q) 

.•0 para la gráfica de la fig 1.1 ~ ( { xl'x
4

} ) - \x
3
,x

2
} 

y i'c{.xl'x2 ) ) =. l x2 ,x3':\ \ 



1.1 .G:Al'';INU.; Y CADE:j'1AS 

'.Una cadena es una sucesión de arco::; 6 '~Jcs (a, ,a.,, ••.• ,a,. , , 
. .J. l. 1.-1 

a_., a. · 1, ••• , a1.) tal que ·la extremidad final d.ol arce a .. cvi.nci-. 
l 1+ ., . . .l . .· 

·.·.de con una oxtrc;midad r;el nrco ªt + l y ·¡a otra extremir.lnd coin-

cide con una 0xtrcmidad del arco a 1 _ 1 • 

AsÍ,Gi dados dos vértL·es x. ,::. el r::--istr: una cadena de la 
.l. J . 

forma (a.,a. 1,a
1
:+:;•••,R- 1,a .. ) <ionde nna e:-:Lrm:idad del a_rco a

1
. 

1. 1.t- '· J- J 

e"' x y una e:-:trer»~ dad del arco a. es ;.: . , :n to1:Gr's dire•:ns que .., .i' J .J . 

ex:l.sto Una. Cadena que Unl; a ] OS vfi.:·ticn:;: :. j, Xj. 

Ha es neces~rio que la orj_1rntae{.6n que tienen .l oc arco::; c1e la 

gráfica .sea la ·r::lsma que la c.·ln1taclón üe la caden.'..\j['~Jr ejo·,•!:lo 

en la fi~ 1.1 (a],u3 ,::i.2 ) es u:rn c.".\d.-no. 

Una caüena qua no conl lene dos veces : l 1~i n:1~0 arco se dL'l10':li-

na CAVEHA SJ::PLE y una cadena que no pas::i ·:o!~ v;.;cc::; por •:1 1rü:::;mo 

vértice se llama CAD '.·:A LEi:'.Il'rAf.. 

Ejemploa para la fic 1 .1 

Ca1 ,a 3 ,a2 ,a6 ~ no es una cadena. 

(a
1 

,a,,.'.1 71 ::11 ,a-) es una cud<:n<l,! 1 ·.ro n~.i :.o r.:;i1:;pJ;_: ya i1uc eont..Lenc 
. __,. :.; 1 e 

dog Vt:c•·s el arcoª:.;' t:::unpoco cG 1,L.a cucenél clcme:ntal ;;a qU(J 

pasa dos Vt;Cc:::; coi· ! os vérlicc.s ::-, y x,. 
- é j 

TJtilizr.i.nr:o ahora el coi1Cl:¡;lo ik cad;;r,a J,,fi llirio .:-mt.:do1·mc·nte 

diremos: 

G: (X,A) es una erbfica Conexn bi dadoa ~ualcsqGiora 

dos vértices xi,xj ni.umpre exl'Jtn una Cé.ld(,na que! ioc 11no, 



6. 

Definici6n.- Un camino es una suce~ión de a_rcos (a1 ,a2 , ••• , 

ªÍ.-:l'ªi'ªi + p••••ª¡,) tales que la extremidad inicial de ªi 

,coincida con la extremidad f:inal de ªi-l ,y.la extremidad fi

nal de ªi coincida con la extremidad inicial de ªi + 1 • 

En un camino si es muy importante la orientación de los ar-

cos. 

Ejemplo en la f.i.g 1.1 (a1 ,a4 ) no es un camino,pero (a1 ,a5) 

si lo es. 

Similarmente a los conceptos de cadena simple y cadena ele

mental tenemos: 

Un CAMINO SIMPLE es un camino que no contiene dos veces un 

mismo arco,y un CAMINO ELEMEtiTAL es un camino que no pasa dos 

veces.por el mismo v~rtice. 

Ejemplo en la fig 1.1 (~3,a4 ,a3 ) es un camino que no es sim

ple ni elemental. 

1.2 LAZOS, CIRCUITOS Y CICL0S 

. Un lazo es un arco en el cual el v~rtice inicial y el vér-

tice-final coinciden. 

Ejemplo en el fig 1.1 el arco a 7 es un lazo i.e es un arco 

de la forma (xi,x1 ). 

NOTA.- En este trabajo no se consideran gr!ficas con este 

tipo de arcos. 
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Uncciclo es ~na cadena simple ctiyo vértice inicial y - ~ 
coinciden. 

FIG 1.3 

a 2 

_ .. 

-------a _. I¡ 

,.--
____.P X ------- . :) 

, 
(a2 ,a3 ,a5,a1 ) én la fie 1.3 es un ciclo; el vértice inicial 

es igual al vllrtice final ,. x2• 

(a6,a3,a5) en la fig 1.3 es otro ciclo con x1 , vértice ini

cial - final. 

Un CIRCUITO, es un camino simple,que no pasa dos veces por 

el mismo vértice excepto el inicial y el final que son el mis

mo. En la gráfica de la fig l.) no hay circuitos. 

Dada una gráfica G no orientada,un circuito EULERIAno (ca

mino) es un pircuito (camino) el cual atravieza todo eje (ar-

co)de G una·y solo una vez. 
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8. 
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· H o todas las gráficas contfunen circuí to Euleriano (ver 
~jnmplo ~e la e;ráfica fic l.~). 

Si un circuito Euleriano (Ó camino) existe,significa que 

podremos dibujar la
0

grhfica siguiendo este circuito sin des

pee;ar el lápiz del papel y sin :pasar dos veces por el mismo 

trazo. 

La gráfica de la fig 1.5 tiene un circuito Euleriano da

do j)Or la siguiente secuencia ( COIJ!enzando por el vértice x 1 ). 

La dirección que sigue cada ar~o es indicada ~or las fle

chas de la fig 1.5. 

x· 
4 

FIG 1.4.- Gráfica sin circuito Buleriano. 

) ., 

'. / 

'1 



~a, 

-a, 

FIG 1.5.- Grlifica con un circuito Euleriano • 

. 1-3 GRAFICAS PARCIALES Y SUBGRAFICAS 

Definición.- Dada una gráfica G ~ (X,A) y un subconjunto 

de arcos ·v c. A; entonces G' =. (X, V) es. una gráfica parcial de 

G. 

Por lo ~anta una gráfica parcial es una gráfica con el mis

mo número de vertices,pero solamente con un subconjunto de ar-

cos de la gráfica original. 

Definici6n.- Dada una gr.§:fica G =. (X,A) y un subconjunto Be; X 

Y si UB .:.l<xi,xj)€A-lxi,xjE:B} entonces G'::. (B,UB) es una 

subgráfica de G. Por lo tanto una subgráfica contiene solo un 

,•· 
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::uLc:on;iuu; o B dc1 conju11 Lo .. dv v1irtJce:; Ü'-" la [~rt1rlcú od :inu1 

y <:ontl.0111..: a 1..oLloB los arcoG c:1yó v~rLiceB inicial y f:ina1 u:i

Lt:li ambos cr1 el có11junl:p R. 

~·;,i empJ o: 

";CS' 

(a) Gráfica 

(e) Subgrllfica 

FIG 1.6 

~.~· 

\. 

(b) Gráfica Parcial 

.,, 



.,,,"'" lJ • 

... 
En la fig 1.6 (b)· so muc:::tr,1 mw f;ráfic:t f·;lrcj;l·¡ dn la r;rfc-

fica mostrada en la fic; l.(, (a), Lawbii'd1 ~w d:t. nu c:j'l:wplo 11'.. 

una subgráfica e:n la ne; i.i:; (e) con'.enicrndo uolo Jur; v6rU.-' 

Una manera conveniente ác represen tal' urr1'1: crá f'icn a1 gellPnicu-

mente es por medio del uso de mat.ricer: de la si¡~uj c1•.te manera : 

MA'rlUZ · ADYACJ~N'i'E. 

Dada una gráfica G - (X,A) ,su matriz 'adyacente eG 13 - (bij] 
y e~ta dada por : 

Ejemplo. 

\ . 

'. 

1 si el o.reo ( i , j) E. A 

,, 
,J si el arco ( i, j) f A 

FIG l. 7 

•,'·· 
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L.a matriz adyacente de la g~Afica:mostrada en la fig 1. 7' 

Xl· X2 X3 XJ.+ 
y. 

xl o l 1 1 
:-t.' 

B X2 o o o o 
.:: 

X-, o o o 1 :;; ' 
·,· 

X4 o o o o 

"La matriz de adyacencia, define completamente la estructura 

de una grAfica. 

Por medio de esta matriz podemos conocer el número tbtal 

de arcos que llegan a cada vérticc,al numar el total de ele

mentos asociados a cada columna xj, asi como el n6mero total 

de arcos que salen de cada v~rtice al sumar el total de ele

mentos de cada rengl6n xi. 

Por ejemplo: El número total de arcos que llegan al v~rti-

ce x1 : O, y el numero total de arcos que salen de x1 : 3. 

Tambien podemos determinar por me¿io de osta mut;~z el 

conjunto \'(xi): al conjunto de columnas cuya entrada es 1 

í'
-1 ' 

en el rengl6n x1 , similarmente (xi) c. conjunto de renglo-

nes cuya entrada es 1 e~ la columna xj." O) 

Ejemplo 

f (l) 

(1) tomado de Christofides {I) pag.13 



MA'rRIZ D~ INCIDENCIA. 

L'oda la información acerca de la estructura de una gr.§.fica 

se puede determinar a partir de esta matriz, la cual se de-

fine asi: 

Dada una gr4fica G : (X,A) con n v6rtices y m arcos, 

la matriz de incidencia de G se denota D :'(dij] con Dn 

donde 

l es el v6rt~ce inic±al del arco·aj 

-1 si x1 es el v~rtice final~del arco aj 

o El.~ otro caso 

Ejemplo: 
.. 'Xz 

·~ 

FIG 1.8 



D 

J 

- 1 

- 14. 

A con.tinuaci6n se da la mátriz de inciuencia para Ja gráfi-. 

ca cie1a fig 1.8 .• 

ª1 ª2 a 3 a 

xl 1 1 o o o 
.... 

: Xz -1 o 1 1 o 

X3 o -1 -1 o 1 

X4 o o o -1 -1 
-------

Como se observa en esta matriz de incidencia,y en general es

to sucede en todas las gráficas; cada arco es adyacente exacta

mente a dos vértices,por esto,cada columna de la ma~riz de in-

cidencia •Contiene un 1 y un -1. 



II.- REDES 

· .2.1. Introdu¿6i6n. 
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Debido a que todas las propl;:edades.de las gr~ficas son vá-

lidas dentro de la estructura que constituye Una red,podemos 

decir·que,en general los conceptos oásicqs de teorta de gráfi

cas formarán las bases fundamentalec en las que se ªP?Yª la 
• 1 

conceptualizaci6n de teoría de Redes. 

De esta manera la teoría de gr~ficas contituirá un soporte 

a trav~s. del cual nosotros podemos dar soluci6n a los diferen-

tes problemas que se presenten dentro de una red. 

El tipo de red sobre el pual trabajaremos en el presente tra

bajo ,sera aquel en el que la red solo tenga asociado un solo 

nodo denominado ENTRADA (s) asi como un solo nodo denominado 

SALIDA (t). 

En dicho tipo de red solo se tendrán limitaciones de capaci-

dad sobre los arcos. 

La razón por la cual se propone trabajar con este tipo de 

red es por que resulta mucho mis sencillo el manejo de datos 

dentro de los algoritmos qu~ se uti~izan para la obtenci6n de 

soluciones a nuestros problemas. · 

En particular.se demuestra mas adelante que cualquier tipo 

de red se puede transformar al tipo de red qu& aquí se trabaja 

siu que por esto se altere su estructura original. 

En las secciones 2.3 y 2.4 se explica el procedimiento que 

se sigue para transformar una red con caracteristicas diferen-
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tes, a ~na red d0I ti96 mas sencillb,que ec con -a cual traba~ 

· jaremos. 

· 2.2 REDES.- Definici6n 

Una red es una grtlfica en la c.ual se ha definido una. aPli

caci6n de A en IR de la siguiente manera: 

A cada arco (x,y) E A se le asocia una cantidad la cual puc~ 

de ser positiva,negativa ó nula. 

Se puede denotar a una red como 

G ~ (X,A,d) donde d,es una funci6n d:A----+ ~; d puede tener · 

diferentes L,terpretacione::; tales como: · 

- la longit~d del arco (x,y) 

- costo de usar el arco (x,y) 

un flujo 

- una·capacicad,etc. 

Los arcos de una red pueden representar: 

- vias de comunicaci6n 

- lineas aereas 

- canales 

- rutas de transporte,etc. 



Los nodos ó vértices de una red pueden, r..:,precentar: 

... aereopuertos 

ciudades 

centro dú trabajo 

etapas do un.proyecto, etc 

REDES cm-: ENTRADAS y SALIDAS MULl'IFLE¡;. 

Uno de los problemas frecuentes en la transportación de un 

flujo a. travér> de una red se pres .. 'nta cuando existen entradas 

y salidas m6ltiples. . 
Este problema es _fácil de resolver si trabajamos con una red 

11 equi valente" a la red original; definida mediante el siguien

te proceso: 

Si tenemos unn .r9d c0n a; vA~tices entrada,i.e 

y t 

Podemos convertir esta red a una I}Ueva red''cquivéllente" al 

agregar a la red original un vértice artificial (s ) a la eno 

trada,y un vértice artificial (t
0

) a la salida,de la siGuien

te manera: 

~sociamoc un arco del vértice s 0 a cada uno de los vérti

ces del co~junto S,asi como un arco de cada uno de los vérti-

ces del conjunto T al vértice t 
o 
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La capacidad de los arcos que van de s
0 

a S puede ser infi

nita 6 bien puede ser igual a la disponibilidad que tengamos 

en nuestra fuente (entrada). 
f 

La ,capacidad de los arcos que van de T a t estará limitao 
da por la demanda existente asociada a cada salida de T,ó bien .. 

puede ser infinita. 

A continuaci6n se muestra a trav~s de. un esquema el proce

dimiento. 

GrAfica G 

S .=. lentradas} T .=.(salidas} 

salida 
artificial 

La figura muestra como múltiples entradas y salidas pue

den ser reducidas a una sola entrada y salida. 

2.4 CAPACIDAD DE VERrICES. 

Hasta ahora nos hemos referido a redes en las cuales supone

mos que existen limitaciones do capacidad solo sobre los arcos. 
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Es po_sible encontrar limitaciones de cap cidad también so

bre los vlrtices de una red,por lo cual da~ s a continuaci6n 

un procedimiento con el que podemos trn,nsfc mar úna red écm 

limitaciones de capacidad sobre sus . a una red con 

restricciones de capacidad solo sobre sus a cos. 

Sea G .:. (X, A,q) una red en la que cada v rtice :·:e. X tiene 

una capacidad q(x)~O, y cada arco (~:,y) EA tiene una capaci
. /{'' 

dad q( x,y) ~ o. 

Esta red se puede transformar facilmente a una red 11 equiva-

lente" en la cual solo se tendran limitacio es de capacidad aso-

ciadas a los arcos. 

Para lograr esta transformaci6n ,definimos una nueva red 

G'.:. (X'.',A',c') como sigue: 

A todo x ~ X se le hace corresponder dos v€lrtices x', x" f X', 

si (x,y)E. A entonces .(x",y')E.A'; V xE.X (. 1 ,x11 )E.A'. 

Se ·de fine una funci6n c' de la siGuicnto man·::rá : 

c' ( x" 'y' ) .: q (X' y) "' (X' y) f: A. 

c•(x',x") - q(x) "i xEX. 

G .:. ('X, A, q) G'.:. (X',A 1 ,c')' 
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~u, la nueva red G' obtenidn cera un ti90 de red ~on ros -
·{. 

t:·.1.cc:i on»~D de cri:incidad solo G:Jbr~ ·10s élrc---s. 

.'.;¡:. l'A.- .So acJ.ara que de aqo..ti ':n al.i'" 1 nntc ne c~mciC.:,rDrán uni-, 

caniente r 1.:des con una sel a entrada ( s) y una Go: a salida ( t), 

y rcstri.ccioncs ue .;a;-¡3c..:Jdaó ns~cütC:aG so:!.o Gohre los arcos. 

i. o. ·n el cnsrJ dn que al.::;unn trans tormac16n s0a ne :.:osaría, 

s:· :::urnhc- r·.:~.:izad.:\ • 

.:.,1 n6m ·ro dt? nod.oG d~ una red lo denotaremos por n, y el nú-

mero de arcos s~ ri~notara por m. 



III.- FLUJC•S I_.;N Rl,~D.·:.S 

3.1 Introducci6n. 

En este capítulo se pr~sentan 1os conceptos necesarios 

para plantear un problema de flujo má}:Üno formalmente, así 

como las bases sobre las cuales se aplican los algoritmos 

que nos permitir~n obtener ~olucioncs a nuestros problemas. 

3.2 FLUJO FACrIJLt..- Definición. 

Sea G : (X,A,d) una red dada,dontle se tiene que (X,A} es 

una gráfica concxa,y d os una ;::i;;Jicación de A en u+~ a ca7' 
. -

da arco le hace cor.:'espondcr un número un f{~ \iicho número se-

ra llamado la capacidad del arco (x,y) y se denotara como 
, 

q(x,y) 'V (x,y) E: A. 

Definición.- Sean s y t .dos vérticc:c diferentes s, t E:-:, 

un flujo facti6le de valor v de e a t en G es una aplicación 

f de A en ¡R~~ satinface lo sic;uicnte: 

e: 
r;i :{ = e 

3.21 ~ f(x,y) - f f(y,x) - si '" :f. s,t -
.ci " - t -

j.22 O~ f(x,y) ~ q(x,y) pnrn todo ( x,y)EA 
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La variable v que aparece en 3.21 es un número no negativo . 

. que v~ a representar el valor del fluja.i.e la cantidad del 

flujo que se va a distribuir dentro de la red. 

Se formará una ecuación .3. 21 para cada nodo ·de la red, la ·i-.•.· 

cual representará la ecuación de conservación del flujo para 

todo nodo intermedio de la red ( l x •X, x l s, x i. t} ) • 

En o~ras palabr~s,la ecuación 3.21 para éualqu1er nodo di

ferente de s(entrada) y t(salida) muestra que·e1 flujo se con-

serva~ 

.La desigualdad 3.22 significa que la cantidad de flujo f(x,y) 

enviado a través del arco (x,y) va a estar acotada superiormen

te por la capacidad del arco (x,y).,y no ·puede ser negativa. 

En la siguiente figura se da un ejemplo de un flujo factible 

de s a t.Se considera que las capacidades son lo suficientemen

te grandes para no ser rebasadas pór el flujo indicado 'en ca

da arco.El valor del flujo es v ~ 3 

Ejemplo.- La figura muestra una red con .un flujo factible 

de valor v .::. 3 (el ndmero sobre cada arco indi

ca el flujo). 

' 
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En partleular l:<:n(:t1os que un J'lujo de vaJor v =. 0,1-.e. · 

f(:-:,y) =. J V (x,y)E.A es un f"!Ujo factible ya. que satisface 

I: r< x,y) y . 

;: f( x,y) 

~ f( :·.,y) 

~ f(y,x) 

f f(y·, :<) 

f f(y ,x:• 

--
--
--

·:1' 

() si X :. s 

·1 si X i. s,t 

o X - t -

.y a.d':·as co~r.o f(~:,y) .= :) 'f (x,y) E. A cumple con O~f(x,y)~q{;:,y) 

• • 0 un flujo cic' valo~ v - G ns factible. 

::e rA.- Haccn:os la nclnrac~ ón que debido a que denotamos por 

n =. n6m.,ro de nodo::; en una red 

ru =. n(1mcro d" a.r::::-.:::; en una red 

tcndrumos que dada una red G =. (X,A,d), la cardinalidad del con-

junt9 X cr:.n, y la cardinalidad dcü conjunto A es m. 

Así al rEifurirnos mñs EHklante n un f:iujo ' en una red· 

G =. (X,A,d) t;..;ndremos <;ue ~ =. (L,r2 , ••• ,fm) ~ .• 2. 'es un 

vector de flujo, el cual ri:prescnta a los flu,jos que recorren 

cada uno do los arcos de la red G. 



Z·.lj. 

IV.- FLUJO MAXIMO 
j ... \¡"" 

.. .~· 'lo., "" .• 

. ., I' ,• • 
, . 'i . 

,· .. :,4·~1 Introducción. 
J • ,.. f. ·-

,, ~~·._'-.. ·,_;·:En este capítulo se disct\,tirá el problema M.sico de flujo 
... - -- - . ( 

·,·.-, .· ~~~ximo en una reg dada • 
. '"(·-.. -·: : 
>' .:. , . Se propone un método pará resolver este problema, bti.sado en 
:·~ . .-.\. l. :_ .,. I \ 

· _:.;. un algoritmo desarrolilado' por Ford-Fulkerso1f1 utilizando la 
' .,, _,.. / '. ··. - . . -.. ,. "' 

"·;: .llamada 11 t~cn;ica de marcfl.j e.!' • ..... ;. }' . ,~ .... 

·El p.lgor;i trr.o d~-ford~Fulkerson se resume justamente en el . \ 

teorema ·1 '· ( qu~ .. se establecerá m[¡s adelante) • 
. -. ; . ' . 

.. ' - ' .. ' • ¡ ~ 

.~ríic:Í.alinenté se dá.na conocer los conceptos necesarios pa-

ra establecer. dicho_ ·'t~orema. 

4.2 CORTES 

Definición.- Un corte en una red G - (X,A,d) dada,separando 

a (s) de (t) es un co~junto de arcos denotad'o por (Y;Y) ta1 que: 

i) Y· c. X' s E y j t ~ ;¡ .::. X - y 

ii) (Y;Y) =. \Cx,y) E A\ Xt Y, yf. Y\ 

analogamente 

(Y;Y) .::. l (x,y) E A 1 nY,y E:' Y 1 

(ar~os que salen del 

conjunto Y) 

(arcos que llegan al 

conjunto Y) 

.\ -



' 

25 •. 
Si (Y;!) es un corte y 1 es un flujo ~n G,cntonces 

1CY;Y)::. •.· 4,:r(x,y) (flujo que·saledel corte) 
· . <x,yre cY;Y) .. 

1 (Y ;Y> :. !: r< x,y) 
( x,y)E (V ;Y) 

(flujo que entra al . corte) 

A continuac;i6n se da un ejemplo con el fin de ilustrar ·el 

concepto de un corte. 

s 
(1,1) 

':r-z \ttl) X.. 

FIG 4.1 

En la fig 4.1 el primer valor asociado a cada arco 

sen ta la capacidad del arco,y el segundo el flujo. 

Sean los conjuntos: 

Y:. {s,x~} 

entonces el cortc(Y;Y) ser~ el conjunto de arcos 

\Y¡Y\:. t<s,x1),(x2 ,x4)} 

repre -
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El flujo para él corte (Y;Y) y el conjunto (!;Y) es el sie: 

' (Y;Y) .:. 4+7 : 11 

'(Y;Y) .:. l ... ~ . .: 4 

Flujo que sale del corte (Y;Y) 

Flujo que entra al conjunto (Y;Y) 

CAPACIDAD DE UN CORT~.- La capacidad de un corte (Y;Y) se de-

.fine como: 

CCY;Y) .: ~ q(x,y) 
(x,y)~(Y;Y) 

d0ncto q(x,y) - capacidad 

del arco (x,y) 

Ejemplo.- 'i!:n la fig l.l+ C(Y¡Y) - ?+::. - 15 

El corte de capacidad mínima es aquel corte que respecto a 

todos los cortes que se determinan en una red posee la capaci-

dad mínima. 

Al referirnos a dicho corte lo haremos con el nombre de 

'corte mínimo'. 

81 corte mínimo lntuitivam:nte es aquel que ~etcrmina el 

cuello de bot~lla en una red, i.e. detecta aquellos arcos -

que van a estar saturados y que por lo tn.nto li:itan la can

tidad de flu~o que puede pasar n trav6s de la red. 

TEORi::MA 1.- ('reorcma H1ximo :lujo-Mínimo corte). 

El valor m~ximo de un flujo diriGido de s a t ~n una red dada 

es icual a la capaci?ad del mínimo corte que separa a s de t. 

Antes de presentar la demostraci6n del teorema !,considera-

remos el siguiente lema. 



. ' 
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LEKA 1.- Dada un~ rad G : (X,A,d) y (Y;Y: un cort'-" de: 

es.a rcd,toJ.os·lcs caminos·cte na t usan por lo meno.o uno 

de los arcoc ó,:;1 c·orte. 

Justificación .- Sea (Y;Y) un corte cualquiera,entonccs dado 

qué s E.Y, t ~Y es obvio que cualquier camino que sigrunos par-
1 • 

tiendo de o para llegar a t tendra que atravesar algÚn arco 

del conjunto (Y;Y). 

e arte ... , 
-::wc, ' ... 

Cualquier camino cie s a t atraviesa un arco cic:1. corte (Y ;Y)· 

~n particular el lema 1 eF valido oi (Y;?) es el corte MÍ-

nimo. 

D:SEOSrRACION DEL TEORl:.;l,iA 1.- Ap;;irentc~iente c.s obv:i o que 

e' valor r.iáximo del flujo diricido de s a t no puede ser ma-

yor que la capacidad dcl,míni~o corte - C(Y ;Y), dodo que 
m 111 

todos los caminos de s a t usan uno de 1 oi:: arcos. del· corte. 
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La demostración con::-:iste en probar que e:<tste un flujo 

y que $U valor es:. C(Ym;Ym)~. 

Sea ~:. (f_ ,f , ••• ,r ) ·u~ vector de' f.lujo que representa 
i 2 m .. 

al flujo que recorre cada uno de los arcos de la red. · 

.) 

Sea (Y
0
;l

0
) un corte definido en la red; el cual va a estar 

formado por la aplicación recursiva del paso·b(definido abajo). 

PASO (a) 

PASO ( h) 

Ini~ialmente comenzamos con Y -Is} o-. 

Si x•Y
0 

, y si se cumplen c:.inlctuiera de las dos condi- , 

ciones siguientes : f(x,y) <. q(x,y) ó f(y,x) >0, 

el vértice (y) pasará a formar parte del conjunto Y
0

; 

este proceso se repetiri hasta ~ie Y
0 

no pueda ser 

incrementado con un nuevo vértice, ó bién que te¡ Y
0

• 

De aquí que solo podemos llugar a dos situaciones: 

1) tE. Y
0 

2) t 'Y
0 

·Analizando ambos casos tenemos lo si.c;uionte: 

Caso (1) teY
0

• Esto quierb decir que existe una cadena elemen

tal del vértice s al vértice t ; suco.de por lo tanto que todo 

arco (de la cadena) de la forma (x.,y,) es recorrido en la 
J.. :i 

misma dirección que el sentido que tiene dentro de la red, y 



\ 
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:<Jl'C• ·."1 cn:il :::e CUfii})le la condici6n. r.ü;;uiE:nto. í .( x1 ,yj) ~q( xi,yj) ._ ... 

!L'.~1}r<.l tndo arco (de la cadena) de la rOrma Cyj,;-:i)scra 

.1'é·'COlTido en dlrc)cci611 qmor;tn al G"n~tdo· quo .tiene el arco 

denLro de la rc~d y }j(¡ra el cual so _cumple Ja coudiciér. ::>iguien-

te f(yj,x2>º• 

. llürA.- í::sta cadena de arcos de s a t se denomina GA[lr;¡;A 11lll·;::;i; .. 

'l'Ai7 I.UJO.S. 

" 

(1.1) 

,. 

(pDX~ arcos recorridos en el mi~mo sentido) 

(1.2) - 1;i11 ,(rcx.,y:l)] 
' •• '\1 ) J. 
"··-1 'J.j 

(para arcos recorridos en sentido inverso) 

(1.3) 

.Si tf es acrc¡;nc o al f"lujo de touos los arcos rccor:.'iéios 

en el scn_tic o (\,y j), y disminuido en los '.Jrcos recorridos 

en sentido contr.:irio (yj ,:-:. ) , la recul tEint0 '?S un nuevo flu-. J. 

jo factible ~'con 'f uniciadcn mayor que el fl njo anterior.El 

auuento ~ de flttJo en los arcos recorr1cios en .c-1 sentido 

Cx1 ,yj) no puede vlolnr la rcstricci6n de capacidad acocin-

da <l Cada arco ya <]U0'f~'ff'y la ñisr.Jtnucién CC !'lu,jo R. los arcos 



Sabemos por. otro lado que ]él. cap:J;~ i d~ci d,~J cort.o 
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( Y ·Y \ eo 
·.·' ·O' 

,• C(YcJ;Y0 .) - L_ q(x .. L •. 'yJ.) 

(:·::_'Y j )E. (y o; Y o) 

__ :_ ____ (v) 

,r9r lo que de (iv) e (v) concluimoa que ~J valor dol fltijo os 

donde (Y ;Y) es eJ c;ortc mínirno,ya que de: iw 
'· ·o 

~ 

(lfil. hubiera-
' 

mas podido sec;uir cncor1trando vértices que l HG.r0saran al con-

junto Y0 hasta que se incluyera al v~rLicc t; y asi i.ncrcrn

tar el flujo o.nteri.or 'f unidades y una ve'?. más vo.l ver a defi

nir un nuevo conjunto Y
0

• 

Ya que en el caso(l)iel valor del flujo CE continuamente 

incrementado por lo menos en una unidad,si suponemos que las. 

capacick\dcs q(x1 ,:,,j) Gon enteros,entonces el flujo m~::imo de

bo ser encontrado en un n1m~ro finito de paGos, cuando el caco 

(2) ocurra. E~tonces el VRlor del ffujo encontrado , 
sera 

éÜ valor de 1 a capacidad cid .. ~orto ( Y
0 

;Y,) e~ cua1 es por "!o 

tanto el corle wínimo. L. :. 11.D 

/ 



recorr1r'.os é)l1 s:mtic!o inverso lio p:.icc:~: fo1·mar un flujo t.; .. :;a.

- U.V-o yo. qw.' ~~ 'fb. 
A I •. 1 Gl US."J.:jClO ·._ 11UVVO "L1jo obtc-nülo volvemos a aplicar los 

p:rnos (o.) y ( b) dnfinicnr.o- un nuevo conjµn to Y
0 

y r•~pc Li:r.os 

el proceso. 

Co.so (2) L~Y0 • Lo a.nti:;dor i!?:plic::i· que tEY
0

• 

Llu acuerdo ~on el paso (b) tendremos lo ai~uicnte: 

-i.) f(xi·'yj) - q(xi'.Yj) para todos 109 arcos (:-:1 ;yj)~(Y0 ;Y0 ) 

'ii) f( xi, y j) - O rwra Lodo are-o ( -xi'y j )e (Y
0

; Y
0

) 

Lo anterior 13e cumple ,yo. que de 110 s•:r así roodriamos se¡;;uir 

encontrancio v6rLices que ingresaran nl conjunto Y
0 

hasta que 

se incluyera al v6rtice t (caso 1). 

Ahora i1or. la ,ecuación 3.21 sabemos <!Ue el valor, de un flujo 

es : 

- _ 'L r < ,: i , y .. ) 
( X. y ~...,_ ( y • y ) -- J 

l' j '= o' o 

sustituy0ndo (i),(ii) obtcncMos 

- o ---------( :i V) -
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Loma 2.- i.ff vector de fJ ujo 
1 ' 

~definido en el enea (1) es 

un nu·jo factiblé cobre una red dada. 

Dé'mos.tración.- r es un flujo ya que como part:Lmos de un 

vecto'r cle flujo l - (fl'f2 , ••• ,fm). 

~
' . :. sfgue siendo un vector de 

flujo. 

'C.' ~ es un flujo factible ya que por construcci~n se tiene QUe 

el aumento ~e flujo~ no viola la rcetricciones de capacidad; 

es decir 

~ ~ q(x,y) -f(~,y) 

'l.f ~· f(::,y) 

Por lo tanto cada flujo ~· defini~o en el caso (1) es 

factible L.Q.r¿.r. 

·., :, 
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! -·.·1.;.- ::.-

.,. 
~l método cdntructivo u~ado en la de·~ostrnci6n· 

dc-:1... te<.~r..::1.1.-.t l ~~roporw un elgori Lmo para encontrar el fJ ujo 

m~xirno ele: im yt\~'~icc s. a ah vértice t dados en 11nt3 red con 

1 fn:i teG tk CaE;acid'-td en sus arco c. 

Este: nlC'T}.t.;::o se inici::t con 11n !'1ujo fac:..itile urbil.rnrio 

(se puede· ..io::.r ·.1n val 01· d0 ·flujo ir;ua1 a cero,y::i qun como· 

se dcmcatr6 en Ju secci6n j.2 es un J1ujo factible)~ 

A cc:ntinuaclón se da la formnliznc.:ón dCJ. nJ.,1ori tmo. 

PU::::· 'J: Sea\ un f1ujo fuctihle,m:irc~cc r!:l ·1értice "G con 

la marca \t,oo} (todos lo::: otr·:..; ·:érticc::~ no 

Sea Y el conj~.mLo 1·c nodnG ;¡Loe l1an ::Jdo marcadOG 

con 1D etiqueta\~,,\ (con Z: n6morG de un nodo, 

\.{> =. :.~l:~;·'l'O ) ~;) entnnc;:s Í.! i :ial ·nen te Y =.{s} 

S'J ;1'.)·:1'a i.;:il'C·'J.!' ·.rn vért.lc··· .'!f Y !:rt r-tl ,;uun de l 0s 

ci~;ulc~. te~ .. c~sos : 



a) 1viARC1\JE uIR~~Cl'O .- En 1 cuso qua e~d su:i un arco (::,y) 

con X6Y y ademar; r(x,y)<.,ci'.x,y) ,~'.l ce cu:.•;:1·~· as

to (1ntonc(:s varr.ns :J. mnrcar ·::l vértic(~ (yJ ccn la 

etiqueta \ x,Fln('f ,q(x,y)-f(;.:,y)))C) y ::1ar

camos 81 arco (x,y) con d sir;no (+). 

· b) NARCAJb: INV!·:l?.SO .- t:n .,1 c:lsO quE: nistr:i un arco (y,x) 

con X e Y ~·f(y,x) ::;>:::::, marcaremos o.1 vé:rtice (y)· con 

la etiqueta_( x,Min( 'f , ~( x,y)) >O} y m:lrcamoi; el ar

co (y,x) con el signo (-)~ 

(1.1) 

(1.2) 

(l. 3) 

PASO 2: 

Si ya no es posible marcar nin:;úr: v("rtic.:· y (t) no· 

ha sido marcado tvrminRr. 

El flujo obtenido es ~i~i~o. 

Si (t) ha cido marcada ir fil pac; 2. 

Vamos a incluir en Y n.l v!;r+:icc <:;) ru:ircado. Si -:1 

, . ( i . ·1 ( ' . , ... , -,, ! . ) r• 4r vcrti.ce y, t>S .L5ua a l, l.I' '.!, ~-·"'- • .••. ,.,J. no L 

al paso J. 

,., "-:- ~'74 T f' 1 ·· 
Vl"\.l; ..... ..,,, .' ... 

Cuanuo un vértic•.: (,y) hay.·; rcci:.l.·:i Ju :',ir¡c:-_ta tz, ~} 
dircrnoo r_¡uc !'., ei; l:1 I-T':·dc'CüSO;· de (y~.'.'n:1 v.<: 'i<V (t) 

est..o. codcn:1 le a¡;recarr.')S r·l n!'co ( ;.., s) .Jl't.:T.d~· ·.:.oc ·:n 

ciclo}( ;'tor.i:.nnoe como sc,~1 ~·.i.·. e 
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" arco,(t,s) y notemos que se cumple lo.sit;uien.to: 

).(+-.:: arcos del ciclo }j marcados con signa· {+) 

}f- .:: .arcos del ciclo )1. marcados con signo (-) . 

Sea \ Z, '-f t \ la etiqueta del v~rt~ce t y pongamos 

1<x,y) + 'f t si ( x,y) E x· 
~,ex, y> '~ - ~(x,y)-. 'f L si <x,y> E >r -

~(x,y) 
,. 

si (x,y) 1 J1 
- ( 

. ' ¡·•·: ,_ 

Borrar todas las marcas de los v~rtices exeepto la de 

( s) ;remplazamos el flujo Í. por 1' e ir al paso 1. 

Ejemplo.- Obtenci6n de un flujo máximo por medio del algo-

ritmo cic.: Io'ord-Fulkerson en la red de la fig 4.2 

J. 

ú.~) 

s t 

''-.... U.1) U.i) 
' / 

2 

FIG 4.2.- El primer . asociado a cada arco representa numero 

su co.pacidad,y el segundo el flujo. 
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.;.arcos saturados 

FIG 4.3 (b) 
i.e. q(x,y) ~ f(x,y) 

En la primera aplicaci6n del proceso de marcaje para la 

obtenti6n del flujo m6ximo sobre la red de la fic ~.2 lle

gamoo a etiquetar el vértice (t) con la etiqueta l 1 1 1} p')i'. 



lo cual tenemos que 'f t.:. l; 1~.:. i (s,2),(_1,2),Cl,t)} 

xt.: 1 (s,2') (l,t) (t,s)j ,f.: i<1,2)J ;el flujo f~nal es 

rJOstrado en la fJ.¡; :; • 3 \.a) • 

En la segunda i tcraci6n, fig 4.3(b) los únicos vértices 

posibles a m~rcar son (s y (2) y el aJgoritmo no puede con-

tinuar. 

Entonces nuestro corte de capacidad mínima es el siguien-

te: 

(Y;Y) - { (s,1),(2,t)J con Y=. f s,2J ; Y :.il,t.J 

'(Y;Y) - f(s,l) -t- f(2,t) - 2 (flujo que - -
J (Y ;·Y) .::. o (flujo que 

t~netnos que la capacidad del corte es: 

C(Y;Y) =. q(s,l)+q(2,t) .::. ;i:tl =. 2 

el valor del flujo en el corte(Y;f) es 

(f(s,l)+f(2,t))-f(l,2)) - 2 - O~ 2 

o 

sale de 

entra a 

(Y;Y)) 

(Y;'Y)') 

o o C(Y¡Y) - 2 =. V i.e. el valor m6ximo del flujo - 2 

~· ' 



V.- BASES QUE IN'rER'J~ENEN i.'.:N j~L FL.ri.rna.t··iIE1':'.I'O r.1.;L 

PROBLEMA DE FLUJO A COS·l'O l·'.Hlii .O 

~.l Introducción. 

38. 

En los capítulos anteriores se ha dado ya 

un procedimiento ·~a.ra resol ver el problema de flu.io máximo 
,-,·· 

en una red.Esto ~bs ha seriido.simplemente para conocer la 

cantidad de flujo máximo que podemos hacer pasar por la red 

así como la manera de distribuir dicho flujo a travé1.:J de los 

arcos en funci6n do su capacidad,sin embargo,dicha forma de 

distribuir el flujo no necesariamente es la mejor en cuanto 

a costo de utilización de los arcos. 

Este es el problema que se tratard a continuacidn.~n par-

ticular tenemos que en este capítuln se muestran las trans-

formaciones que se pueden realizar en una red;conociendo el 

flujo que se tra~sporta en ella,así como los cambios que se 

pueden realizar en la manera de redistribuir dicho~flujo.Se 

pretende dar i~formaci6n acerca de las bases que se utili~ 

zan como herramienta para encontrar una solución al proble

ma de flujo a costo mínimo, 

El objetivo en esta sección es pues,que exista una ~ayor 

comprensi6ndel procedimie~to que se utiliza para resolver 

el problema do flujo a costo mÍni~c. 
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5.2 CONSr::mccr(~i'r !)¡:; :uNA RED IHCR.Y:~I.;;'f AI, ,.._. ,~ ,,. 
... 

-~· 1 . 
Introducci6n• .~:: \. 

' ~~ 

'En:·¿s:to.''sección se muestra que dada· una red,y 

un flujo qu·e la::·•úravit:sa de s a t, la podemos transformar 
.. ¡ 

sin que por ep~o-'::;c altere su _estructura original.Así en 

la nueva red gr..:nerada podremos aplicar los procedimientos 

qu·e se presr..:ntan más adeiante para minimizar el costo de 

dicho flujo. 

DESCRIPCION D~L PROCSSO 

Sea G = (X,A,d) una red y~ un vector de flujo en G,enton

ccs denotaremos a la red incremental por G~(,) - (Xu,hu,du) 

definida de la siguiente. manera: 

A cada arco ( x, y )E A lo vamos. a dividir en 2 arcos de la 

si~uiente manera: 

i.) Un o.reo de la forma ( xu, yu) con capµcidaci: 

qu(xu,yu) = q(x,y) - f(x,y) 

i?-) Un arco de la f rma (yu,xu) (scmtirio inverso a (xu,yu)) 

y con capacidad: 

Nt/ri~.- 2n el cnoo .. ·c:n que al~Ún are.o de la red ;Lncrmr.entalde-

rinitlo por (i) ~ (ii) tenga asocinria una capo.cidad 

\ ., 



nula, i~e. capacidad - cero,dicho arco se omite en Gu<t>· 

El conjunto de arco~ Au estarA formado por t.os conjuntos; 

A.u Au Au u u donde u el conjunto 1 
y 

2 ' 
.:.A1UA2 en Al es que con-

tiene los arcos de la clase (i),y Au 
2 es, el conjunto que con-

tiene los are.os de la clase ( ii). 

Entonces la red in~remental Gu(') es una red generada a 

partir de la red· original G y un flujo Í en G. 

Observaci6n.- La transformación de una red a una red· in-
\ 

cremental dado un vector de flujo•;_ ,no causa ninguna altera-

ción en las soluciones que se obtenGan a los problemas plan

teados, si en lugar de trabajar sobre la red G (red original) 

trabajamos sobre la estructura de la red Gu(\) (red incre

mental). Esto es debido a que ::;n realidad es la mismo. es

tructura sobre la cual so trabaja. 

As~ el vector de flujo máximo ~ cncont::ado en la red G 

por medio del alg·oritmo de marcajt: (sccc::i.on 4._:.:) es el vóc

tor de flujo m~ximo dc~tro rie la red Gu(,) tarnbi6n. 

La razé,n ce la oi¿;uientc: 

El proceso d" encontrar una cadena aumcnto.-flujo en una 

red G .:. (X,A,d) con '.:. vector de flujos, se puede conside

rar como la b6squeda d~ un camino uc s o. t en la red incr;-

mental, i.e. el algoritmo de ~arcuje ec la busqucda del 

nimo corte en la red Gu(') ;si 11 .ga:r,ou a marcrlr a ( l; 

, 
!:11 -



entonces habremos encontrado un camino P de (s) a (t) en Gu(J) .• 

La cadena aumenta-flujo encontrada en la red G·es un ca

rr.inoF defi1'.irio en la red Gu(~),en ~onde los arcos de ·í., que 
. u u i.l estan en el conjunto A1 son los arcos de sentido (x ,y ),y 

los arcos de 1: que estan en el conjunto A~ son los arcos de 

sentido inverso , (yu xu, ' /. 

La explicación anterior nos muestra pues,que los resul

tados obteriidos sobre una red G : (X,.A,d) son validos par~ 

su co~respondiente red incremental Gu(,). 

A continuación se muestra un ejemplo en el que a.partir 

de una red G dada,y un vector de flujo ' se genera la red 

incremental Gu(\) 

~n la fig 4.4 se muestra la red G y en la fig 4.4 (b) 

t l d . t 1 n.U(í) • se mues ·ra -·ª re incremen a ~ 'lí 

( "3, ?i )· 

n.o) 

·-, .. 

FIG 4.4 .- Red G : (X,A,d) 

La primer etiqueta asociada a cada arco representa su capa-

cido.d y,la sc_;unda el flujo. 

' . 
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FIG 4.4 (b).- red incremental C¡u(p 

5.3 DES90!!POSICIOI! DL Ul'; PÍ'.THOl! ü!:: FLU,JO 

t 

LI..amaremos patrón de flujo a la manera cie dist'ribuir un 

flujo a trav~s de una red. 

En otras palabras un patrón de flujo es el vector de flu-

jo que represen ta a todos los flujos que recorrc11 cada uno 

ue los arcos ue una red. 

Por ¿jemplo;en la fig 4.2 el patr6n ~e flujo es el vcc~ 

tor ' - (f(s,l),f{s,2),f(l,2),f(l,t),f(2,t)) con:-

f(s,l) - 1 

f(s,2) - o 
f(l,2) - 1 

f(l,t) - O' 
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lSO el valor del Slujo ce v ~ ~. 
_,,"'~~.~~~~~- . . ,, . . 

· Uña· "'-scomposición dé un riátrón de flujo es. una nueva 

distr1bución de éste,diferente á la que tenia cirigi~almente, 

sin que. cambie por esto su valor ( v) • · 

DESCRIP~ION DEL PROCESO 

. Denotaremos por he{S) un patr6n de flujo en una red G, don• 

de · S representa al conjunto de arcos de la. red G en los cua

le!3 se. transportan unidades de flujo. 

As! tendremos que para los arcos ( XpY j) f: S tienen un flujo 

f(xi,yj) = h (el valor h no es necesariamente igual en todos 

los arcos),y los arcos Cx1 ,yj)~S tienen un flujo f(:xi'yj) =O. 
; 

ho{S) debe satisfacer las condiciones 3.21 y 3.22 ;esto es, 
,. . 
que el flujo sea factible con este patr6n de flujo en la red G. 

Para que ho(S) represente un patrón de flujo con éstas ca

racteristicas el conjunto .de arcos (S) deberef formar un camino 

en G de s a t,6 bien un circuito de G • . . 
Ahora bi0n, Liados úos patrones de flujo ~ y 'f , denotaremos 

' + 'f corno el patr6n de flujo para eJ cual el total de nu

jo transportado en el arco (xi'yj) es ' ij + Yij• 



... 

.. r(2 ·t) -- 1 •i 

. ' 
en· e:Jto cLJ.so . el. valor del flujo es v ·:. ..• 

~ Una descomposición de un pa~r6n~~~ .fl~jo es una nueva 

distribución de éste,diferente a la que tenia originalmente, 

sin que cambie .,por esto su valor ( v). 

DESCRIPCION DEL PROCESO 

Denotaremos por h.(s) un patr6n de flujo en una red G, don

de S representa al conjunto de arcos de la. red G 'en los cua

l e~ se transportan unidades de flujo. 

As! tendremos que para los arcos·( x. ,yj) .~ S tienen un flujo 
. 1 

f( x1 ,y j) .: h (el valor h no es n.ecesariamente igual en todos 

los arcos);y los arcos (xi'yj)~S.tienen un flujo f(xi'yj) :..o: 
ho(S) debe satisfacer las condiciones 3.2L y 3.22 ;esto es, 

que el flujo sea factible con este patrón de flujo en la red G. 

Para que ho(S) represente un patrón de flujo con éstas ca

racteristicas el conjunto ~e arcos (S) deber~ formar un camino 

en G des u t,6 hicn.un circ~ito ~e G. 

Ahora biPn, Liados don patrones do fJujo ' y "'(,denotaremos 

_, + 'f corno el patrón de í'lujo para el cual o'L total de flu-

jo transportado en el arco (x.,yj) es 
1. • 
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2.- Si 1 es cualquier patrón 'de' flujo que recorre 

G dada,d0 s a t,con valor (entcro)v,' c:ntonces; se 

;#~'~de descomponer como: 

donde P1 ,P2, ••• ,Pk son caminos elementale~ de s a t en G, y 

ti,t2, ..• ,.k son circuitos elementales .de G~ 

(Los Pi y t1no son necesariamente distintos, i.e. la inter

secci6n P¡· yfl en la red G no necesariamente es vacia) •. 

NOTA.- La demostración se realizar! dentro de la estructura 

de una gráfica por necesidades de construcci~n. 

,. 
Demostración.- A partir c'.e la grá~ .. ica G.:. {X,A) y ..:lpa-

trón de flujo \ ~unstrui:.1os una nueva gráfica llamada gráfi

ca unitaria,d;;notada por· G .:. (Xe ,Ae) de la si¡;uiente manera: 

El.conjunto de vértices Xºes iGual.al conjunto de vérti

ces X, si ~ .. es el í'l:.ijo en el ar~c ( x. , y.) de G, entonces 
~ J.j 1. J 

lo representamos· ~m 'i .. arcos r>aralclos entre los correspon-. hJ 
d.ientes vértices x~ .y yj do eº. La r;ráf:i.cn Ge es cntonc.:os 

una s-gr&fica ya que cada arco en G8 corresponde a una uni-

dad de flujo en la ~ráficn G. 

Si ~ ij =. O 

entre x? 
1 

y 

para ( :<., , y . ) 1 10 se incluirñ ningun arce 
- J 

' La gráfica' Ge - ( X8
, Aº) representa al flujo· en la gra! 

fica G =. (X, A) • 

_-.'. 

I • 
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Antes de continuar con la dcmostr~ci6n del teorema 2 dare

mos un ojemplO que ilustre el procedimiento de construcción 

de.una red Ge:. (X0 ,A8 ,dª). que representa el flu.jo en una 

red dada G:. (X,A,d). 

·Para el patrón de flujo de la red G :. (X, A, d) mostrado en 
' 

la fig 4.2 damos a conth1uaci6n el esquema de la red Ge:. (X8 ,Aª ,dª) ., 

,, 

1 

xe :. l s, i , 2 , t ) 
\'• 

Ae:. t<s,1),(1,2),{2,t)J 

q(s,l) :. 1 

q(l,2) :. 1 

q(2,t) = 1 

'•· 

( continuaci6n c;e la demostraci6n del teorema 2) 

Por la condiciones 3.21 y 3~22 que cumple un flujo factible,y dado 

que cada arco de la red G0 corresponde a una unidad· de flujo trans

po~tado en G,se cumple lo siguiente: 

i) Zl número de arcos cuyo v~rticc inicial es x,i es ie;ual al m1-

mero de arcos cuyo v6rtice final es x~ ; lo nnt~rior se cum-

1 t d e xº e J e, te p e para o o xi¡, ~ x 1 .,.. s o • 

En otras palabras lo anterior significa que el número de arcos 

que .!.legan a cualquier nodo. intermedio es igual 
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al m1mero de arcos que salen de cualquier nodo inte:r;medio. 

fi) El n~mcro de arcos cuyo vórtice inicial es s 8 es igual 

· ál. m1mero de arcos que llegan a la f:1alida te, el ct.1al es 

igual al valor del flujo ::. ve. 

Si agregamos a la red Ge v arcos dirigidos del v~rtice te 

al v~rtice eª ,la red G0 poseera un circuito Euleriano (por 

las propiedades de un circuito :Zulcriano ya que. el grado de 

los vértices es par siempre). Ahora,si desconectamos estos 
• j ~ 

v arco~ del circuito Euleriano lo que obtendremos seran v 
,:. 

caminos de s a t los cuales en su totalidad atraviesan ca-

da arco de Ge exactamente una vez. 
. . 1 ' . ' 

Si denot_amos a estos c~mirios como Pl'P2 , ... ,P v' por la de-

' finici6n de circuito Euloriano (secci5n 1.2) los caminos Pi 

no son necesariamente elementales (i.~. pueden pasar varias 

veces por el mismo vértice), y como cualqui3r camino"no ele

mental puede ser considerado como la suma de un camino ele

mental (de·se a te) y un núme.ro· de circuitos elementales 

(con arcos diferentes) ; entonces obtenemos 1 · sit:~tüunte: 

do.nde Pi son los cam~nos .elemcn tal es de se a te y <\> i son 

los circuitos elementales. L.Q.Q.D. 

' .. ~. 
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' VI .-. .PROBL.SMA DE FLUJO A COSTO MINil::C1 

6.1 Introducción 
\ 

En los capítulos anteriores se ha dado un 

procedimiento para la obtenci6n de un flujo m~ximo de s a 

t en una red dada,sin hacer referencia alguna a los costos. 

Ahora trataremos de resolver el problema.de la obtenci6n 

de un flujo máximo de s a t cuyo costo de transportaci6n 

sea el m~s econ6rnico.Para esto,trátaremos de minimizar la 

variable costo. .. 

En este problema,cada arco (x,y) tiene dos números aso

ciados:uno que. es la capacidad q(x;y),y otro que es el cos-

to por unidad de flujo transportado c(x,y). 

El ~lgoritmo utilizado para minimizar el costo de un flu

jo transportado a través de una red de s a t,es un algorit

mo basado en la determinaci6n de ~ircuitos de costo negati-

vos. 

Un circuito de costo negativo represe~tarl para nosotros 

la posibilidad de poder disminuir el costo de transportaci6n 

del flujo al hacer una redistribuci6n del flujo en los ar

cos que forman el circuito negativo,sin que por esto el va

lor del flujo se altere. 

·.l : 
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6 ¡, 2 ALGOHITr·m DE FLOYD 

Este algoritmo es utilizado para detectar los circuitos 

negativos ~n una red dada. ' 

Se aplica a una matriz de costos C, donde clj :. costo( xi' y j) 

V (~,y j) que este en la red. 

El algoritmo de Floyd considera cada entl'ada de la matriz 

·C como distancias, i.e. el· costo de cada arco ('xi'yj) se con

sidera como la d:i,stancia de (xi) a. (y j) • 

Asi mediante la matriz C se trata .de buscar los caminos m~s 

cortos entre t9dO par de V~r~ices; suponiendo que la matriz C 

no satisface.las condiciones de triangularidad, i.e. 

cij~cik+ckj -V. i, j ,k 

DESCaIPCION D~L ALGOJirMO 

La matriz de costo C se iniciáliza de la sic;uiente manera: 

cii:. O para toda i - 1,2, ••• ,n; y cij :,ro para todo arco 

(~,yj)~G. 
PASO 1.-· k :. O 

iteraci6n 

PASO 2. - k - k - 1 

PASO 3.- Para toda i ;. k ~ cik 1- oo, y toda j 1- k ~ ckj 1- oo 

se realiza la siguiente operaci6n: 

cij :. min (cij, ( cil~ +ckj) ] · 6.11 



.- :·, 
" . . . ·f 

.( 

'; '}. ,· 

(fin del al1~oritmo) 
~ .. ;f.. 

.... 

PASO 4.- (a) 

~-~ \ . 
si para algún c11_ <~~entonces habremos encon-

trado un c:Lrcuito d( costo negativo,el cual 
., ~; ., 

se inicia en el vér.tl_ce xi y termina en x1 •. 

(b) si todo c11 ~O y k : n (n - n6mero de vAr

tices de G),la matriz C contendra 'entonces 

las longitudes de todos los caminos mínimos, 

y no es posible encontrar nuevos ciclos ne-

gativos. El algo~itmo termina~ 

. (e) si cii ~ O pero k<. n ir al paso 2 y continuar. 

Esta matriz descrnpeiia un papel importante dentro del pro

ceso de búsqueda de los circuitos negativos de una red; a tra

vés· de ella nosotros podremos localizar éJ.Ue arcos estan incluí-

dos en cada circuito negativo que se encuentre. 

Mc~iante cada una ~e sus cntradas,correspondicnteo a cada 

n'oc:o, sabremos qué arco e 11 ee;an a él y de qué nodo proceden; 

de cota manera ni J oca.lizamos por medio dol alr;ori tmo de 

Floyd un circuito que se inicia y term:Lna en el vérLice x1 , 

podremos buscar entonces en la matriz G todos los vértices 

predecenores ,:q x. y ·asi iremos encontrando los a!' ces con-
J. ',,, 

t,~nicios en ooe circuito.. \ '--\ 

Ln matri~ _se denota como í.f -~ [·.. ]) ..., ij nxn 
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La matriz Q trabaj~ p~ralela~ente con el paso 3 del al~ 
.. ·!· 

gori:t;Jilo de Floyd ya que mediante la triple ecuación (6.11) 
,,, 

. va it:. guardando los caminos mínimos ,para cada par de. v~r-. 

tices xi'yj. 

La matriz Q se inicializa como sigue: 

Esta m'triz funciona dentro dei algoritmo de Floyd de 

la siguiente manera: 
,~\~'-. 

t:;.. 

\ eij --
8 ik' 

ª1j, 

si (cik+ckJ)<cij 

' et cij~ (cik+ ckj) 
' :~ \ 

donde los indices i,j,k toman los valores según lo indica 

el algoritmo de floyd (secci6n 6.2).' ·-> 

Al final del proceso(i.e. cuando ya no existen circuitos 

negativos en la red) la matriz 9 cont.endrá los caminos mí

nimos entre cualquier par de v~rtices x. y yJ.; el camino . l. 

entre un par de v~rtices xi'y j se da por toda la secuencia, _ 

de vértices intermedios que están en el camino que va de xi 

a y. . J 

Asi de esta manera se podr~! identificar los circuitos 

.negat.ivos. 

,, ··. 
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6 .4. J\LG0 ffr.''-·'.O BASADO .1~N. LA DETE~tíTNACION 

LJ.E; crnsun•os IH~GATP/OS .. -J 

~ 

Sea la red G(X,A,d), y sea) un flujo factible de valor v 

en G; (este,flujo puede ser el flujo máximo si lo calcúlamos 

de acuerdo al al~ori tmo de ;cord-Ful'kerson) • 

. Con al, flujo fac ti9le ~ , definimos una red incremental 

Gu(~) :. (Xu,Au,du) sicuiando el procedimiento dado en la sec

ci6n 5,2;el coeto asociado a cada arco de la nueva red se asig-

na así. : 

para cada arco 

Au1 el costo asociado es cu(x~,y~) 
l. J 

( u u) u yj,xi E A2 el costo asociado 

Entonces la nuova red d'(í) .:. (Xu,Au,du) tendrá represen

tadas las capacidu~es y los ciostos (incrementales)' de acuer

do a la distribuci6n inicinl del flujo ~ ;uhorq si llecase~os 

a ..-;ncontr:•r un ~ircu:lto nc:;ar.ivo en Gu(~), lo ~ue se hace es 

hacer uno. n~eva .istrlbucHm del na.jo "f 
e' 1 G:') c:to, 

,... . en u y nGl 

F:l al:.:;r::"'Ít!!lo csLo b:.\s' do en el ~~i¡;uieiltc teorema: 

Js:riir.uir 

reorema 3,- ~ es un Mujo d~ valor.V con costo mini~o si y 

solo :Ji no lw.y circuitos <\> ~n Gu(~) ,'t:ürJs que la sumn de los 

costos en Joi:: arcoo de tf> ona nce;ati va. 
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Demostración.- Sea c (') el .costo del flujo , en la red G, 

y c [~IGu( ')] la ~urna de todos los costos 6.e los arcos en el 

circuito cp en la red GuCJ). 

1) Suponemos que \ es un flujo de ~asto mínimo. 
,. 

Si suponemos que c[~ IGuC\>]<.o para algdn ~ircuitc(f>de Gu(\), 

entonces la circulación de una nueva unidad do flujo aciicional 

a trav~s del circuito <\> produce una 'nueva distribución del flu-

jo : ~ + l.(ct>); esto sin alterar el valor v ciel flujo de s a t. 

El costo de transportaci6n de flujo de \ +l.(~) e~ 

c l4>J+ e(~ 1 Gu(~) J <. e [\l " lo cual contradice la hip6tc~iG 

de que ' es un flujo de costo mínimo. 

2.} Suponemos qiie ~ no e~ un flujo de costo mín:Lmo. 

si c[~'\ Gu(\) )~o ·~ara todo circuito cp en la red ~;u_(~) y 
sea { • ( : ~) es el flujo de costo r:11n1mo de valor v • 

• Sea el patrón de flujo ~ - \ para el cual el flujo en el 

arco ( >!i., Yj ) sea i~ual a 'ij- 'ij • 

Ahora como \*y ' pueden ser· dcsco:n:;ucr::tos en una GUma de 

flujos transportados a trav~s do caminos Jo s a t en G,podrc-

e 6 mos cntonceü conGtrui.r una l'c(i ,rn:i. '.;ariu ·J P<-U'a el i;!'l':r n 

de flujo<;,,'-~· 
As! tcndre~os que el conjunto de nrcoa cuyo no:o inicial 

<.?S 
. e en igual al c0njunt.1 do nrco~ cuyo nodo final üC xC: xi .l. 

, 
esto todo xe E: xe e ¡. e o y es para i ~ xi s t t • 

•¡ < 
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De acuerdo con: la sec"ci6n 5.3 Ge cons:ist~ de una colección 

de circuitos unitarios de flujo 4>1 ,cbz,·•·,cf>k,entonces . .. . . . .. 

~ -1 =. l o(.1 )+loC~2>+ ••• +loCtk> 

Sabemos por otro lado que 

f' =. 1 + loC4>1 )+lo{f2 )+ ••• tloCtk> es un flujo factible ya 

que cumple con las conáiciones de un flujo factible 3.21 y 

j.2¿~ i.e. cualquier ~ma ~ + lo{.1 )+ ••• +lo{$l) es factible 

para toda 1 ~ l~ k, por lo tanto si consideramos el patr6n de 

. flujo ~ + lo(.
1

) tenemos : 

c(~-t 1'1(~1 )) - c[jJ + c(~ 1\G Cl>l 
~ c[J} 

Consideremos ahora la red incremental Gu(~ + 1•(~1)) 
en esta red los arcos que tienen un costo menor, comparado 

con el costo que tienen en la red Gu(') son"los arcos que 

tienen un .sentido 'inve1s.0 1 en el circuito • 1 (ya que en 

esos arcos es en donde se va a disminuir las unidades de 

flujo que se transporta). 

';omr. los fl1:~c2 lo(~1 ),lo(f 2), ••• ,son ún1:cos,tales ar

C'lS nunca podrán ser usados po~ ningÚn otro circuito ct> 2, •.• ,fk 
por lo tanto: 

cl_4>\\Gu( ~ tlo( ~t))) ~ ~ ( ~~Gu(~)) 

para toda l =. 2, ••• ,1: 

Entonces el costo del patr6n de flujo 1 t lo Ct1 )+lo «'12> 

. ' 



es el siguiente: 

e (\+lo(c>1 H1o(<\)2 )] -- c(l-4-f~~.~1 )] + ~(~ 2\Gu(\·Ho(~1 ))] 
~ c(\+lo(Ch)J+ c(~2 ¡GuC\)) 
~ c (l+lo(~1 )J 
~ c(1] 

'5.'+. 

Continuando con este,proc~so finalmente llegamos a que 

e ( 1·1~ e CO lo cual contradice la suposici6n d·e que ~ .. es 

. un flujo de costo míni~o,con lo cual queda demostrado el teo-

rema. 

En base a lo·cztablecido por el teorema 3,todo el pro

ceso anterior es requerido para encontrar un flujo de míni

mo costo de valor v. en G. 

Se inicia el proceso con un flujo factible~ de valor v, 
. u . 

se forma la· nueva réd G (')y se checa si existen circuitos 

negativos en dicha red; usando para esto el algoritmo de 

Floyd establecido 'en la secci6n 6.2, si existe un circuito 

de costo negativo~ lo localizamos por medio de la matriz G 

de caminos mÍnimos(secci6n 6.3). 

Una vez que ya detectamos al circuí to ~ cambilll:1os el 

flujo que se distribuye en esos arcos ,agregando al flujo 

anterior una can tidad1" 6. ó - ·s (según como se recorra el arco) 

de flujo.El valor v del flujo ' permanece constantc,y su 

costo es reducido en~.~(.) 'donde c(~) os ~l costo del cir

cuito q>. 
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6 es escogido de tal manera que no rebasa las capacidades · 

de los. ar~os de 

(6.11) 

· .. 

Esto implica que. al cambiar el flujo ' con ¡ unidades en. G, 
.. 1 

el nuevo flujo ~ es factible. El proceso se vuelve a repetir 
. 1 

t 

c.omenzando con .este nuevo flujo 1 y genera~do una nueva red 

Gu(~),y checando.si ya no existen circuitos negativos una 

vez m~s. 
' Si no existen circuí tos negativos entonces el flujo es un 

flujo de costo minimo. 

,- .. ~-

6.5 DESCRIPCION DEL ALGORITMO 

PASO 1.- Use el algoritmo de Ford-Fulkerson (secc 4.3) pa

ra cncontrE'.r el flujo máximo· factible de valor 

v en la red G. 

PASO 2.- Respecto al flujo' generar la nueva red Gu(~) (co

mo ¿e explico en la seccion 5.2) ,i.e. 

u u· u fi con q (x ,y ) - q(-· ,y) - 7Cx ,y ) 

capacidad 

. cu(xu,yu) =. c(x,y) ·costo 
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\ · .. 
·'i , '-: ::· L 

~,. :-.· 

q h ,x ), ::. ·. b:,y) u .·u u · · f capacidad 

PASO 3.-Con'la matriz de costoC,generada de la red Gu()), 

<.tomando sus valores como punto de partida) aplica-
-

mos. el algoritmo de Floyd para encontrar cualquier 

circuito de costo negativo en Gu(,). 

·'·si tal circúito existe,lo identificamos y pasa
J 

mos al paso lt• Si tal circuito no existo,el costo·~' 

ya es minir~.o para el flujo J , el algoritmo terrni;.. 

na. 

PASO 4.- Ca15!ular Ó de acuerdo a la ecuación 6 .11 , i. e. 

6 . : min ( q u ( x~, Yj)) 
u u A. 

( xi' y j ) fZ '41 

con la cantidad 6 se realiza un cambio qe flujo 

para los arcos contenidos en el circuí to 4> de la 

siguiente manera : 

( ') P . (u u) ~ u( u u) i ara todo arco xi,yj E ~,ye xi,yj <..O se cam-

bia el flujo ~ ji en c.l corresponó.ien Le arc._7 (y j, ::i) 

deG,dc ~ji.:t ~ji-d. 
(l.·i·) Par"' toa·o ( u u, A. u( u u) > n ..... arco xi,Yj;'~'+',y c xi,Yj u se cam-

bía nl flujo .¡- •. en el correspondiente arco 
l l.J 

(xi'yj) de la red;;, óe 'ij a 1ij +[ 

" 
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PAso·5.- Con el nuevo patrón de flujo regresamos al pnso.2. 
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Resumiendo la secuencia que-1·se sigue en el proceso pre

. sentado para la obtenci6n de un ~}'lujo MAximo-Costo M:!ni.mo · 
' ;l. 

•· .... ~t 

es la siguiente: 

I.-. APLICACION DEL ALGORITMO DE FORD-FULK:C:RSON 

para la obtenci6n de un flujo l-:áximo en 
una red G. 

(sccc 4.3) 

II.- APLICACION DEL ALGORITMO BASADO ~N LA DETi•;mnHACION 

DE CIRCUI'ros NEGA'rIVOS 

a) Generar la red incremental. Gu(') 
b) Construcci6n de la matriz de cos-

tos C,y la matriz de caminos mí-
nimos Q. 

e) Aplicación del algoritmo de Floyd 
(para la detecci6n de circuitos 
negativos). 

(secc 5.2) 

(secc 6.3) 
(secc 6.2) 

(secc 6.2) 



7.1. ... IMFORT.ANCIA n.:~L ALGO.rtl'r!·:o DE:. FLOYD 

· DENT~m DEL PROCESO 

Como se explicó en la s~cci6n 5.2 una red incremental.· 

Gu(f) generada a partir de una red G,y un patrón de flujo 

en G,.es una red ·que va a estar formada por ·el mismo con-
/ 

junto de vértic~s (X) de la red G,y por dos conjuntos de 
u u arcos; A1 y A2 • 

Sabemos que en el conjunto A~ están incluidos todos los 

arcos 4e i.a forma (xu,yu) para los cuales el correspondien

te arco (x,y)€ G,tendra un flujo f(x,y)< q(x,y) ,a estos 

arcos se les asocia una capacidad qu(xu,yu) : q(x,y)-f(x,y) 

y un costo cu( :~u ,yu) : c( x,y) ,y tenemos que el conjunto A~ 

es el conjunto formado por todos los arcos de la forma 

(yu,xu) para los cuales f(x,y)) O;la capacidad de estos ar-

cos es qu(yu,xu) :.f(x,y),y su cacto es cu(yu,xu) c(x,y) 

Ahora si analizamos los arcos de la red G,para los cua

les f(x,y) = q(x,y), i.e. aquellos arcos que estan satura

dos; tcndrer:;os la siguiente situación: · 

Para los arcos de la forma (xu,yu) é A~ tienen costo 

cu(xu,yu) - oo (vur alc;oritmo Floyd,secc 6.2) ya que son 

arcos que tendrán una capacidad::: qu(xu,yu) - q(x,y)-f(x,y) 

- O (nula). 

Sabemos por otro lado que todo arco dentro del Mínimo 

Corte encontrado por el algoritm~ de Ford-Fulkerson debe 



estar saturado, i.e •. c(}~i,.yj) .: q(:-:Pyjr :, por lo que .a' 

nerar la red· incremental eGte tipo de · aré'ók tendr~ asociada 
:~" 

u ·u u · ' · 
una cnpacidad c {xi,yj) =.c(xi,yj)-q(xi,yj).:. O (nula). 

···'Por esta raz6n este. tipo de· nrcos no ;ap'nrecerán en la 

Gu(') y de eata manera su costo asocü1do dentro de la matriz 

de costos.e es. cij:. oo (ver alGoritmo de Floyct 

implica qu.e. ninguno de lo.~ arcos contenidos .o•n el corte minir.io 

puede estar incluido en alg6n circuito neGativo,yn que apli

cando la triple ecuación (6.11) dH alcoritmo de Fl1..1yd en. la 

busqueda de un circuito. negativo tenemos: 

·entonces si oo implic~ que el camino ~~e corte de i 

es cik • 

En con~luEi6n tenemos que el nlsoritrno dr r10yd va n ~uscar 

los circn~.ton ncGativos en 1a red r., sin incluir n.quc! l oc. ar-

cos en los que el costo es co, ya quC' estos nuncn •~darfl!1 en 

un circ .. iit'o ne~ntiv0. 

De esto. mnnerr1 el proceso d0 m{nimL:.nr el cosLo d.~ ur: fJ ·1J :::-
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VIII:.- EJ _:;t,:PLOS 

A continua¿i6n mostramos~ ejemplos,por·medio de los cua-

les s.:: desea ilustrar el funcionamiento del.algoritmo basa

do en la detcrminaci6n de circuitos negativos. 

En el primer ej~mplo se trabaja con un patr6n de flujo 

sin que este c~:rresponda al flujo máximo y mínimizamos su 

costo de transportación. 

2n los.ejemplos 2 y 3 se trabaja con un patrón de flujo 

máximo.Los datos de los ejemplos 1 y 3 fuer.en probados con 

el proceno programado,y los resultados obtenidos concuerdan 

con los que a continuaci6n se dan en cada caso. 

EJ::::MPLO 1.- Sea la red G mos~rada en la fig 8.11, don:..e 

el primer ndmero asocindc a cada arco ~epresenta su capaci-

dad y el scgundo,su co;..to. 

Se desea encontrar el ~inimo Costo de un flujo de valor 

v : 20 ,de s a t. 

-..... .. __ _ 
''J.1·}·--.._ 

FIG 8.11 

Lu primor etiqueta :s la capacidad del arco,y la se~undu el costo 



/ 
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1 

Gé?. 

P.ASO l.- Para este ejcm1Jlo en purticulo.r trabajarci::ios con 

un patrón: (,arbitrario) de flujo factible de valor 

v = 20 ~ostrado en la fig 8.12,cl costo de estepa-

tr6n de flu;i~ es 16(7t25f5)t4 (28t7) ::. 732. 

:e" 
FIG 8.12 Patrón de flujo inicial¡ costo :. 732 

PASÓ 2.- Respecto al patrón de flujo dado formamos la red G:1 (~) 
mostrada en la f.ig 8.13. 

I 
~, 
I I 

'!ita',' ..;::: ~ , , 

, , , , 

(11o,-2.'!l l __ .,. _____ _ - ~ - --

-_____ ..... 
";!(.{. (~,-\) 



:r-,·18(; ) • .,. Pormamo~· ln r:io.tri~; do cnntoc C,y ln matri~~ de ca

·~inos mín:irnou ;.¡ • 

X7 

00 

00 

e: _,· 00 -25 1 

6 o ºº 00 00 00 ¡ 
i· 

:r. .. o:· 00 o 00 

00 00 3 o 
. ....----

,-
00 e.o -7 -.) 

12 

7 

o 

00 :J -28 

00 

~l 1 

Xz !• 2 

-
X3 3 

. X4 Lf 

X5 5 

x6 6 ..----·--

X 7 7 

x ... · 
c.. 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

-~t--~ 
5 . 5 

6 6 
.. --·--

7 7 

1 ·1 
--

2 2 

3 3 

4 4 

5 :; 

6 
,.. 
o --· -· -----·--

7 7 

1 1 

2 2 

3 .3 

4 4 

5 5 

G 
, 
o - ---r-

7 7~ 

Matriz de caminos mínimos 

FASO 4.- Aplicando el algoritmo de floyd vamos obteniendo 

las siguientes matrices de costo mínimo, junto con 

su matriz asociada de ca:ninos :rínimos.Primera it.::raci6n 
k = 1 

x1 ;-:2 X_:;. XL~ Y.5 x6 X7 xl x2 X-,. X4 X5 x,.. 
_,! tJ 

xl o o· co 13 00 28 00 x1 1 1 1 1 1 1 

x2 -7 o 1 25 l~ 10 21 CD x2 2 2 2 

--j-1---~-
1 J 

--l.- -

~Ts 
---

X 25 
¡ 

3 ~ 7 ro ~ o 00 ··3 ~ 
_, _,) 

-·· ' -- -- ---- ·1 --·---. 
X4 00 co i 6 o CD 5 1 O: x4 4 ~-r-lt -~ 4 4 

- -1 rr- ----·-- ----+-
Xc co (Ü co 00 o :-i:· 12 

5, 5 r 5 5 _,! - -- t--- -·. - -- -- --¡-- -
-28 co i co -lj ;; o y ., 

6 G Y.. r .. ,.. 6 1 6 1 l.) 

-~~~J __ -~· .... º-~ .. :¡ -1-. --· 
;{"? 00 (J) -7 o x7 7 ']_L.1.. J. 7 7 

" 

1 

2 

3 

l¡ 

5• 
·-

6 

_] 

atriz de costo Matri.:. de caminen mínimos 
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Segunda iteraci6n.- k ::. 2 

xl 

x2 

X3 

. X4 

X5 

x6 

X7 

xl X2 X 
3 

X 
4 X5 

o l•, 
./ 

- 7 o 25' 4 10 

-32 25 o i-21 -15 

6 o 
o 

-28 -15 3 

-5 --·---· 
Matriz de ceo.to r1nimo 

x6 X7 
---

28 

21 

-,4 5 

5 

12 

o 7 

-7 o 

X-.1 
;.; 

,,, 

'' 

6/h 

xl x~ X3 xi+ X'.) Xr X7 e t) 

1 1 1 1 1 l 1 ·-
2 2 2 2 2 l 2 

2 3 3 2 2 1 3 

4 4 4 4 1 4 4. 4 

5 5 5 5 5 e:: 5 _, 
,.. 

6 
,.. 

1 6 6 6 o o 

7 7 ;¡ 7 7 ? . 7 - -··--

I~atriz de caminoG Mínimos 

Las entradas en blanco son tomadas como infinito ( oo) 

Tercera iteraci6n.- k : 3 

-

X 
1 

o 

7 

-32 

-26 

-28 

-37 

X 
4 

13 28 

o· 25 4 10 21 30 

-25 o -21 -15 -4 5 
·-f--

-u 6 
, \ 

:-15; -':J 2 11 
' . , 

1 ú 12 
- -·-·· . ---1·--1;, j o 7 

-~9 ... -5_ -~~J.:20 __ -9 o 

Mbtriz de Costo ~!nimo 

,X 
1 

X X 
3 4 

r----ir---.---

1 11 i 
l' 

1 
l 1 1 1 

Nutriz de cuminoc ~inimos 
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· .. i;n esta i teraci6n encontrar.ios cm la mll,triz ·'de costos mí ni-

mos un coilto c 4~ = -15,lo que implica que exist~ un circuito 

negativo,que ~e inicia y termina en el v~rtic~ x4 ; 

:t:l' circuito es identificado por medi-0 de la matriz de 

caminos mínimos así : 

tenemos que el v~rtic0 predecesor de x4 es x2 , 

el v~rtice predecesor de x2 es x3 

~ el v~rt;i.ce predecesor· de x3 es··.x
4 

• 

A.si el círcui to negativo es ( x
4

, x3' x2 , x4) • 

PASO 5.- Calculamos el valor Ópor medio de 'la condici6n 6.11 

Ó .=. min (qCx
4

,x_},q(x
3

,x2 ),q(x2 ,x
4
)J 

¡ .=. min (12,16 ,'18) .=. 12 

Introduciendo la cantidad 6 al flujo que circula dent.ro 

del circuito tenemos que para el: 

arco (X4,X3) tendremos f 1 (x
4

,x
3

) - f(x4,X3)+ d = 0+12 -- -
·arco .<x

3
,x2 ) ·tendremos f 1 (x3,x2 ) - f(x3,x2)-=- d .=.16 -12 -- -

arco (x2,x4) tendremos f' (x2,x4) - f(x2,x4 )+ b.::. 0+12 -- -

12 

4 

12 

El nuevo p~trón de flujo despues del cam~io de flujo den

tro del circuito negativo es mostrado en la fig 5.llh 

Su costo ahora es: 

16( 7H1+(25)+16( 5)+12<1+h·12~6),..4{ 28 )+4( 7) -

112+100+80+-48~72tll+O .=. 552 
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FIG 8 .14 :;u evo patr;n de flujo Í , costo :. 552 

Regresamos nuevamente al f'aso 2,la nueva red Gu(~)" es mos

trada en la fig 8.15. 

;;::,,' 
' I 

' 
;.1 
~/ i' 

4 

" ' ' ' 

..... 

' ... '. . "' ..... ~ , "•' ...... 'J - ... 

- - ':t:3 

...... --
FIG 8.15.- G (~) relativa al patr6n de flujo uc la fig 8.14 

.l. 
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Siguierido el miG~o procedi~iento anterior obtenamos los 

siguientcn resultados: 

PASO 3.- Formamos la matriz de costo e respecto. a Gu(\) rie 

la fig 8.15. 

PASO 4.- El nuevo circuito neeativo detectado es Cx6,x1 ,x4,x6) 

con un costo .::. -10 

PASO 5.- ¡ .::. min [q(x
6

,x1 ) ,q(x1 ,x
4

) ,q(x
4

,x6 )) 

J .::. 1!lin ( 4 ,.11 , 1 ~' l .::. 4 

El nuevo patr6n de flujo es :;:ostracio en la figura 8.16 

y su costo es 512. 

PASO 2.- La nueva red G U(\) relat.iva al nuevo patr6n de flu-

jo es mostrado en la fig 8.17 
' 

PASC 3.- Formamos la matriz de costo C respecto a la nueva 

red Gu(') de la fig 8.17. 

PASO 4.- El nu~vo circuito negativo detectado es Cx7,x3,x2 ,x5,x7) 

con un costo de -8. 

PASO 5.- d'.::. min (q(x7,x3),q(x3,x¿),q(x2 ,x5),q(x5,x7)J. 
~.::. :nin ( lG , L• , 16 , 16 ) ::. L+ 

~l nuevo patr6n de flujo es ~estrado en la figura 8.18 

y su costo es 480. 

PASO 2.- La nueva red Gu(') relativa al patron de fluj9 es 

as mostrada en la fíe B.l~. 

PASO ~·- Formamos la nueva m~triz de costos C respecto a GºC\) 

de la fi;_:; s.19 .. 
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PASO 4.- El nuevo circuito negativo detectado es (x7,x5,x2 , 

x4,x6 ,x7 ) con un costo de -6. 

PASO 5.- : min (4,4,6,15,lf: 1 

F~l nuevo patr•5n de flujo es mostrado en la 

·fig 8.20 y su costo es de 474 .• 

A partir de este patr6n de ~lujo f no son encontrados c~rcui

tos negativo~ en la red incremental G Ct);por lo tanto el 

patr6n de flujo { mostrado .en la fig 8. 20· es el· patr6n de 

flujo de costo mínimo para u~ flujo de valor v : 20 trans

portado a trav~s de la red G,y cuyo costo es 474. 

' ' 



FIG 8.16.- i:;uevo patrón de flujo' ,costo - 512 

. ( ... -al ---------
l ll,2 !») . , ... ,.,. ... 

,, 
......... :.) 

,,.' \.,'!.• 

, ,. 

~--\,) 
----L~/ 

69 • 

.,,; ... 

•' 

FIG 8.17.- Gu(') relativa al patr6n de flujo de la fig 8.16 



FIG 8.18.- Nuevo patr6n de flujo~' ,costo L180 

tic., ·:U¡ , 
. • I 
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70. 

FIG 8.19.- Gu(~) relativa al patr6n de flujo ~.de la fie 8.18 



.?l. 

FIG 8 •. 20.- Patr6n de flujo.\ de valor v:. 20,con costo 

mo :.L~74 
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•• ~AlklL rE OAT~~ c:r; E::i• ITEnAC!~r. •• 
·························~············ 

l<AkC.A r.coo Ml!JO 
11'.ICUL FINAL 

<:Af'AClD.tl,; 'QST\I n.11.ia 

l 2 1b 7 16 •,,· 

o .. ~1 !3 o l 6 13 211 .. 1 ~ J l7 ~:;, .. 
1 2 .. !6 .. lZ o e 5 16 10 o' 1 3 7 <l2 ~ lo 
l .. J 12 b 12 u .. 6 19 ~ ·o 

" 5 7 10 12 o ¡ b 7 s 7 .. o o 5 10 3 11 

lOTAL i.i;; AHCOS DE LA NuEVA 1u:o : 17 

Obtención de resultados a trav6s de proceso programado:, 

correspondientes a la fig 8•14 

'· 
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¿ 1ó 7 lÚ 

l l¡ .. ¡,; l¡ 

e l b 13 2b u 
l 2 .; 17 2!> .. 
l ~ " 18 .. l~ 

o !> ló lU o 
l " 7 .::.z !> lé .. j _;> u ló! 

~ ti 19 !> .. 
o ~ 7 !C 1.: 1) 

¡ ó 7 5 
., .. 

~ b 5 10 j a 

T~T.<.L 
., Ar1 ... ~-S :..E LA r~i.:t..\'A 1\:::0 :: ld 

Otención de resultados a través del proceso programadó 

correspondientes a la fig 8.16 

,. 
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l'.A;;C;. tJODO IJCPO C.Af>,¡:zi;Al.o COSTO FLU.,;O 

Ii,lCIAt.. fit;AL 

l l 2 16 7 lb 

l l .. 11 1.3 .. 
1) l 6 13 2<.i o 
,¡ 2 J l7 2!> 1) 

l 2 .. 1a .. 12 
l :! 5 lb lU 11 
l ' 7 <:2 ::. l.? 

1 " 3 12. ó 12 
1 I¡ ó 19 !> I¡ 

l 5 7 lb 1~ I¡ 

l " 7 ::. ., .. 
e .. 5 10 J 1) 

TO"i AL Ci.. ARCOS L!E LA "unA klD = 19 

Obtenci6n de resultados a trav~s del proceso programado 

correspondientes a la fig 8.18 
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correspondientes a la fig 8.20 
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·EJEMPLO 2.- Encontrar e1 flujo !'áximo de Costo t-~:1ni~::o para 

la red G de la fig 8.23 :por medio d.e.l p.·oceso 

basado en la determinación de circuitos nega~i-

t 

0411 8 

FIG 8.23.- 81 primer número asociado a cada arco reprenenta 

' ' la capacidad,y el segundo el costo. 

PASO 1.- Aplicando ol algoritmo de F'ord-1-'ulkerson se constru

ye el flujo M6.ximo de valor V .= 5j, ol patrón do 

flujo es mostrado en la fig 8. 2L~. 



.. 

. .. 

FIG s.24.- Los arcos del corte minimo son los arcos marcados, 

los n~me~os indican el flujo en cada arco. ~l cos

to de este patr6n es : 1485 

El corte (Y¡Y).:. { (s,3),(2,3),(2,5),(2,7),(4,7),(6,7),(6,t)} 

con Y .:. [s,1,2,4,6} ; ? : {3,5,7,8,9,t} 

PASO 2.- Res.pecto al patr6n de flujo mostrado en la fil) 8.24 

gen0ramos Gu(') mostradn en la fig 3.25. 

Aquí observamos que todo arco dentro del corte mí-· 

nimo est~ saturado,cntonces al 6escornponer cada ar

co (x,y)~G en dos arcos¡(yu,xu),(xu,yu: t<:ndrcmos 

que q (yu,xu) =.O lo que implica que c(yu.,xu) .=. oo 

(secG 5.2 y 6.2). 



3l¡. 

Por lo cual tenc1:1os que riinguno de los arcos contenidos 

en el córte mínimo estará contenirio en un circuito negativo, 

por esta razón los podemos excluir del proceso d.~ minimizar 

el costo,sin que esto a;tere nuestros resultados • 

FIG 8.25 

..... 
. ._, (10,·i) ... ........ 

...... . ... 

1 
1 .... 
,~ .. 
1 o· , ... , ... 
1 (.10,J) 

' ... ... ... . 

PASO 3.- Formamos la matriz de costos C,y·la matriz d·c ca

minos mínimos Q. 

l1!1,. ' 



J. 

_:. 1 . 2 3 lf 5 6 7 8 9 t s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 t 

s 

.1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

t 

o 
-3 

-::j 

j 

o 

~2 

~2 

1 2 1 

o il ; 

l 
1 

' 
º' -~---·¡ ___ 

1 
i 

1 O!, 

1 o 
,...9, 

-5 .. 

3 

- ----. -- . 

·¡ 
l 

1-
¡ 

1 1 

1 1 
1 ! 9¡ 1 

! 5 ' 
! 

º' 
1 
' 
' 

o -2 

·1 o 

-1 3 

-4 

1 
1 
! 

1 

··-·- .---
; 

4 

3 

o 
,..3 o 

s 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

t 

s 

1 

2 

3 ,___ 

14 
'5 
1 

¡6 
-
7 

·s 

) 

t 

s .s s s s -s s s --,__ 

1 1 1 1 1 1 1 1 
-- ·-! 

2 2 2 2 ¡ 2 2 2 2 
-- >--· 1 ¡ 

3 'l 3 3: 3 i 3 3 3 _,} 

--- __ :::.._¡_ 

4 4 4 4 I 4 ; Lf 4 4 
t--- ""--~--i--
5 5 5 5 1 5 ¡ 5 5 5 

6 6 6: 6 6¡ 6 6 6 i ,__ - ···-·-· ·--- ··--· 
1 

7 7 7 7 7¡ 7 7 7 ·--,_ 
-~-~ 

8 8 8 8 8, 8 ----- ---· ····-- -- - ·--·- ~---··-· 

·-o 9 ,.'.L. _3 9 9 9. '> ./ .>, 
. .. 

! 

t t t t t t t t 

Matriz de Costo ... .. 1 • ninimo lfatriz de caminos hínimos 

L'.:.s entradas en blanco de la matriz de costo representan oo •1 ' 

PASO 4.- A~licanuo el algoritmo de Floyd varaos obteniendo las 

si~uientcs matrices e y 9. 

s s 

l 'J. 

2 2 

7. 3 _, 

4 4 

5 5 

6 6 

7 7 

8 i 8 

9 9 

t t 

r . 
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Primera iteración k : s 

··: , ), 

s 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

t 

s ·1 2 3 4 5 6 7 8 9 t 

o 3 

-3 o 2 

-6 -3 o 1 

o 

.. 2 -1 e:. 9 
... 1 o 5 

-9 o 
... 5 o -2 4 .... -

-3 o 3 ---
•l 3 o 

... 4 3 o 

Matriz de costo 

s 

1 

2 

3 

4 
5 

6 

7 

8 

9 

t 

s 1 2 3 :4 5 6 7 8 9 t 

s s s s s s s s s s s 

l 1 l. l l. 1 1 1 1 1 1 

2 s 2 2 2 2 2 2 2 2 2 --
3 3 3 3 _3+3( ~ 3. 3· 3 -- ---
4 4 4 4 4 1 4 4 . 4 4 4 4 
5 5 

-r--- ----¡--·- . 
5 5 5 5 5 5 5 1 5·5 

+----- ~--

6· 6 6 6 6 : 6 •6 6 1 6 6· 6 --- ~-·- .. ·---
7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 -·-
8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 --- --··--- ··-
9 9 9 9 9 9 9 ·9 9 9 9 

t t t t t t t t t t t 

M~triz de caminos 

. / 



·:·-

·./ .. 

s 

l 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

s 
t 

Segunda iteraci6n k .: l. 

s 1 2 3 if 5 6 7 13 9 t 

{) 3 5 

-3 o 2 

' 1 

-G 3' -1 1 - ,, ---- ,_.._ 

o 
' .... 2 -1 o 9 

-1 o 5 ··-·-·---· 
-9 o -

-5 o -2 ~ 

-3 o 3 

-1 3 o 

.:4 -3 o 

s 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

t 

s 1 2 3 4 5 6 ? f:i 
1 

s s l' s s s s s s 

1 1 l' 
1 ;l 1 1 1 1 1 
1 

?. -ª· ..,.lJ 2 2 2 2 2 2 

3 3 3 3 3 3 3 3 3 

4 4 4 4 4 4 4 4 4 

5 5 5 5 5 5 5 5 5 

6 6 6 6 6 6 6 6 6 
>----,___ 

7 7 7 7 7 7 7 7 7 

8 8- 8 8 8 8 'a 8 8 

9 9 9 9 9 9 9 9 9 

t ·t t t t t t t t 

Matriz de costo minimo Mlltriz de caminos E!nimos 

2n esta iteraci6n encóntramos en la mátriz .de costo míni~o,un 

costo c22:. -1,lo que ir.1plica que existe un circuito negativo que. 

se inicia y termina en el vArtice 2. 

Identificando ul circuí to por m•..!dio de la mlltriz de caminos Q, 

encontramos ,que el circaito de costo negativo es (2,s,1,2) ¡ los 

arcos'que f6rman este circuito son \<2,s),(s;1),(l,2)} 

PASO s.- Calculamos el valor ~. 

q t 

s s 

l l 
1 

2 2 

3 3 

4 4 

5 5 

6 6 

7 7 

8 8 

9 9 

t t· 



b::. min (q(2,s),q(s,l),q(l,2)] 

~.::. min c;;o,10,15] ::.10 

. ,. 
!38 •.. · .. 

El nuevo patrón de flujo ues:pues de la in.troclucción de la 

cantidad 'es mostrado en la fi;:; 8 .26 

1 

t 

FIG 8.26.- I~uevo patrón de flujo ~,costo ::. 1475 

A partir de este patrón de flujo no existen m~s circuitos 

negativos 1::n la red, por Jo tanto el patr6n d:: flu,jo mostra

do en la fig 8.26 es el patrón del Flujo Mdximo de Costo Mí

nimo pnra la red dul ~jemplo 2 (fie 8.23). 



" ~, .. 

F..JF:J·~PLO 3.- Sea' la, red G 'mostrada en ia fig 8~27,donde 

el primer m1mero asociado a cada arco repres'.;n ta su capa

cidad y el segundo,su costo. 

Se det;ea conocer cual es el m~ximo flujo a costo mínimo. 

Los datoºs de esta red son probados con el proceso 

programado,ver resultados de este problema los obtenidos 

por el proceso programado. 

En la fig ~.28 se ·muestra el corte mínimo obteniáo por ol 

alEOritmo de Ford-Fulkersan. 

' 
í •• 

/ 

/ 



/ ¡ 
I 

/ 

f•.i) 
; 

j ' I 

e.1" 

,,,,, 
O

' 
,.rl' 

t.: 

"° .· 
·
a
 

. 

. -"'.' 



,/ 

.', 

, 
; ,, 

; 
/ , 

':le~ : 

,' 
' 1 , 

, ... --- ---, 

, , 

. , , 
' 

, , , 

. 
• 

.. 
, . . 
. 
' 

corte m{nimo -:it:,.¡ 

na. a. za 

..,. arcos saturados 



tl.~HC;. 

.. o 
ú 
o 
e 
u 
e 
o 
¡, 
.: 
u 
o 
" o 
e 
ti 
¡¡ 
o 
u 
o 
il 
o 
¡; 
¡, 

ü 
ii 
.; 
o 
o 
o 
ú 
.; 
o 
ú 
1.1 

E.11Tn( ~ CAl<u!O FLIJ.JO. ccr. IC :: 

._¡.T.,¡; :. C.:.•:¡,1IO Fi..u..;o 'º"' IC :: 

~hTr.t: C;:.'.O!:_ilO FL..lJJCi 'º'' IC :: 

¿r4Tn~ c..; ... u¡ú f1..1,,..;¡;, Ci;I. IC = 
C:r,TuE. " C~,.oIC FLUJ<,; COio IC = 
~i,ilf\.( A c.w;,1c. Fr..u.;o Cv111 IC = 
c.1,Tr.E ;.. C"--"'~lJ fr..1,,.JCI co:; ic = 
Litl.~;_ :.. Cl.l<wlO F .. u .. o CCI< lC = 

.. 1'1·\lf.\I~ :JE LC',;,, C•\TC:; (i,TR;..!J,\ •• ........................................... 
i:o::iu 

Ir.te 1.:.1.. 

l 
J. 
¡¿ 
3 
:: .. 
!> 
t. 
b 

o 
7 
7 
(¡ 
.:j 

" ., 
\i 
9 

111 
lu 
l.; 
l ¡, 
ll 
11 
12 
l;, 
l'I 
l;, 
lb 
17 
111 
19 
20 
21 

::.oo 

i:.oo 

StiO 

1000 

SOJ 

1000 

ll•úO 

500 

l1ClJO 
F!f>~L 

;¡ 
;¡ 

" " 5 
b 
7 
é) .. 

18 
1U 
11 
12 
111 
l<> 
13 
1~ 
17 
12 
l" 
1ó 
1.3 
15 
l7 
19 
19 
20 
20 
21 \ ¡ 

21 
22 
?.2 
22 
22 

,,,.,.,.,1.::~1. "'STO 

2.;uO .3~0 

CJuúO :..e 
iu":10 ¿,r, 
1~vu0 J,O 
1iluu0 "•º 7ou~ .;,J 
~IJUO :..o 
.5:.>Ju· ¡t,O 
J~uo "·º "üvO s.i:t 
l:.i.10 J,O 
1:;.iJO "•º llllJi;CI .J.~ 

1UJJ0 ... .:i 
1•uuo 2.s 
1.lú~O ~.ü 

1uuuu ... ri 
111uuo 2.:i 
llluuO 3.0 
lúLLO ... o 
1•u~() ~.s 
1i:.1.1uO 3.U 
lOu~ú ... ü 

l~•"º 2.5 
:..VO 1.J 

l:.C O J,Q 
luúO 1.0 
:ivo J.O 

~:..:O 1.0 
l:;.GO 3.0 

lu¡jGQ 2.0 
li.J\..~O .l.:: 
lO~uO ¿,O 
l'"w¡;c s.o 

fL.U.:'ll 

11 
o 

.o 
íJ 
o 
" " u 
u 
¡¡ 
u 
~ 
~ 
~ 
11 
o 
~ 
u 
ll 
u 
o 
u 
Q 
¡, 
~ 
¡¡ 
u 

" o 
¡j 

u .. 
~ 
¡, 

" 



"· ',I' 



., 

...................... .,..!I'·~·~,········'••• 
r,;,,~O 

r:-.:ct;.1.. 

l 
l 
2 
;, 
J 
~ 

!> 
ó 

" o 
7 
7 
<! 

ll 

l~ . 

·l 
J .. 
... 

~.C;eo 
FlilAI.. 

b 

7 
¡; 

~ J(j\J 

l.>·100 
lJOOJ 
lt;VO!.l 
l U·J )(1 

/.1~0 
~..,ou 

.;~CO 
..iJÜU 

.. ,oa 
l~JJ\i 

J..jOU' 
lc'J~u 
1 •. 11 .. .;J 
lLJ0.1 
lvvMJ 
loi;i:J 
ltJü3J 
llnHh.; 
luuC~ 
1UU!J 1) 

laJuCO 
l.,.J!Jj 

+ lu••1t. 
:;:ir.u 

;;:.uu 
l:...:i:J 

11.1CüU 
.u.;Ctl 
lt.ii...00 
l~~Oll 

CCSTO fl..\;,,¡0 

20<10 
:,:;u~ 

o 
S5Li~ 
::>~uo 
t·lJ'.JiJ 

"º"~ .!~~º 
35Uu 

"ººº ¡;u~ 

¡:;;;o 
;¡:,~u 

o 
o 

JSi;Q 

ú 
a 
11 

c!SuO 
a 
i1 

l!illu 
·o 

suo 
15uO 
10lil) 
5~u 

o 
o 

1,¡,11~ 

:c:uJO 
l~u.:. 

o 
y 

. :, ~ 



' ... 

¡ 

1¡,,¡_,;q,;>¡ 

~ 

r-•\¡!. r :.:r 

~ A,.,'.CA 

o 
l 
l 
l 
l • 

l 
e 

.; 
:,¡ 
~ 

u 
o 

1 
l 
\) 

o 
l 
1 

i; 

1.c 

-.. ~·AT;t ¡, OL C·•TvS L'1.. L;. r.t.:+.o !.' 11.AL .. 
················~··••6•••••··········· 

1.C:,\..' ~.o.;o Cili-.O.CI¡,.At; .;.csTc. 
l;.lCl~L. F!t~AL 

2 ~uUO .:..o 
l J ouvLJ !>.C 
;¿ .. l1JUl.i0 &!.ü 
j .. lÜUuO ~.e 
J ~ i~~•o ... u .. o 7uco· ... o 
!> 7 ~-..~u ~.J 

e ~JtO ;_,,¡ 
.:. . ., 

J~Ant ;¡,Q 

" l<i ~u~o ~.o 

7 10 l:...:o .i.o 
7 ll l!;~ú b.C 

'b l:.! lvU;JJ ,:,.C 
¡, I~ 1Cuwo ... o 
!. lb lUL .. O 2.~ 
') 1;) 1vuco .),O ., l~ l1o.11.1tJO ~.J 
.¡ 17 tuvo o :.:.s 

l;, l~ lvo,UO 3,0 
lJ h l~uuo ~.u 

lU 16 1JuUO 2.s 
11 D lüoCCi 3.~ 
ll l~ lJu;.io 4.0 
ll 17 1Ut;JO 2.5 
l.: l'l !..u O .:..o 
l~ 1'.i b~O ~.\) 

l'- 20 "ºº" i.u 
b 20 !>00 .;¡,Q 

lu 21 .::i~O l,U 
n ;;;¡ i~::.o ~.o 
lo 2:.! luuuo ~.o 
l'> ¿2 1úuJCi .;¡,5 
2C 22 li.i.JO ¡;,fj 
21 22 l1.1UYO :i.o 

LXISTE•• CIHCU!TCS úE COSN NEUATlVO 

Fi..1.i_,.;. 

~r· 
,. 

2U~U 

S!;OU 
J 

~::,¡-:.,¡; 
,_. 

J:uv 
tüCú. 
2•JU.~ 
~:.~;: 
~::1..-u 
4UJu 

_, 

l:>Uv 
l:.;Q¡, 
~~ÚlJ 

~ 
u 

350u 
u 
o 
o 

2~U(I 

o 
o 

lt~U 

u 
!>CU 

. 1:,~1.; 
lVOu 
:icu 

u 
u 

i;oou 
20úú 
i~oc 

u 

. .:'. 



- •, 1. 

96. 

IX.- cc:'.CtDSICl'L:s 

·TI:n Ql presente trabajo se !Jr0pnnc un :p:--ocedi1nicnt·o para 

rc.:solver el problema ce· Náxi¡:10 flujo-!'.{ni!!IO · Co::;to~que con

siote en dividir el pr:oblc:r.a en dos etapas: 

1) La.,primcra es encontrar el flu~'.o máximo un nuestra red. 

2) y la sci.;unda es mini'-·izar el costo de transporte del flu

jo :·,:áximo obtenido. 

La soluci6n que se encontr6 para la .primera parte del pro

blema es obtenida mediante la aplicaci6n de la t6cnica desa

rroll.ada· por Ford-Fulker·son. 

,. Una vez encentrada la soluci6n al problema ri,~ r.iáY.imo flu

jo, tratamos. de encontrar una soluci6n a la se[';Unda parte del 

problema; para esto se real i.za la aplicaci6n de un algori t

mo basado en la d~terminaci6n de circuito~ negativos dent~o 

de una red para minir.ii::.ar costos. 

Para explicar el funciona.miento así como laG bases del 

proceso utilizaC:o pélra la obtcnci6n de soluciones a nuestro 

;jroblcma pla:1teado, se da ·1a inf'ornwci6r. neccnaria ik Teo

r!a du Gró.fLcas así como de r9orta dc1 '?cdco,mismn que es 

utilizada más auclante en la o.plicnción de los ru.eoritmos 

que intervienen en, el prOCCC0 1 as{ CO!"!lO en ol manejo de la 

estructura de un6 red. 
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Se intent6 en este aspecto qüé el trapajo fuera.lo mlts 

completo posible, sin que por esto perdiera el.objetivo prin

cipalt ademas de que el. proceso utilizado se pudiera implemen

tar computacionalmente. 

Podemos decir que el funcionamiento· de este algoritmo com

parado con muchos de los algoritmos que se utilizan para resol

ver el probiema de Flujo M~ximo-M!nimo Costo es mucho más senci

llo debido al manejo de datos, y a la forma de h~cerlo,que el al

goritmo requiere. 

T.C.Hu en su libro de Integer Pr.ogramming and Network Flo'.·1s 

(secc 10.4) propone .un procedimiento similar para resolver el 

problema; consistente también en la búsqueda de circuitos ne

gativos,pero excluyendo del proceso solo a los arcos del corte 

mínimo (para los cuales no existirán circuitos negativos ). 

Debido a·esto,construye 2 matrices : una que contiene los 

"Vfirtices contenidos en el conjunto 1 del c6rte minimo,y la otra 

que contiene los yértices del conjunto 1 del corte mínimo. 

~osa que no sucede en el procedimiento que se propone er1 

este trabajo,ya que,la búsqueda de los circuitos negativos 

se realiza en una sola matriz de dato·s. 

Usando el algoritmo de l'loyd para la detecci6n de dichos· 

circuitos un-investigador llamado Bennington publico una ex

periencia computacional (Nicos ~pristofides,capitulo 11,secc 5.1.3) 

indicando que el tiempo de máquina para encontrar la soluci6n 

en una red con n vértices y m arcos es 

t =. -2.3 ~0.0113(n) -t o.00166(m) ( SEC Ifü'. 3G0/75) 

tobtenor una solución al problema Flujo Máximo-Costo Mínimo. 
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As! en una red de 200 v&rtices y 500 arcos se requiere 

.aproXI.madamente 8 segundos. 

T.C.'Hu ( sec 10.4) compró.bo que la .h'.h;·:1ueda de u-na solución· 

al problema de flujo-Costo mínimo mediante la determinación 

de cir~titos de costo negativo tiene una eficacia equivalen-

te respecto a los algorilmos que util·izan ,la t~cnica ríe Pro

gramación Lineal Primal-Dual. 

Desde el punto de vista computacional es mucho más' sencillo. 

el manejo de· datos, así como la obtención de una soJ ución de

bido a que son mucho menos variables la que se múnojan en el 

proceso. 
.-

El algoritmo de Floyd utilizado para la detección de los 

circuitos negativos en una red es el· algoritmo fundamental 

en este proceso,ya que la forma en que realiza la búsqueda 

de los circuitos negativos per~ite que se excluyan todos 

.aquellos arcos ae la red los cuales no es posible que esté, 

incluidos en algun circuito ne~ativo; de esta manera la b~s-

queda es rapida, ya que no se incluyen en ella todos Jos ar

cos de la red. 

Finalmente el trab:ljo prescritn la proc;ramaci6n de} proce-

so aplicada a dos ejemplos. 

Es importante comentar qu0 loo da too qi10 consti tuycu Ja 

estructura do unn red son leidos dentro del proceso progra-
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mad6 a través de v~ctores de tal manera que la memoria de 

máquina que es utilizada sea mínima, esto. es .con el fin de 

que dicho proceso pueda ser aplicado a problemas de Redes 

bastante grandes • 

.. ..__ .. 
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1.- ALGORITMO PARA !-':l'NH:IZAR .::L cos·ro DE UN FLUJO 

BASADO EN LA DE'rERMINAC!ON D:!!! CIRCUITOS NEGATIVOS• 

2.- DIAGRAMA DE BLOQUE DE LA PROGRAMACIO'N DEL 

PROCESO PARA MINir'.IZAR l.!:L COSTO DE UN FLUJO 

2.1.- Comentarios referentes a la estructura del programa. 

'(diagraaas de flujo de cada subroutina). 
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PASü 1.- Use el algoritmo de Ford.,Fulkerson ( secc 4.3) 

para encontrar el flujo máximo factible. 

PASO 2.- Generar la gráfica G11 (1) (socc 5.2) respectoa;l 

flujo , • 

PASO 3.- Aplicar el algoritmo de Floyd ( secc. 6.2) para 

encontrar cualquier circuito de costo negativo 

en Gu(~). 

Si tal circuito existe,identificarJ.o e ir. al 

paso 4. Si tal circuito no existe, el costo para 

el. flujo ~ sera mínimo y el algoritmo termina. 

PASO 4.- Calcular Ó según la ecuaci6n 6.11 

~ = min ( qu(x~,y~) J 
(x~,yj) E~ 

Cambiar el flujo a los arcos cont~nidos en el cir

cuito ~ de la. sieuiente manera : 

(J..) p t . (u u) u( u u) 0 ara oao arco xi'y j con e xi'y'j < se cam-

bia el flujo 'ji .m.el correspondiente arco (yj 1 x) 
de G, · de ~ ji a ';ji - l . 

( ) ( ) u( u u) ii Para todo arco x1 ,yj con e xi,yj >O se cambia 

el flujo · ~ ij en el correspondiente 
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ar~o (x
1
. ,y.) de la red G, de E. •. a ~ .. + &~ · .·. J· ., J.J . J.J 

PASO 5.- Con el nuevo patr6n c1c flujo' regresar al paso 2. 
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/ 
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2.1.- COMENTARIOS RSFERENTES A LA ESTRUCTURA DEL. PiWGRAMA 

La pr~gramación del proceso propuesto para la solución 

<;lelproblema de Flujo M~ximo-Costó Mínimo se realizo en el 

lenguaje de Fortran V y·fue.probado en el sistema de la má-

quina UNIVAC 1180. 

El ··programa consta de 5 subrutiñas :presentadas en el 

diagrama de bloque anterior). 

A continuación se da.una explicación de la parte del 

proceso que se realiza en cada una de ellas, así como de~·-la 
' 

forma de obtenci6n de los datos . 

LECTURA DE DATOS. 
\ 

Un punto importante para el .Proceso es la re-

presentaci6n de la estructura de una red ·a través de vectores 

datos ya que a través d~ estos se especifica claramente la es

tructura de la red sobr~ la cual ce va a trabajar.· 

Fara loftrar esto se asocia a cada v6rtice un nómero(en 

orden ascendente) de t,al manera que al vértice s (e.ntrada) 

le corresponda un núme.ro
1 

n1 y al v~rLice t (salida) le co-

. rrcsponda el n6mcro ºtj ~e esta manera el conjunto de vérti

~es X estara representado por un vector Cn1 ,n2 , •• ,nt)en el cual 

nosotros podemos saber ~laramonte que el v6rtico s es n
1 

y 

t es nt. ~n otras palabras tenemos quo n la fuonte do una 
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. red se le asocia siempre ni y a la salida nt. 

31 primer paso.dentro del proceso es la lectura de los 

-r- datos. 

j·,a dimensi6n de cada vector ·dato sera determinada por las 

"' variables n y m, donde.n: oúmero de nodos de la.red, y 

m :.n6mero de arcos de la red. 

Los véctores datos son los siGúientes: 

.{dentro del proceso se leen en esta secuencia) 

l.- Vector_ que contiene el conjunto de nodos iniciales de cada 

arco de la red, su dimensi6n es m • 

(se debe dar en orden ascendente) 

2).- V~ctor que contiene el conjunto ñe nodos finales de cada 

arco de la red, su dimensi6n es : m. 

Los 2 véctores anteriores se deben leer en esta se

cuencia, ya que a trav~s de .ellos estamos dando el senti

do de orientaci6n correspondiente a cada arco. 

Por ejemplo: 

r~ ------

\~ ------
2 ------s.: 1 ~=t ¡ 

L3 ------ l4 
vector l vector 2 
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ll6 • 

• 
As:! se indica que existe un arco de la forma (1,2), 

(l,3),(2,4),(3,4). ,\ 

El motivo. por el cual +os datos· se dan de esta manera es 
, 

con objeto· de ahorrar memoriá,ya que si se guardan en una r.1a-

triz, tendremos que todas las:entradas·cie la diagonal no son 
\ ' 

necesarias como datos para er proceso. 

3).- Vector que contiene el conjunto de capacidades.asociadas 

a cada arco, su dimensi6n es : rn. 

4).- V~ctor que contiene el conjunto de costos asociados a 

c'ada arco, su dimensi6n :. m. 

5).- Vector que.contiene el cbnjunto de flujos transportados 

en cada arco,su dimensi6n:. m. 



. ' .,._,.,.. ... 

(paso l del algori t¡¡;.o) • · 

Dentro de esta rutina se encuentra el flujo t.;Axin10 de. 
1 

(s) a (t) dentro de una red G dada;esto es mediante la 

progamaci6n del algoritmo de Marcaj0 propuesto por Ford

fulkerson (secc 4.3). 

Los datos de entrada que intervienen en esta rutina se 

leen al principio ci0l proceso Y. son los siguientes: 

DAros 1 

l') vector de nodos iniciales dimensi6n .=. m . 
2) vector de nodos finales dimensHrn .:. m 

3) véctor de capacidades dimensión .=. m 

4) vector de flujos dimensión .=. m 

Al aplicar la rutina Fory a los datos anteriores nbten

dremos al final del proceso de esta rutina un pntr6n de 

flujo ' que s:.irá el flujo máximo a entro de la red, a::oi 

como el corto m!nimo para la misma. 
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(paso 2 dul aleoritmo). 
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En esta rutina se genera la red incremental Gu(1) res

pecto al patr6n cie flujo ~ obtenido en la rutina FORY,de 
1 • 

acuerdo como se indica en la secc 5.2 y asociando un ces-

to a cada arco .asi·: 

Para todo arco (X~ ,yj) ca Au 
1 cu(x~,yj) .::. c(xi,yj) 

Para todo arco ( u . u) y j '.{i e Au 
2 cu(yj,x~) . .::.-c(xi,yj) 

Los datos de entrada que intervienen en esta rutina se. 

leen al principio del proceco a excepci6n del vector de 

flujos que se obtiene en la rutina anterior ( FO~~Y) : 

DATOS 2 

\ 

r . 

1) Vector de capacidades asociadas a cada dimensi-~·n .::. m 

arco 

2) Véctor de costos asociados a cada 

arco uinwnsi6n .::. m 

. 3) Vector de flujos asociarios a cada 

arco. 

Al final de ccta rutina se obtienen los datos por medio 

da los cuales podemos identificar perfectamente a ln red Gu(,). 
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SUBl~GU'l'INI:.: GCS'l' 

(paso j.dal alcoritmo) )<: . •. 

Dentro de esta rutina se .construye la matriz de Costo C · 

asociada.a la red Gu(\),y la mátriz de caminos mínir.ios Q, 

e.ce 6.2,6.3). 

Una vez construidas estas dos mátrices de dimensión mm, se 

aplica "el algoritmo de Floyd· para buscar todos los posibles 

circuitos negativos eY.istentes,!'!h la red Gu(l)• 

En el caso de encontrar un circuito negativo;lo localiza

mos perfectamente en la red aª(\) mediante la matriz Q ,y 
'· 

el proceso continua con la subroutine FLOYD. 

Si no es posible encontrar un circuito negativo;entonces 

la soluci6n ha. cido encontrada y el proceso termina. 

Los datos de entrada qu,e intervienen en esta rutina se 

leen al principio del prcccGo.unos,y otros se obtienen de 

las rutinas anteriores. 

DAl10S 3 

1) V~ctor de costos asociados a cada arco 

de la red Gu(') dimensión~ kz donde kz~ 2m 

NOTA.- La nueva red C <1) tendra a lo más 2 veces el núme-

ro de arcos de la red G (socc 5.2) 
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SUBlWU'l'IN.8. CCS'i' 
/' 

(paso 5 d;::l al¡;ori tmo) 

Dentro de esta rutina se construye la matriz de Costo C 

asociada a la red Gu ( \) ,-y'' la mtttriz de caminos mínimos Q, . 
. · '{ 

(secc 6.2,6~3). 

Una vez construidas cGtas dc8 matrices de dimension nxn,se 
/ 

. ,~ .. 

aplica el algoritmo 

circuitos negativos 

de Floyd para buscar todos los posibles 
. u 
eyistentes en la red G (f ). 

En el caso de encontrar un circuito negativo;lo .localiza

mos perfectamente en la red Gu(') media~te la matriz Q ,y 

el proceso continua con la subroutine FLOYD. 

Si no es posible encontrar un circuito negativo;entonces 

la soluci6n ha nido encontrada y el proceso termina. 

Los datos de entrada que intervienen en esta rutina se 

leen al principio del prcccno .unos,y otros se obtienen de 

las,rutinas anteriores. 

DAros .3 

· l) V'actor de conton asociados a cada arco 

de la red Gu(\) dimensión: kz donde kzf 2m 

NOTA.- La nueva red e C1> tendra a lo·mAs 2 veces el n6mo-

ro de arcos de la red G (secc 5.~) 
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SUBHOUI'INE FLOYD 

(paso 4 del algoritmo) e 

En esta rutina se calcula la cantidad de flujo & seg4n 

la ecuación 6.11,para lo cual realiza una busqueda con el 

fin de obtener todas las capacidades de los arcos inclui

dos e~ el circuito negativo. 

Una vez conocida S - min l qu(x~ ,y~)) 
1 J 

u u 
( xi,yj) €~ 

se cambia el flujo a los arcos conteniños en el circuito 

(en la gr!fica ·a) según lo indica el paso 4 del alz;ori tm!:.' 

basado en la determinación de circuitos negativos. 

Asi obtenemos como resultado·un nuevo patrón de flujo 

con un cooto menor al costo del patr6n anterior. 

Los datos necesarios en euta rutina son: 

DATOS 4 

1) Véctor'de capacidades asociadas a cada arco 

de la red Gu(~). 

2) Vector de flujo asociado a cada arco do la red G. 

3) Vector indicador del ciclo negat~vo obtenirio én 

la rutina Cost. 

•;.,···. 

1 

1 

1 

1 



HOJA PARA DESCRlPClON 

FUNCIONAL DE PROGRAMAS 

ENTRADAS 

IOENTlFlCAC.:JON 

SISTEMA-------------------------

PROGRAMA SUBROUTINA FLOYD 

FUNCION GENERAL REAI IZA SI. CAMBIO o•; FLujo E'.! EL C!'<CU!TO NEr. 

PROCESO SALIDAS 

SUBROUTINA 

FLOYD 
Dl'! FLUJO ,. 



SUBHOUPIN~ BSC~IB 
" 

(paco '.) del .ál;;oritmo) "'"·-· 
·- .. ,.. 

. . . 
---~ " .. 

·. Es1;a es la rutina de escritura del proceso,eri la cual 
-~ 

mos a ir escribiendo los resultados de cada iteración,i.e~ 

vamos a escribir cada pa~rón de flujo que se va obteniendo 

para minimizar el costo. " 

Despucs de. escribir los resultados obtenidos en cada ite

raci6n, regresamos con el nuevo patrón de flujo a la subrou

tine Crea( paso 2 del algoritmo). 
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PARAMi:'rROS QUE OP·.'.:RAN DENTRO Dr~ LA SUBROU rnrn FOHY 

I.os parámetros que se utilizan.dentro de esta subroutinc 
. > 

son los siguientes: 

a) Las variables: 

n-: número de nodos de la red 

m : número de arcos de la red 

·b) Los arreglos .de datos de dimensi6n (lxm) 

MARCA.- Arreglo que guarda los arcos en los que se envian 

unidades de flujo. 

NODOI.- Arreglo que guarda el conjunto de nodos iniciales 

de cada arco de la red. 

NODOF.- Arre¿;lo que guarda el conjunto de nodos finales 

de cada arco de la red. 

!CAP.- Arreglo que.guarda las capacidades asociadas a 

cada arco de la re~. 

IFLUJ .- Arreglo que guarda el flujo asociado a cnd.'.l. ar

co de la red. 

e) Los arreglos que se generan dentro de ccta rutina: 

IETIQ.- Arrec;lo de dimensi6n. (nxl~) que c;uarda el conjun

to de nodos marcados-(proceso de. Ford-Fulkcrson} 

con su etiqueta correspondiente. 

MAHCAT.- Arreglo de dimensi6n (lxm) que r,uárda el con

junto do arcos que forman la cadena aumenta-flujos 

(endona en la qua se realiza ol cambio óc flujo). 

Y la variable kzi, que os el núm•.To. ele noüos e tiqú,·tacioo. 
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. , 
DiflGRAr::;. . " F! :U.TO DE LA summ1yrrm; FCHY 

-----------------
I - O 
L :' 1 

ID :;: 1 

25>--------e 

IA - 1 
IB : N 
IC ~ 6H 

J, - 1 
I - I+l 

KZ :;: I 

n:·rrq(I,l):. IA 
L/l'L;(I ,2) :. IB 
I::!.TIQ(I,3) - IC 
L ... nr:~(I,4) :. ID 

INI :ro·D~ LA .UrINA 

. 1\ 

>----~-....,,20 

IJ :.. O 
JJ ;: o \ / 

13 

123 • 

, ·~ 
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si si 

si 

si 

KA =. No•·or(J) 

JJ 

si 

si 

si 

marcaje inverso -. --- --- --- -- -- - - - - -- ... --- .. _ - - - - - ·- - ---- - - - --- - -. - - -... 

IA =. IWDOI(J) 

IB =. NO!OF(J) 

IE =. IFLUJ (J) 

IC =. :•IN(TC,IP) 

ID=. -·1 

l·'.t,HC~(.J) .::. -1 

.,._ ___ .... 17 

. .. ... 

···· .. ··,, 
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--KB :!. :''0DOF( J) 

IJ 

,.· ... 

~·=------....i.· 4 

marcaje~ ó.ir·~c to 
i·~1~RCA(J) - 1 

ID ~ 1 

IA .::. e Ol•'(J) 
IB - MOvOI(J) 

Ill.::. lCflP(J) - H'LCJ(J) 
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·,i 

,X.· 



.J •• 

L - L+°i 

IA .::. IE'rIQ(I.,l) 

19 

MAXF - IC 
IM -: O 

2 AI I ,,.n-Il.)(K'7 ?) 
~.----." = .t.,l \. .... 1-1,,_ 

A2 .::. IZ'rIQ(KZ, 1) 



FLUJ ( F)::. IFLUJ ( I!OH!AXF 
:-~:.:WAJ'(lU =. 1 

~---_,@ 

Ibl'IU,(I,J) =. 

. . 
l:28. ' . 

,;·· .: . ., 

>'.ARCJ\1'( IE)=. : . 

... 

. :AHC/\'1'( U'.) :C 



l·'.ARCA ( I) O 

I O 
J o 
L 1 

'· .. _.;:.j 
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Los parám()tros que se utilizan O.entro de esta su.brouti-

n8 son los si0ui0ntas: 

a) Las variables 

n - (idom) 

m - (idom) 

ml - 2m es el máximo número de arcos _que puede llegar 

a tener la nueva red generada Gu(,). 

· ~<:Z .- Número de arc,os que tiene la nueva re'<i Gu(j) 

(se obtiene su valor dentro _de la rutina) KZ~ 2m 

b) Los arreglos de datos de dimensión (lxm): 

MARCA.- (iuem) 

HOTIOI.- (idem) 

¡,;o~OF .- (idem) 

ICAP .- (idcm) 

COSTO.- ,u•r2¿lo que euarda el costo asociado a cada arco~ 

IFLUJ .- (ídem) 

e) LOE arre¡;los que m: cenaran d· .. n t.;'O de t-r:trJ r'J ;,i n.'.1: 

NOI:o12 .- Arrc:Jlo que ¡;uarcia el canjun to de no..:os inicia

les de la nueva red Gu(~), dimcnsi.ón .=. 1 x ml. 

. NODOF2.- Arreislo que fiuarda el conjunto d, noco.s fina

les de la nueva red'} (~),dimansió:1 .=. 1 x ml. 

CAP2.- Arrc¡:;lo que 0uarda las cnpacidadcs.asocl.3das a 

cada ar~o óo la nueva red Gu(J),dim0nsi6n :1 x ml. 
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(;OSTC2. ".'" Arr!~glo que GÚarda los costos. asociados a cada ar-
\ . 

,• 



·. 
·' -. .:; 
•;: 

í'.IAGRAHJ\ ); , ~T,;U,!C: L .. Lii. SUB•10Ut'INA CH:!:A 

inicii1 d,: la rutina 
-- ---·- ----------- ------ -

l 

NOLOit.:(J) - r:moF(I) 
NODOF2(J) ~ NODOI(I) 

C/\P2(J} .::. F'LUJO(I) 
CCSI'02(J) = - COS'l'O(I) 

NODOI2(J) :. NODOI(I) 

NODOF2(J) .: 1 ODOF( I) 

CAP2(J) :. C:\P( I) 

COST02(J) .:: COSTO(!) 

iWDOI2(J).:: l!Ol:{)J(I) 
HODOF2(.J) =. ;·o; OF( 1) 
CAP2(J).::. CAP(I)-}LUJO(I) 
ctis·~o2(J) =. 1:osrn(I) 

=. J fin de la rutina 

·...;,,.. 
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PARAl~.:·r:'.:/OS ClU!:; OP~;HAI·T m;wr'.-:0 i'•. LA SÚTIROU-rINE COST 

.< 

Los parámetro~ que operan d'tntro de este-.. subroutine son 

siguientqs: 

Las variables: 

n.- {idem)· 
~ 

(idem) ni.-

ml.- (id0m) 
... 

KZ.- (ídem) 
>' 

1 

ISW.- variable que va a ii1dicar si existe un circuito 

o no al salir de esta subroutine. 

IR.- Variable que indica el lugar dentro ,de la matriz 

de caminos mínimos,en el cual encontraremos el· 

nodo en el que se inicia y tc!rníina un circuí to 

negativo. 

Las variableE IS~, IR se obtienen ambas dentro de 

esta rutina. 

b) Los arree;los de datos de dimensi6n (lxml) 

NODOI2.- (idem) 

N000F2.- (idem) 

COST02. - ( ié ern) 

c) Los arreglos de dimensi6n (nxn) que se g·.::neran dentro 

dentro de esta rutin~: 

C .- M~triz de costos de la red aU<t>• 
TSrA.- Mütriz de caminos ~ínimos. 
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. DlAGílAMA DB FLUJO Dg LA SUBROU PINA COST 

~nicio de la rutina _______ .. _________ ---------------· - --- -------

__ _.__ __ _.e ( II , J J ) .:. t 



. ] ::,5 • 

• 'ot·. 

inicia ---- - - - ------------

Jt-------© 

.-
I 

J 

st · 



.. 
. -. 

. • 

C(I,J) : C(I,K) C(K,J) 
TE'rA(I,J: '".=. Tl':TA(K,J) 

. . . 

k r--------------. ....¿_¡ 

IR.=. O 

IR - IR+l 

©----·-____... 
. 1 

- -·- - ·- -- - - - - -- _J 

136 . 
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PARAME'.PROS. ~~UE OPERAN DZ:·:THO m: LI\ S(!l;(:füHTUlE Fi.oYI) 

Los par!metros que operan dentro de estn subroutine son 

los siguientes: 

a) Las variables: 

n ,: (iciem) 

m .:. (idem) 

m~ .:. (idem) 

IR .:. (idem) 

KZ .:. (idem) 

JG._ Ndmero de nodos que intervienen en un circui~one

gativo,el valor de esta variable se obtiene dentro 

de esta rutina. 

IFL.- Cantidad de flujo que se cambia dentro del circui

to negativo. 

ICOST.- Costo de transportaci6n del patr6n de flujo. 

!VALOR.- Valor del flujo. 

b) Los arreglos de datos con dü1ennión Clxm) 

Nm:or .- (ídem) 

NODOF.- (idem) 

IC1\.P .- (ídem} 

COST;'. - (ídem) 

Ifl..,UJ .- (idem) 

b') Los arr'.1~J.1;s ele datos de dimensión (1 :: ml) 

NODOI2.- (idcm) 

NOLOF2.-. (icicw;) 
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\. 

,-_:o;:; W2.- (hem) 

e) J.as matrices C y TE'rA de dimensióu (nxn). 

d) Lou arreglos qu0 se generan dentro.pe esta rutina. 

A,Al,U,Ul .- Vec~ores por medio de los cuales se encuen-
•' 
tra y se guarda un ciclo negativo. 

CJ\Pl.- 1Jectcr que guarda la capacidad de los arcos con

tenidos en un circuito negativo. 
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DIAGRAMA J:..;E FLU,JO LE LA SUBROUTINA FLOYI;. 

inicio c1e ·1a rutina -- -- - - -· - - - - -- -- - -- - - - -

!VALOR - O 
ICOST ;: O 

Al ·- IR 
A2 ::,-·i'ETA(IR,IR) 

JX .: 3 

J - A(JX-1) 

A(JX) - r¡;:TA( r?,J) 

~1!12!.-____ .., 7 

-----...... JX =. JXH 

',.;-, 



. ' ... 

·. 11:.o. 

K 

Al(K) =. A(J:'. 

?: 

flPl(I) ·CAP2 I 



'",... ,// 

I 

' .f· 

MA ::. CAPl (I ) 

IFL - MA 
IVAJJR - O 
rco:r --o 

I :- O 
;( ::: 1 

1------......,¡ 9 

. '")'---------+--<:.._ 
I 

Ul(K ,1) ::. Al(l) 
Ul.(K,2) =. Al(I l~ 

J 

ll;.l .. 



' ¡.;' 

11+2:. 

--------------···-··-·--·-

¡.( 

<1 

2 
1 .1 

·' 1 -· 



'' .. ·. •: 

COSTO - ~ü:.n'o r"'LIJJO(JJ)•COST;'.)(JJ) 



. ' 

'lhh. 

I.os parámetros para esta rutina son: 

Al.- Arreglo que contiene los nodos que estan dentro de un 

circuito neg~tivo. 

IFL.- Cantidad de flujo que se cambia dentro del circuito· 

negativo. 

n .- Ndmero de nodos de la red.original 

C .- ~atriz de Costos 

IVALOR.- Valor del flujo l•'!ximo 

JG .- ,Indice que indica la dimenstón del arreglo Al 

IR .- Lugar de la Matriz C en el cual existe un costo 

negativo,i.e. C(IR,IR)<O • 

. · 

/:'-' 

':_'. 
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'inicia rutina escrib 

ESC.!UTURA DE RESUL"rADOS 

------------ fin de la rutina escrib 

RETURN .,------

. " 
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