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.~~to~·).< ;, .·.··· - .!' ,;· ; , ~·,. .· . ·.····.·•··· ' . ·.--. ·~:\ 
.;(/: ,• .. _ ; ll An•ll•l• d• opUalaaolcSa cleber•. 941nir oo.o ua buea •ello u -
';id. looida. f.el. ooaportallieato · e0oadaioo1 •• -4eoir . qúe ·· clebe:r• . proporoioaar :~- : · 

~~ll~eapU.aaÓida eatbfaoto:l'ia ele loa aOÚerclO 7 aotlYiclácaee· eoondlli,ooa'!·· C, la 
· .•~Oda .•eoondatoa· •• aooá,tW.bJ.a· .utiltur aaa··.Pr .. la~ ••0pUaÍ,aaoicSa· ~ .. ~ ::. 
'••<ezpo~ ·•Í ~o.rtalento·clel el••·- ... loo.· Se •••aotil ... att''°*' 
~~Ptie•to 11• lu cl.alaionH 4• •• i .. uatcldH aoa a~l•ii .... nt• cSpu ... ~• 
Poi'·:. lo · t~ntó; be aonaaoueno1.. 4a Hta pl' .. unoicSn ~ p¡.. .... ~ OOlio uu ...... 
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l. 3 Caloulo ele Optbla.alcSD.;,. · :aieten cloa aapeÓtoa '4•1 en1'oque , -

al C:floulo de, Optiai:&aoldD qtM cleb.rÚ HZ' ezdinadoa OOft cuidado, para aa­

teráderloa IMtjor, el pri•ro, ea la oonalderaoldn ezpltoUa 4• toda la Hoala 

4• poaibll 1.fl11dn oaneruent••· 7 el ••gundo •• el• •o••••r tod•• ••:t .. poeibi­
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, . / 
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fhda .. nt• Yandar en el CIUl'tlO clel prdzi• do, U.ti oanti ... 4etereinada cla • 

Ml'Of!ofH qua •• abora an .. elut. .11 ...... .,. Cl' ws14a .. a de W'la te 8)111 ... 

oanotH • • pnoio deteraiaado, oon la da .. ada 1'9PHU4a por i,...i durante 
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,': 

a I 8'•1 nauHa •• ~ tunotlft tilpli~ua t&da ~~tN 1-.. 't'al'J.H4H 

a ···r/4'1apl' •:•~ .tunol~nea :41:aplf~Uu•,' •·· la .. J< oa.0·""1.1.0·e~pltos\a· 
.... 6 ia a ..,., , ~otdn e~pUoUa ele r;.·· .•tu tunOSo~ee ·ao tteio t• 
....... ~~ -· •1 la otr•• ; '•ofl'l'O"uenÍe ..... tunos& eaplfolto clacla 
l'f ~oooclb .. -•S•ria funolln iliplfoha 7 t~nctr4 .a OOl'l"Hponcltonte ·-·-·­
illworea~· · ' l.a tl~UnolcSn entre funolona. 18plfot~a 1 ezplf~tta~ .. pe~4o' 
.,..ü.1,.1Mllt~ del punto 41 Tl•ta oonoH•~aao •.. 
el'8 wtua .~,,. r o 7• o1 Urelao ap1-op1 .. o ~..& ontonools, el ele f.w..tla "": 
.l .. Uott.a, ra , ... ·la• -.U.11111oa O:.u~n 11 '•1•80 lupr •• .la Nlao14n tanotá 
Mle • IWo el JI02' ol oontf.arto; ·la Nlaol ... M OOnllclll'a 011 Wa· 1e11tldo ,,¡; • 

,.rttnlu,. tomen4o por •3••J1l• a r oo• clopon4tonto el• ·~ ~r• .Oc»nnnta'ato 
.. •• 01\o oae., aclopier ~1 tlnsaC. 4. f\lftoScSn- ézplfoha, 7• ,.-- atuf •'.tablo •. 
· .. ~ ma cll•tSaoHa arl>strarlo el• lu ndablaa, clonolttnanclo a r -~arlable -
· .. ,.,.uanta r o z •arla'blo Sndoptallonta. . . . . . . . · 
1-

. . ·' ' .. . . ' 

.... WMZ'OO On OUOnta ,,. una f\moicSn Coneic!orab cloo4o Hte J1UD- . . . . 

·ta .. Ylata, ao •lenifica neoeaariaaonto una nlaoidn cauaol, 7• quo 11 clla-

or1alnaoldn ,. 11 oatablooo oniro lu •1rlalllo1 •• pw'a•ento ooftv.onolonol~ · 

1 ...,._lo tanto no pue4o· c!oolreo on tl,or que une Yariabl• 11a oau~a 4• la -­
etro. la• l'eleolonee Oft\llale• apll'ooen a&lo entre la1 oant14a411 perteno-­
tlant•• a ten& .. boa real••• 1 ouan4o una el• lea r.lao1onoa 11 lntor¡ireto por 

•• f\moldn, ouo•4• qH uno ti• loe Hpeotoe 4• la funoldn prollo•ln• 1 ae·c1a­

.. º'ª al otro. Toda tu.~ci&n aatomltioa pU't41 .... oonet4ora4a 4•••• uno u -
otro punto clo •leta, teniendo eu oorrHponUont• funoldn iaYONa. 

11 eol\Olpto 4• tunol&a oe am1111nto aapllo. loe otcul.atoe ·~· 
1100 lo aanlfl .. tan, 1 Htoenoo HPYiraa para 01 .. 1t1oar 1 .. t.olonH clo - · 
... aanora oon••nlonto para •u oatu41o.partloulu. 

1) IA• •arlabl•• a o 1 to&an Yalol'9a nualriooa' oual••qul•ro, .... 



el~~~ ... la tftYeHa .. la otra • OOll - OUpO .. YU'te•Uta.4; 
to b loe. a'1uroe ... .i.e, tenio Jtai.a 11, ·o.O par~ •• 

.ta urlabl• .. •, ••P.nd• 4e la •• ,u. ,..... toear O\l&lqul•r'.;,. · ;,. i · 

•al0.. au;.¡rioof .. ~ 1 .. ope:raolon.:a ai&.braloaa , .. •spr.aaa• ataWlloa.;;... 
.. nt• la.á11'1l•nte·1iualda41 

1 ·.· 
•••• l ·- 2 • 

En •• ,,. oaao, 7, apar.oe co110 una f\anc14n esplfoUa •• •• • el o .. Po de ~ 
rlabllldad de s, •• •l oonJuoto ._ loe ndaeroa ralee. .La tunolln laplfol• 

ta de la ,ue •• pro~d• •e• 
.2 • ) ..... - 2 • o. 

ta oo~apondlen\e f\lncldn lnv•roa •• ••• dltfoil ._ ob\•n•r, pero •• evl • 
dell\e q,v• para oada •alor dado el• 7, correepond• "" par de valore• a s, o • 
ftO correaponde Y&lor real &lCUftO• .. aOlYiendo'la eouaclcfn OUadr,\loa .. -

terior, psra todo •alor d• 7, hallaso•• 

a • 112 < -1 ·- Vv • 11 >. 
, ... ' ' a a ooao funoldn esplfclta •• •• 7 la , ... ello ••t•r' .. tlnl4a, ,..,. 
loe •alore• r•alaa •• s an Ull ll•lta4o oaapo do •arlablllda4 •• 7, 4•1 ,ue 
'"'9dan eaolufdoa la. valorea.n•catlvoa •• •alor abaoluto ..,o• a 4.25. 

,. 
,! . .J 



;,·' ::,;,/::···' ··)).J.ú·.•utal>lHJf•••'··te» ... ·•••lol'e•. nal•-,ut~ra1t eoa .1 •. -.:~>·· 

·I~7:[~;.;~~:t~:¡~:;:·~ ~'f,t-·· ·.~-:~·-·,~i~ 
: / -·~ ~-:; . '• 

runot~n~···a,lfoit~'e0maJ,ona1.~i .. , ...... , 
:., :,~) :; 

·, __ ·,.,-... :-. 

•,<,~:-·.';'·. ·:,:·: 

eSeade 'una •u! ltle .la inverea' le le otra, i tenS~n4o. abd. eo.0 .... ie, •.' .. 
~ul\1Í:lda4 el ~njunto de lo9 adaeroa 'nalee. . . . .. . . . .. 

'/; 

• f·'- •arta\1• 7, •t•ne 

, iQtd .. _. t• ,, •• fvnolfa uplfoHa 4e a, tomn4o ooeo oaapo •• •arta • 
\1114 .. 4• ••ta •1tÍ•a al éonjunto 4• lo• eateroe JIO•ittvoe, aoe ••rants .. 
t• el •alor te· (1.05), .. rl ete•pre aqor •• la untc!ad. · far otra parte 
la tano1&\ ln;erea éo.rreepon4l•nt• •• puede espreear.•n tlralnoa 4•. 1;,.a - · .. ~ . 
•lbloe, ••• -.. 

Partten4o •• (1), loe, • loa 100 +a loe (1.0,5), 

........ • • 1, l - l~ 122 
. oC (1.05 

. . • ~ • (1 ) • 

/ 

9a ••t• •J••plo, 00110 pod•llO• ap:reotar, •• J'U04• conelderar oo -• ,...i. .. Uploo de tinana .. , 4ond• •D (1 ), " J'OPJ'O .. nta al 110nto 4• - • . ' 

·a 100.00 al '.~ aaual, durante a a11oe, 7 en (2), H "PnMnta al Ue•po.-
t• , • .,.,., ..n· ao'll&ubrH •Ú -..to, ••be• (l ), 7 '(2) aoa f\aolonea u -

,1re1t .. uaa •• la otra, 7 la oorreepon41•nte twaotfe Smaplfolta •• eoto ... .... ... ,. 



la .~1:-1~iÜoatue a1_ .. to ~-- '1.•1Ho.t•la unHaa; 

• .~oc)(l.05t .,.,.'P'l'·l~ tant• Hto -•• 1cua1 • il•ou ••• · : .. ·. , 

. . . ' ..•.. • >: . . \ ~h • ,;.; i1 • .,,~ .• ···~·· ... 4 :\ :·. ·.·· ;: •· :·•¡f' 
100 (i.05 · .•. 

Yaria~l1t• • e 7'•--••i&n 1ei.Oionada• 

• :i' ...• -,16.a 
•. ' 1 : . .". ' . .' :<·.· \ . ' *' ~·: ... '· , , ~· 1 

•• •• ~a tunotcfn l•¡:UoUa ele a • 1• , 1eá oor"'a~ncUent•. 

. ·,:; :,:, 

•spUauu.aoru · · · · · .. ··.. . ' . 
. < · , • .;_V1, ~ •1 , ' ª • •.;. v1,· • ,1 

~· ·::" , " . ' . :: 

D OH~ do Hl'lalalÜdad do a(pr~ Yalorea nal .. de 1 ), oed • -
' . . . 

COft•Ut.ufdo ¡:or todos los nlJH1'08 0"10 Y&lor áb•olutO DO HJ..•re 4, 7 llo aa;.. 

nera anfloga, H•pitct.o al campo de wariabl~idad de 1• .. t.dat.ir~, por tan\O · 

doa •alore• de 1 (ucept.o ea loa ¡nanto• • 4 ), corrHpondlent•• a cada nlOI' .. -
dado de a, ' reofprocaaonte. 

'84a ""'ª tuno14o cualquiera, •• de~uce la poeib1l}dad 4• oonatl'\ll• 
un ouadro, aatcnando walore• arbltrertoa a a, ooa loa·•alor•a que oorreapoao­

dea a 1• Como •• uaual, •• ~uiere que ae d•t.•r•inen l~• walol'9a • oada • 
una de la• •ar1ablea, el •alor o •alor•• qu. to .. la otra. st el oaapo d9 

Yariabllidad ea OOnt!nuo, no babr' llaitaoidn alguna en el n.S..ro de Yalo .... 
oorr~•pondient~• ,ue ~ue4en anotar .. en el ouadro. 

lobn wua laoJ• ele papel oul!clrloulaclo, .. \l'uan lo•' •Je• •• eoor -

denadaa Oa 1 Qr, \oaando uaual .. nt• • Oa, oo .. laoriaontal 1 a Qr ooao .,.,._ 

tloal 1 ae ell .. aobre loa •ia909 waa ••oala el• .. dtclae Cada PIV" •• ~al• -
• , • t 

"ª da loa •u• tlpu en el ouadro otltenldo el• la tunoiln, dar• lucar a • 
punto aobre el crif'too 4• la .1 .... 

' 

::.1 

'1-,.; 
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........ •·· •,,r" 

'·l"" l) 

:~ ·--...... :. 
'';.!_. 

~~·. 'fl. ,· 

.. +-~ 

; ~ >.~,ij.. - ,· ~,:::::\: ... :... ·:.:;.' .. _; " '·\.:::::'.;:!.\'-.- :):;_~' /· 
"ª ... )equeloe1 7 que cleoNO• ooa r•piclH .Par• •alorea nepU•OI '4•-a 1 ; 

~ .... , ... ~ .~.~ .·. LA arfrloa 41; la. f\lru:ii&n P.r •~to •• «a\19 toM la t0ao~· 
. ·./ .+ ~-:. ·~ .... ~~ •;_' .. . ~ ·' . ·_·;-.:.': - _. ', ': .. .: .... :-',', . 

ln4le•c1a,~1· eon•t!t'}>'• lá NP¡!'9••nhci&n 4• .1• oul'Ya llaaacla. lllpd'r'-Ole e ~,/· 1" 

41uUften.. . .,, · · . " · · · 
. • ;.d. ~'4 --· Ó.,11--> -.~ 

3) 2 
' Jl 

·\ .¡.1·_ ~-
·-.; 

~~ .,.;. >f. 

- I PiauaA~t 2.2 
........ ;)'~_..:--., ;';: "li<~ • ••• ,,.:,., • _· 

,.._/ ..... 1;.. 
,¡..;:<> - ,,,, 

"\22·:.·· ... ·>:;··.' :: . .. ~:- . :. ;_ '.><. ·.·.:.'~:_:.~" 
,· ... : .. 

•.••.••.. · ... ········\ < •.. 

• ,2 • 16. 

In el cuadro a1~1ente 1 •P•:r9oen loa •alorea 4• la tunoidn par• lo• valorea 
•• a, I el• 1 1 ooapre~clUoa entN - 4 7 4. 

z - 4 - 3 -2 - l o 1 2 ) 4 

T o 1.6 )., 3.9 4 3.9 . )., 2., o 
-2.6 -)., 3•9 ... .3.9 .3., -2.5 

loe •aloree .. '' .. llu oaloub4o toaando una oitra d••l•l• 
lo oa\I .. tlnlcla la '' JMU"• •alo:roe do a, ,ue no per\•n•aoaa al lntol"lalo -­
eUa4o. • 11•+_ 41 oaiate wa •alol' actlo )IAI'& 7,"ilientraa q~ Oft lo• cloÍia. 



a)• l'J •)ZI •O. 

11 ou~4ro oon loa Yalo~• corre1pondient•• 4• a·• I• 4• loa ,ue 8e ob\i•n• • 
el irltico 4• la funcl&n, •• el 1i¡ulente1 

I· -4.9 -l·9 -2.8 -1.T . O o.o l.) 1.5 1.9 2.9 3.9 

\ l.) . 1.6 . 1.5 
T ).9 2.9 1.9 / º·' o 0.15 0.1 º·' -2.e ·l·' .... , 

-1.5 -2.2, -2.4 • 
Para ob\•n•• •A ••\•.0110 101 •aloie1,oorre1pondl1nt11 4• 7, a loe 

•• a, •• n•o•l~rlo reeolver la aouaol4n odbtoa. Loa valo1'99 oorr11pondt1 .. . . 
\•• de 7, a 101 d• a,tl1n1n 11na oltra deol•al •~aota. El oonJun\G oorr•• • 
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...... :,'•" 

·~ ·-~?'. '. ·-

laa · ~~to';'9.•:> 
. _;· 

la tue puede .diYH,;~ 
'Y< 

, .. ·:.~ 
.i'. 

',:-

··;-¿.::·::~::::~::2:Jt :.:~;:::.~~t·;ti~~E;;~Hr¡1,~i~ 
1 • a2 + 3 a ;.. 2, a ,• •• · Ulla furio1&n )llt~rM d• ;, deac~cpon1~1e ·.; '1as 4~;/~.(/ ~;r 

..... ~. :~:::.::.:: .... ·· : .... : :.:..:'. : ·1~i!.:~:.~2?:'~ 
aeooion .. JIOI". Una lfMa .paul&la d eJe ~t q\M pasa J01' el punto i ~ • 3¡2~ .:.,: ',_?l 

· • 1• ftdo .oort.acla oda una de c. Üaa en un e o lo punto por re o ta• paialelaa al~ .·~.': . < 
•J•. o.. 1.a prt11era ••ooun d• .. i. tunoicSn .•• or.01.~i. en ,, , 1~ ºº~J.~a-C '"t; \:'~· 
pocdtHt• raaa de la oul'Ya uc1en4• d• htu1arda a de~eoha, •ft tai1to .~ •. la ;-¡, , f ;o;:~ 
Hpu!a e•ccldn d•flne u..,a tunc16nde 1 deoreci•nt•, .. tand~ ;Ja ••oclcSii 4• lá ".', ·;. 

~ ' 

ourva ,ue la reprt1Hnta en poeiol"n iteoreciente.; fstaa cUviaSoiiee en .. o • 

Oloneo unitorM• d• laa f'unoionea aulUformee ,eoll de l!IUOt.a uUUdad." 

Jluede obserYaree, que al~a• functon~• praaentan la propiedad 4• 
••I' •1.,tricaa. Ia •l•trfa pu•.1• .Sef1n1ree de 11uoha• tor:iu, de ha oua • 

l•• la •lcuient• ••, qui&«, ,la •á• lm¡iortente. Se dlce que Íina tunclcSn 1.:­
pltol ta de Xt 'lt ea allftltrica CUll.ndQ al ¡iermuter lu YU'iablH a t T la f\in­

oidn no "va:r!a. Bl\o 111plioa que la tunoicSn expl!cita , de ll, hn1.ta la •le­
•• f01'111& que le tuncidn •ll;iUoi\a x de 7• lA funcl"n z T • ), •• atriltr1 
oa, H~ la definician anlerior, 1a que 1 .. dos t'u."lolones explfc:itaa, - - • 

1 • l/a 'I au lnYeraa z • l/3, aon i~lntlcaa. 

Una f\lnol&n i•~lfolta de laa wariabl•• a, 7 puede repreaeatar .. ,• 

~ual,ui•ra ,ue ••• au toraa, por la notaol&na 

r(a,7). • o. 
' ,, ·.'.lt> :, ~ '1>;. 



·~nUal. una~' 'funoi&n . p~~ loula?'· O\lalquiera, .b.;.t~& · .. ·ezpnaar .•. a1aplemente •. la•-.· . ··.; ' >,~ ::·. 
toraa, preolaa q~~ oor.re 1ponda a t(z, 1 )J JOl' •Jemplo, bsoi•ndC) f(z; 1} tP . · (: -.. 

, al a '(a'•.:,.~ s2 + 
1

,2 - 16 • sl • 13 - .. ~··, ollten4Hmoa lu· tunoionea· »V- . :,., '1 . 't!;!:7~ ,i~ •Si . •' • ,• • i6 •• ,l. ,l .. 3., • o, "ª'""~ª - . ',¡:, 
,; • · : l'o1' .otra parte, ei 1 •• una tunCidn n.pUcitá da z; oualqutu·a - · ; 
q~ a~a·1;.: tor11a q'IM 1• oorreaponda, pondr.aios la atgul•nh:.not~oicSn,' par.~ . '' 
~4eaicnlU"1ai·: ·:~.-1 ~ .;f(t)• . . . . · 

>.-,;:: . r .· 

.::· , . la\a aot!ioi6n áe apllc•, e;rlt!entelll9nte, al caso en c¡u• la fu.'tcl&a. 
',• ·. ·. . : ' . .· ' 

••• u:l1toraé. . rn toda furtoicSn .d• .~ta llaturalesa, ••. 4-tfln• 1 como el v .. 
lar.· 4• ·una 4~tér~1n"da ~:xpNeicSn c¡u• depende 4• z, 1 f(z) •• cona14era en -

ion=•• .~OmO ~ codo conveniente de repre .. n~al' \OS tcrici&n ;iarUoular .oual• 

c¡ute:ra que 'aea au forma.• · Para _deducir. d• •lut lm• tunoi&n particular º"ª! 
.¡ui•ria, bastar' reeaplazar t(x) ~r la tc.r:na der!ni:!a qu• lo corrcePQndaJ -

, •i hacsmoa t(s) -2 x,'t(:a) •• 2 • 3. - 2 & t(z). 3/s, obt.end.re111oa -
\ . 
·trH tu."lc1c.nes unU'or!llea 1;1.1,1 conoci4as. . ~ta "nl)tao!tn puede extan~er•• -

tambiln al cuo de fur.cionea no un!f'or;nea5 en au uso más gen.,ral, 1 • ~(ir.), 

aipifica aola:;iente c¡u;, tO:M.lllOa 1 como alguna f'unci~n do s. 

Lila letraa aa usan 1nd1at1ntaur.enh para doslgua.r .vartablea 1 pa -

rlmetros, aunque ea costumbre rea~::var.laa última• le\rao dal altabo\o para 

designsr variables,y parárae t1·os, para 13• letra.a dal prinolpio. 

!'roa quede. pu.,3, considerar ahora la notacic!n aloptacla pal'a desla-
···'- ~: .: ;,~ 

nar valorea pa:"Uculares que \O!Mn be variable;, d• lit\• 

3! 1 • f(:a) H una f'unc!~n expl!cita cualquiera 1 cta.:ili'ir.\ili1:iUli'1• :a va­

lorea n\llll&r1eoa cbterminados, taleo como ir. • O, z ',~ 

oorraapondien~•• de 1 vendrln •ntoneoe expresado• 
. • - ,,1,.;~.~-J"::.í.-:,:·,. "~·~;;\'\ 

Podemos, adom.b, 111ignu a .a valor .. tljoii indeteratnijoai':'.\ai .. o.,m •• · 11, 

o, •••• & •1• • 2 , • 3, •••••• utiliundo la ahca l•t~~;~ ~n aubtndioae o 

;.f .. 



' 1(0). 'º' + 3(0) -f<~;,; 2. f'(l/2) • . .. '-. .. -'' . .. 

. <it(l). <~>' -~ )(1) - ' • 2 •..• 

, ~~·;---.S.•••nte. · · Alea:.a, af • 11 •;• .. ••ndd t(a) • 

,_otra~~ et t(a, ,) .·o•• uni.. f\znot&n oualq~l•r~ t(a', 7)­

• O ..r&, ont.onooa, uno ooúaoS&ft fl• •• "ª r .. uou .. no• llH'' .loa Yaloroa · · 
.. 7 oorrHpouHoateÍI a a • .. 7 t(s, 11) • O, una ocwanidn c¡ue no• dar• loa 

Y&lCJ'H do lr, OOZT8a,Pqn41ontoe a 7 • '• ?.a COllat.ant.oe ;ara .. t.l'iCH O . d • . 

.-ten Mr ••Ut.ufdu,. por au¡¡ueeto, por .ndaeroe detera1na4oa. 

'• 

Como •J•llJllO de lA notaoi&n fur.oional, con•iderareaoe l•• 01,,..1en.­
\oa -operitiJhnH, 4• lH aaalH .. har( •1 4tb14o uao al• adelante. S! la -

VU'iabl• :a t.oaa loe Yalona 11arUoularoa a 1 (a + ll ), eitndo a 1 la ndm•ro' ~· 

pooSt.lwoo o nocat.1woe oualeoqulera, la tuno~&4 t(a) t.oma.r& entono•• loe ,, ... 

lOH• oonoa¡>0nd1ent.•ll f{a) 7 t(a • ll). .11 inoroment.o 4• la funcicfn oo -

rreepondiont.o al incre':.at.o 4ado do • ••r' • 

t(a • la) • t(a). 

ll SnaNMn\o t• ••JlOri•nt.a la tunol&a 11ara ol iüo:roaeat.o to la 
•ld ........ . 

y 



el ..al t-. el ao~bn. 4e •ulaoldn d• la t...,;,1ao á OUIUMlo •uta dé a .· 
. . .. \'*' .·. . ' . . . ' , .. '. 

<• • la).: ·'' ' 
· ..... t"-n•ntoli eteottvoe qUlt to .... _z ' t(;.·)~ 

•Oii ··; nepU..,., ••P ,; M ea:P.r~ .. nte un 

< 2.2 1'ool5n fundu:entai del LfaUa.- •taaoe. ea oondloionea de 
l•lolu el· .•.tuiUo 4el ooncepto de infinito, Jllll'a aat apreoiar 
.. 1 An•Uab ••••·11,uao. 

·Coilo .. aabl4o~ loa ndllero• 1'9&1•• ~ •UÓ.ptlbl•• de ooloáaollll 
poi' ol'Un .. .,..a1tud, pucliln.loao •·legir, por lo tanto, clentro del oonjmto· 
~· .... •u0•c15n null4rica parUoular, oiqo~ tlrainoe .. tor•n oon arr••lo a 

una 1•7 oualqu!er~, prev1-.. n~• ••tablecid&f por •J•• ••aa la• •uoeaion•• 

1 
ONOientea, 

1, 2, 3,· ... '· '· ••••••• 
,.. 

i/2, 2/l, l/4, .. 1, • ••• ~ •• 

4• n.S.mroe re3leaf 7, anllogarnent•, padrfan oitar•• auohoa otro• •J••ploe. 
1 'l'oda• ••taa euceaion•• preaentan la proFied~4 e1en~ial de qu•· oada tlraino 
•• deduce del anterior ee¡¡¡11n una lel' detorm:l.nada, tenllendo, f(>r tanto, oa­

' 4a tlrir.ino un a1gu1ente, ein que . .., llague nunca a un .SltilllO t.lrsino. 

1 

1 X.e 11\loealonea 110ndtona1 oreci~nt•a da n~roa real•• p"'d•a -
¡ olaalalt!oar•• en doe ¡rvpoa. !n el primero, dol qUot tora• parte la prl-

1 aer• del •J•111plo anterior, lo• tlrmino• 4• la. auceoi~n alcansan valorea o~ 
1 da 'fea •'• pando~, a .,.d!d11 que Hguiaoa el orden da anu1111raoidn. Dado 1111 
1 ndMrO O\l&lquiera1 por pa.11!e que 18&1 bm,f un tlreino 4e la auoeddn a pAI'-

.·;' 



, tb' •el ••1.0.'Ml'ON•.t• 4Solao -ad11no;.- .. JU oUO.oloMa eraolea:t.. .·;,,,Y,. 
·" ;· .. it.ta ·.1...e: :" .a091a·, ••. :u.-.. 1; •.• tnrt:~i'º~· ... , .. .e· aq,ari"~"1tu •.~ ·::~.: .•. -. C ><' . 

... 1CM1~a 49 lnftnUU.nte ira• 1 •• ~~teta httnHa ·.~·Un oonJ\lllto .e · :; ' 

........... ~ ....... :<. '\ ' .' ',,·~q ' ' :'.> ·~<" 
' . . ·:.,~ •.··;->. .. /' 

,· • .1 · -..alldO ..,.q.~ • toi ,... rora&· JU:te ·· 1~ .Mtcunil• iluooasle~ tef :'i 
é,jempl'o antntor. .. elultsou tOdaÍI .·. -auellM: Ouóe~'lonoa .... , ......... .; ·~ ; ;., 
tulltlo • .;. • .--~ ""° •1"> puar JIOÍ' oncillá .. üao nduro9 Poi- era*'-~· - ,, . ' 
••to •••· • .,e.o puedo apreotun ol'l ol ottado ~jo11plo, lOlt tfNlnoe. to la, 

' .... o11n'' .. •. aoel'oaa oontfftua .. ñié;' apró:dlilMdoaa oad~ ... ' .... uno, ,.l'O. 
·asn''aloaasar ·t;.u •al•I'• · l. pocll'' ol•Blr eW'lcl~nteoe~to ~ '4r11in0 4. la . 

·:, ,11'-'eicJn tan p.ziddllO O l OOllO H dHfft eift da QllO. aYL~S~ OOnvenlentO•!t 
to a tradá .. la auo•o1cSn~ .. • oata ol~ounatOl)cla, 1.oa tfz'lltnoa 4• la'. .;,.· 

. a_;.alcSa .. Uoe tuo Uondoo a 1, ~lando l ol lfalH, o el • .. alCll'. , lf11it~ .. 
•: . . ' ' ·_ l.<, I' 

la euoeaile. Toda iiuoutc!n .... , • .,1 .. ,•uene ma lf•1'• ttnito, ~ 7•;..,;,,, 
_ ·~ ol tnw"alo t• ••~a o lt'IÍI tfNinoa da la euooaUn dal Uatte •• o.a 

· . •• w• ala ~-'lo, ' 1¡ueda eu'bdl•l4ito 91 t• óor:reaponao •. 'M ••~ol' .oual'": 
tui•N Por loe dNi!lo•.Po•'•rioNa. 

'<~ 

111 •l•ao llOdo, •• ,paed•a ol•«lr aucealon•• aon&tQna• 4ecreo1entea 
-.•• nGaaroa Nal••• •• deotr, aqudlu 'l• .PH•entan lnver,1do ol ol'd•a do 
-.nt tud 4• aua Uraino.. CollO •J••ploa 4• aueedonH aon&tona• deoreci•a 

'"ª• ;poclo11ea oUar lu alptant•H 

1, o, -1, .. 2, -3, _,, 

2, 3/2, •/l, 5¡,, 6/~. 7/6, 

j .....•...•. 

••••••••••• 

lltaten, aa nuevo, •oe al .. •• ·~ a\IOoeionea, r1¡:.re1entantaa, re~ 
peett• ..... ta, por oali• uno da loa •.fe•ploa antorlore~. !bcla auooat,. .. 

la .... l•n ola•• ••t• tonad• JOI' tfnlnoa, o.-o·valor abeoluto oreoe -



ldlalte l:,;. 00 >/ io éa,ue aoe ,Pl'O~loaa la ll04t11it .- lo 18tt.D'H~~ •• - ~< ' 
.... ' .... tlwo, .-0 eontr•tañlta .. "9 Sa'lra1.to. •·•l. .la .. ,...a ouoeolcf. 
•t•rlo..•:~oe tlnl..;._ ••••oea aprlzlÍlan•ot1e.al, 
UaaMa·l~ 

. ;. ,/ . ftníal~nte, . ¡ .. auo .. lon•'• •• ~d.ia1ooo l'e~. ~claa a~r 
a. tll'liinoo or4enadoa .. uD. aanara .lnc\epen41ante da· ;11\1 -.a1tu4 nlatl~, 
o"•••• no•• neoeaarlo que 8an1'l•aien onol•i•~to ai üonoial•ato 110n,_ · 
tono~·/ •>la• auo .. loM• .... ,. Upo í1e pue4ea·· 4ar lu tNá. poe1'lllda4eo 

oua4 .. , •• •aoli', la . auoeat&a ,U.ae . oer t• Ueada a'• CllO, ~ : :. ID, o a ws 
lfaito flnlto • .... t, por •j••plo, la auoealcfa . 

·j· J. J, J. ~· 1.1.. ....... ~ 
2••l'l"T . 

.. la • b obtenido tomando ~ tlraino ef 7 ,al Otl'O no ea láa ••.ruMu 
ceaicmn 4• loa •j••plo•:»Uadoa en ••ta·Hcol&n, no•• oreolanten! d.eore • 
ciente, pero Uand• al lt•U• .l. · lurp aquf, ala ••bargo, una nueva ooap11 
oacl&na la auoa816n pueda no ••rifioar ninguna de i .. poaibilidad•• ad=iti -
daa, 7a que el valor d• aua tlralno~ pu.da ••r oaollanta, •in , ... maniflaate 
~r lo taato,nlnguna d• laa iandanc1aa indicad•• antaríor .. nté. tJna •uo• • 
ai&n d• ••t• t~po ••• por ejemplo, 

.u •• 
oourrlr• 

1
• I· 3

' i· '· i' 1 
• I· '' ••••• 

. <, 

S. ello• •ntoncea, que la auceei&n ea NICUant• 7 que oareott de lf­
Wa úna aucaa16n cu~lqul•ra de n'11Wroa real••• »e>clr•, por lo taato, 

1.- Qlae tl•nda a + ID. 
2.- ~ Uellda a - 11, 
).- QIM tienda a un lt•ite fiait•f a, 

•. 
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'· 2 l 
2 

~ 
l 

1 
4 

! 

' 
l 

' 
·,1 ·•·••• 
1. ·'··· 

lado .•• ,. OU•dro, .. .. puecl• obt•a•I' crU1oa.eat• la ouna ·­
pre"en~a • ••H tunoldn, la oual •• úna lalplrbola .. uU•t•ra, 
·~,..Ql•r en la_•igui•nt•, tlgura & • 

. . ~ 
·ftcun &. 

., 

.....-- -~ .. 
·- -

::it 
. _, -¿ 

- a. 

. .,. 
'"~. 

In el cuadro anterior figuran la• cuatro auceeion•• de n~meroe indioeda• ea 
el párrafo anterior. l.a• do• pr!m•r•• ••tan relacionadae de tal modo que, 
contorme • aumenta indetinidamant• tomando valorea enteroa, 7, tambila •• • 
••nta, aproxim&ndo•• lnd•tinidamente a l. Aunque • e• evidente qU. •• Yll­

riable eontfnua, tambiln lo ~· qu• l• introducoi~n de nuevo• valor'• •n la 
euceal&n de z no oaabiarfa •••nolal••nte lo dicho• la auoe•idn de loa walo-. . 
re• correspondiente• de 1 tenderte •iempr. al lf•ite l. lata nooi&n de e~ 
rre•pond,nc!a entre lae evoe•ion•• 4• valor•• de z 1 d• 7, ae expresa dl --



-·¡, 

olendo··t• l~ tunolcha J ~ . l - 1Ís, '.uead• a 1 ouan4o z U•nel• a :ID. . •t• 
> -.eolaO e. ÚW.tra JIOZ'. 8e4tc/ ele i11 _.:ir1oa el• la l'u.-iot&n. A .. c1na t• <s -

. . . . :· ~' ·.- .. '..-. . ::~ ' . . . r. . .. . . . : . . . , 

OHH tolludo valorei poeltbo•, la o\ll'Ya·· repr .. entada en la pltioa ilulle • 

de l8'ui•J'cl•: a aereoha:7 •e aprod•aca l~.,recta ele punto• tnada a la clle-
~; ,,anota i ••1 eJe a. •. e ' ~ .. 

·~ • > • • ' •• ' - • • : .. • ?. : '_::, .,. •',J - • 

'' ....... . . ..,.t'¡ 

ADlloeamént~;'•á ·~ ·• ngunclo 11.i-:_el• •uo••lOnH cl•l eu••"· 6atu' 
• a,.Hoen nlaoionadaa, t•n4len4o.la iluc•.~~~ •• valoH• el•·'' al lfldte 11 

• Mclicla ... la auoea1&e el• YalorH: el• • U•nd• • - •• Rl •bmo plftoo 
nprerenta eata t•nclenoia, ,. caue la ouna baja el• clereolla a tsc¡v1•.r4a, e-

. •·• proai-'ndoa.; . a la. •l•IU •ori&ontal a Mcl!da que a, va to•ndo valorea ne ~ 
pUvos, ele nlor abaoluto oada YH M,JOl'e 

2 ''. 'l) lea 7 • 3/a •• f'uno1cSn .. o-:oro• valone oqrreapond1ent.. ta-
-...i..,. en lo• •ieul•nt•• ouadroea 

a • l -· ._, •_l ._, ._, •••• 

• 3 J i J 2i • ••• • 

• ._1 +_l/'l ._1/3 ._1¡, • •••• 

., 3 u 27 'ª ••••• 

.. obti•n• el grltioo 4• la 111'\lra 1. 

• ••t• ouo •• 1ncUttrente to•ar para a valon• poait ho• o ne 
ptivoa, 7a qua loa ool"J'eapoadSent•• valorea el• .,, aon tncle)*ndt•nt•• clel -

•lcno •• •• A MclUa ca• s to•a una euoadcSn 4• Yaloree el• ' ' va clh•tnu­
.,.ndo. Par lo tanto, la t\anol&n 1 • )/a2 tl•n4• • oero; ouando a \oaa lo• 



Jl ~ 0~ l'll'Ot 011ÍandO a toaa Una e\ÍoeeicSn deaHctle~te ele YalOI'.. tlen4e . a ~ 
oe:ro, - oba•na caU. la auoeei&n. a..~••lone aoneapon41ent•a a 7, onoe "1na1. 
fin14 ... Dt•. . . DI . ar¡uf .. .-aulta caue la tunoi&n 7 • l/a2 Uend• • .. OUL"lclO • 

Ueiade a oel'O. . r. ,.rattoa 4• la tunoicSn U~etra eatoe U•it••• . 

4eeoien4• 'al •.1• as; • •414• ,u. ªºª d•J•llO• (taao1a 1~ t•nioba ~ a lía 1• .. 
tvi•ria) del oripn 4• ooordenaclH, 7 .. •l••~ in4•t1n14aHate, 
... al •.1• Qz, a udiéla ,ue s ae aprozi• a Hobo orlaen• 

nawa·1. 
.· 

' 
~ ~;·o/.i~ 

~~-..~~-+-~~ ...... ~~.....-~~~~--% . ., -J. o .L ' 

loa eJemploa anterior41• demuestran que la nocl&n d• líaite d~ una 
tunci&n debe deduc1ra4 de l• del l!mite de una auceai&n numdrlca indefinida. 
Sl 7 ea una funoicSn uniforme da z, aa puede dar a t una auoeal&n de •aloraa, 
ea¡&\ una la1 eatebleo1da pl'f!vla:11anta, 7 el lí~lte de la tunol&n dependarl -
ontoncea ele l• •anora da comportaras de la aucaal&n da valorea oorreapondla!. 

tH da 7• 11 ooncapto de Un:ita u H•notal .. nte ralatl•o, •1cn111f~O -
, : ,·i.·~ú \.~-'.~·; 

a1aspre tl nlor a qua aa aproa111a la auoeal~n de •alorH de 7, ••.~,,~.)la •J, 

rlabl• indep.ndient• t, •arfa de un •od;> definido. labr,, por ~,e,·•a OJ. 
~·· 
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~ 
1 

. . ' -.'.;, . "', '-º' ".~- '. ,:-

~OD ~40 ·• ~ '~oo,"c:' 

· 1a ouna 7 ·~ t(z) c1eao1e~b aliora .1sid.t1nldaMnt•• 11e 1aqta1•r4• a · 
4éreob9 0omo. ooune .o. la (lt) .. ·la ttcura c. ' 

o) Loa nloraa d• t(a) t~ •• .uoaddn ••• tlen4a a ua ..'.ior flnUo 
l~•. ouando-·. once 1ndat1nida.ente. 11 Talo•. •• t(a) .. pu•cl• b•o•r .~ 

.. !' ' ·t 

41t1~n <i• lucia tu.pooooollO .. quiera, •in-'••• toaar ua •alor el• a, 
lo out10iant•••nt• eran••· 

,..... ',._ ... . ··' 
.,._; ;>·~·;', ~. ••ta OH"' .. die• ·- •t(z) Uvnd• • lallllla cuando ~ Uand• • 
.. ~~free ezpnaa .• 1ri~110 ... 11t• por 

. t(a) ~ la81!a ou.nd'J ·.· • ·~ +Ol>t . o 'l•n . . u.; t(z) • '1u11a 
z-.+CD 

la ounr. 7 • t(~) .. aprozlaad ahora· (,Or enoiN o por dabaJo) a 
·1a .lfn•a boriaontal 7 • luda a M4ida que 'no• al•j•80•(bao1a la derecha) - -

del orjpn, "'•• la ourva (e) 4• la fiC'Jr• C. 
1 

d) IA>a Yalore'• da i(z) pu•d•~ _nriar, O•OilJfldO aln aanitutar t•,!l 

' danoia alguna cuando z crece indefinidamonte. DI ••t• caao, la tunoidn - -
t(~) carece da ltaita al tend~r JI\ O oO, 1 la curva 7 •f'(z) presentad, de UB 

1 ' 

aodo parnanent•, oac1lac1onaa dat•r•inadaa a .. elida que no• alaja90• 1ndat1-

nlda••nta be.ola la 4•recha del ~rige-o; ,náH la curva (d) da la ttcura c. 

Loa ajaaploa aiguian~•• ilú~tran ••ta• ola••• da lfait••• 

1 1 - l/a -. 1 ouan4o a --. +CIOt r 2 z • 1 _... 2 ouando a -. ... 
a - i 

2 a • la - 2 --. +GD ouando a__. 1+QD1 
1 

\ ' 7 --. O ouañ4o a _,. +OO. 

.• 
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·" 

.La o\.,.etHn aqul planteacla oonaiate •n anaUaar la aanera .. -.. 

portar•• f(z)ouandÓ la nrlable a· toú·una auouictll .. Yalore• 41ue Uen .. a. 

~'u,. walol' finito z • ai Wo •• preolao, ea todo oaeo, t•-•1 lfalte .. : la~ • 
tunolctn oolnolda oon el •alol' que to .. J.ua.z • a/en~o punto puede iaolúeo . : . . .• 

ao ••tar.derlnida. 
.J 

·~~· .. ,· ,-r . .. 
. Supongall08, prlNranente, que la euc .. idn de •aloraa de :a Uende . ·.· 

a :1t • a, tomando. siempre Ya10l'l:t8 ~OH8 que :a. Lll •uc .. idn da valor .. c0- . ·.· 
l'Hapondtantu de t(:a) pu~de p;reeont~rla~ 11tem~acu.tro poalbUidádee que -

anteaa ea decir, qw p\iede tender á +oO, • -oo, a un •alor tlni\O lamda, o á 
. . .. . . ~ . . 

oare;er d9 lf•Ue, al tender :a a a, Nclbiendc) alempre. valer.u au~do.rea a 

a. la .notaoldn ehtb&lica e:!!.pleada an eata oaao .. · &nálop a la adophdA ooa 

antertorldad, "9ro •• uUUaará la loouoicSn 00?11plement,.ria "cuando z t1en4e 

a a to~ando valorat. m_,oree que•" ~ ae eaorlbir' • z __,..~ •• ·Aaf por 

ejHplo, en el caao d• .. que f( a) tenga por l!aite lamda, •• exp:reaer'• 
1, ~ - --

... < ... -
(z) --i# luda cuando z --t a+ o bi.en ltm t(zj • lawa • 

. z--ta .. 
.Anllogeo obeorvaoiones pueden booe~s• CUL~do z r~cibe una aucea1&a 

de valore3 '.l!f)no:es que 'a, qua tienden a a, escribiendose z :-~ .-, • indi­

olndoae el Hm!te d9 la tunc1dn ¡;or medio de la notaoió'n1 

t(z) ~ b.mda• ouando a -• a - o bien lf• t(irl • lama. 
•--+a 

Finalmente, et f(x) tiene el mismo l!mito para x.--•• •que para 

z ---.. ~· lo •xpreasremoa alcplemente diciendo que t(x) tiende a dicho 11-

•ite cuando a Uend• á a, por ajeciplo, 

• t(a) --.. lamda ouando a--. a o bhn Ua t(z) • laada • • __,a 
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',>·· --"'.-- ~~- - "-.'.\ : ,,~~-

••• Mt pó• ejemplo, al .... ou .. illd•tlnl4••nt.e "•).al •alU luda -
1 .'. -· ·.. .. ' ' . 

1 'f(a) a at.ú, 1ui ..... el• _lo~ valo:i:H ccneapondie1t•• ~ ••••• 4oe twlot.o 
. t ' - .. _ . -

n .... aprosllialan, oa4a "ª ..... (lalld• • nu), al • ..a •• 1 1n4etia14a -· 
•nt.e. POI' lo t.ento9 (lUlla + at.u) eer' el lf8Ue ~4111 {.f(z) • ~(a)), -
Ollaftclo a Uena. a •· Se '.obtienen loe lliamoe reault.84oe ouan4o. a Henlla a 
-• o a un nlol' tlnlto •· 'lle111n taÍllblla ••lldea, eYHnte••nt.é, ouando 
•• .t'rat.a de eu98Íl1 4iteHnolu1 pl'Oduotoa o ooolent.•• oon -'• 4e 4oa. tunolt, 

n••• 
IQa ejeaploa · aipleat.ee •laru-&a . ••'- prooe41alento. 

l) ·· 11 valor oonatante 2 U•n•, e•ident.••nt•• p0r lfaUe a 2 -
ouu4o a __,. 00, . 7 la hnoicfn l/a·-. O ouando a _. OD. Por lo t.ant.o, . ·, . 
4el l'Hult.84o 1), • tena'• ~,-. ~ 

2 • -1.. .... 2, 
a 

pan •. ... OO. 

2) s.-11 .. oe ca• · b..!..l -... 2 1 que 1 - _\_ -. 1, pva a -a ODf 

pero ale11do 

1
2 

+ la - l 
a(a - 1) • l!...t..1 

1 - 1 

a - 1 a 
"· 

L'!.! • h...!-1 
• JI - l (i-·-!-)· 

.. t.•ndr,, •P!1cando el reault.ado 2), 

, 2 • l! - 1 .... 1 cuando 1 -+ ao. 
1(a - 1) 

. 
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--'-
Y
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. . . '.' > . ; ·. t~J .. a.umi1c1a4 .e. f\alt~to.l•• : • .:'· r.· 1et1ti1~11n . .,. tw.ct11a, .. ,,,11a..t " 
'._. :·.<:, ........... • ·,;·.... .. .... .. . •.».;;«"·. . ; . ., . ........ ·... . .. 1' ' . . • .. ' . ' ·.::' ' 

.·ea· aa oOnHJODdhola •at2'!1 loe .. 1onii ... ue • .. tatilH9 ..... tal 11Mo· t•;> 

.,.. .... •alu 9..1p.d~· ........ 11.e','.1 •. oon: .... d. al~ ~-l'a un· ooaJ•' 
to téttnido ~ ... loziff .: .... ~labl•a ~ ... ••r' oonttnuu o dl•oontt-
........ ·· ·. r...O ·la .. ttnio1&a .a t..01"8 éa OOí.pletuen•• '.1114o,.ft41ent• •• la 
.... '. · .. ·. ' .. · .. :.-:· ·.·· .--.·. ,. :,:·., ·:º1.::i ', ·. ;·,:: . . ··· .. ,·,_ ·.:··:· .. ,: .• ).· ' .. ·. - '';.,. ·. ·. ..·.: . '· ,,.· 

..... l&t dit'ooat_ln~lted.•. ta .-utuol&n •• • •alol' pedoulu d• la .... 1 ... • .: 
. 1a1~;-~~aobt~ne:ie1··~.l'Oftd1oatiá ••lor •41o .la •~riabla ••pe~l~nte, .~ - . 
.•• ,¡· aooeaU.t .. at4t· Nlaol~a'·Oo.. la aua\ituolda d .\oe '••da walor••• 

. . ~:: '; .· ' . ~ . : : . . '. ~.'., :_· .:. ~ . .. - . . 
.; e 

.· . , . . .· .··· •t•a~.....;.~ :áJM>r~: i. •.•i&ft el• ClonHnuid11d ·al :•uo 4• h• hit•• 
olonoa, oota1tleolénclo la tii1Unol4'n ontn funcione•; oonUnuaii 7 elieconU ~ 

n~. • P&'iMlplo~ pu.c!.i~seo1~, ••··•a iaanera poco olent!tloa, cauo' .. . ·. . ... \ ' ·. . : . ' .. ' '•• 

aa l•oi&a - oc:aiinuá OualÍdo lea •ar1&blH que ap11recea nlaolonada1 ea - · ·. 
el~ Ya;.fan ~l~uli"'eaMate 4it 111ta~o OOfttfnUOé . Lu Yal'lablee oonalda • 
NctualeladU.~w, ... ~~ui.1.tan •ataoldnoonti~ua en ...... •ariablee, .. J!I 

n ••tu 4eberaa eaiar alnol'Oftisad•• . ~ra ,119 la warlao14n ooaUnua ele la­
funolln tubtln.Ha oonUnua• · 

!foo ll•ltanmoa. a .Oa.tcle.rar al oaao 4• 1111& f\mal&n unitor• 4• 

una-~Üioblo oonUnua, ~ • f(a). La !lco14n ceneral de func1óa conUm•a -
•• aplica aquf a lá tuncl&n coa•ide;ada en oonJunto, l•plloando que el w.-
ria.r z oont!nuR••nte, 7, varfa taabila el• un aedo oonÍinuo. cuando •• -

·tl'ata, ein enbargo, d• dar una detlnictdn 1'lguro1a, •• n•o•sftrio definir -
prlaero la oontinuid~d en un ¡iunto, •• dacil', paro un velor dado d~ a.· 

ta oontinuida~ en un punto •• •'• •lcnltioati•a que la cantinuidad •n - • 
,.neral. 

La pri .. ra oondicl&n pera qu• UD& tunci&n ••• continua •D un punto 

s • a, ea que t(z} •·~· detiolda para dicho valor :s • a 7 para todoo loa -
pr&lti!IO• a 11. !ll•t•n dl~•ra110 poaibilldftd•• r•epeoto al 80do d• •~rier 
t(z) ouanelo a__. a, 7 al ••lor t(a) que la twtoi&n touen Uobo punto. ill 

pl'l!ller lupr, t(z) puad• ~••ntar doa lf•lt•• 41t•Nnt•• o oareoe.z· de '4tclo 

lt•lt•, al tendel' a a •• por uao 7 otro lado do ••t• punto.. ln••aut.do - • 
luger, t(a) pt."'4• tender a wt lfalt• finito, d11tlnto de t(a), al t .. 4•• • 

. T"9 • por uno 1 otro lado. la runoidn t(a) puede, por dltbo, tender, al 

wal~J' .r(a) cuando z~~tt•~d• • a por,uno 1 otro lado. La tunoida H - • • 

''. 

'' 

.,.,. 
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1"<·,¡J 

•/ 
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·.}-:. 
·V, 

eclldtaa·. - .1 JIUll~ • • a .&:io nanclo •• halla ... ..¡. oe•. 
.VI,\ 

·~ 

' .. 
~.\~ ,.._ 

j ~· 

,( . ~ ·. 
~ 

'Ji" 

• ' -· ~ ~ ":-'( .l-.~J. 'f'.·. 

i.· ~ci&l 7 • t(z) vanclrl "PreHnt'ida por una OIU"Q aobre ~1;~, .· 

plao OIQ-, oortda, por aualquie~ pual•la al •.1• q,, en un acSlo punto.,., .. _,'.' 

IDa ~Sotonea aon D8CHU1•• pn caa• clioba. ouna ... oonÚnua.. h~•r•• 
qu. eatata .. paa~Q P de la OUl'Ya q~• oor.i:eaponda al a • as lo qu. eupor.e • 

que tieba °""ª oU..•oa ta lnaaooa, o aaa, qua pHHnte un truo 0oaUn1a0 •. 

Sacm4•• ••• al 90Wemoa a lo largo 4e la OUl"Y&, noa aproal•llOe tanto oo 
. . .. -

ao .-ruoe al . punto ! a .. a14a que a H aoél'Oa al ••lor a • a, lo al89o el 

lo . ._oeaoa a .ao 'q• a otro lado 4• Ht• puntol lo que lllJl•Uca 11ua la OIU'Y&. 

no ., • •alto al paeu Por P.. Por lo tanto, an• .our.va aerll oon\111ua ea • 
• P1111t•J a • a oua."Mlo ao pre11eate llueoo1 ni e11ltoa en diobo )IUllto. ID la 

11.,..ra e, acflo la O\ll'Ya (a) .. oonUnua en a • a. la• ounu ('b) 1 ( ~} 

eoa diacr.~tiauaa por pre .. atlll' bueooa en diobo JIUDto, elanclo tam'biln 41• -

oonti1t11a la (o), al dlll' tm ealto en al JIUftto citado. 

1'119to, ..,.., ...... pera la oonUnuidad ele una tunoldn en Ull )IUllto 

la at,.iaat• 

llPI!fICIC91 La hnoi&o 7 • f'(a) •• oonUnua en a • a• 
lo.• S1 ezlat• t(a) T •• finita. 

2o.• Si t(a) to• YalorH finito• para todo• loa Yalo"a de a -

Jll'daiaoe • a • a, ftritlclncloM li• f(a) • t(a ) • 
.... ª 

.. ta dlt1nioi4n equt•alo, •••noial•ente, a decir que una fwaoScSn -

t(a) •• oontinua on el punto a• a·ouando ol lt•ite ele t(a) oolno1d• con el 

Yalor tue la f1mol4n toea •n •icho punto, do la ,u• .. deducen neceaariaieen­

té la• oondiolaoa i•llUl'•taa, de que f(a) tome un nlor finito t(a) an ol ·- -

punto a • a ' ,,. t(a) tl•nda a ••t• Yalor oua~do a •• aprodaa a a, JlOl' -

.o 7 otro hdo da ••t• punto. Betao concl~clonaa " oorreoponden ooa la• ... 

,.MluloH do ,. la OVY& 7 • t(a) ao JIH••nt• eaho ª!' Uollo )IUllh. 

CollYi... eatantor .. ta cl~flaiotcSn al oaoo •• la noetln•l•a4 •• ... 

tunot&i •• wn lntarY&lo. 9a 4ioo ,,. una f\lno14n •• oontlnua •• un 1ntor -
1 ' . 

fl•/ 

.,. 



,.::-··:··. 

·"·,-­
.... ,.-_.,-_._. 

· •• io .. wa~on~ c:ie ~~~~~~~,.!!~.•ó¡;.u"u~: en to1o. loa .. . ·. · . 
. otra pario, un1t. .. tunol&n no .. oonUnua en oiertó. lnt•r:valoj 
•o, al •noe, 4• •1aoonUnuida4 on diono m~ernio~··. . .. , .. 

;...-;~.... ' '< ' ~-; < ',. 

Si una hnot.6n oa oonUn\la
1 
en w t.nt•rvalo, .. d, ·~~á·&a lo uolto; , 

. t .. t.14a oonUnua en uno de aua . puntoa, 1 wen4d M preeentadá, JOI' tanto, ' . .:. 
'°" una :.vr:.:a llt.n h~coa nl aaltoe ~n ·4iobo t.ntenalo~ : •to 1icnt.tl~• '".;.;~· 

· Pand•I raa~a q• la curva JIWI!~ ee:r tracáda .aobre el papel at.n inantar • 

. o1 i•pta del atal.o. • !llportante, aln Hbar.o, IHtacu. •u• ol baob~ do · 
llUo WI& OUl"YI. 1ea oontin\lll DO .aupone necea11rh=anto que 'bqa 4e SU tamblfD 

Un o at.n puntoo aft,.uloaoa. ·· B1 concepto da lbura U~ne, ~n efecto, m -: · · 
aloánce da .Üat.hdo que el 4•' oont!nui4l~4... ~a ourvaa (:a) 7 ,(1t) de la'.:..., · 

ticura lt aon continuH on ei intervalo en que udn 4etin1d1.1e. · i. pri•ra · 

CIW rapHHftt~ la. JIS!'lfbola 1 • 1/2 el ~ )a'e 2J¡~Ha adem«a, 11~~· ' J.e-:­
MCU-"Mla, t• oonaaponde a la eouaolda 1 • 1 •f/ (a • l)Z° 1 •• tu'blln oon­

Un•, ·,, que pueda 41'buJUH •in levantar 11 lbls cid J..JM11, .Jl"!'O no •• .. - ;• 
. ' 

llea, puesto que pnae11ta, I>"" s • 1, an punto an.,aloeo. . . . 

S1 unatunoldn •• UoonUnua en cierto intervalo,-babr' en 11 
punto; al unoa, d• d1acontinu1d'ld en al que U!la 11 otra 4• la• oond1eione1 .-

·neceaar1a1 para la oontinuid&d no •• cumpla. La curva repreHntativa 4• la 

tu.ncidn preoentar•, al '"'"º'• un hueco o aalto en dicho intervalo. El caao 

-'• ie¡:ortaate •• lle •ioont1nu'da4 infinita, 7 aurs• cuando la oul'Va caree• 
4• aliún punto, ea 4Acir, ou1ndo p1"11enta un •u•co o aoluoi&n d• continuidad 

en el inter•alo en qu Htf cletinHll. lA f\lnc115n 7 • t(a) nndl'' an tich -

OHC, p1tra cierto walor 4• • • a, lntlnlto, H decir, que t(a) --. •- 00, -

ouando a .... a. La oUJ"Ya 1a aleja bacta el infinito cuando z toma(á la 1•­
•lluierda 7 a la derecha) walorea pr&:ri1Joa a ~. · · !eta olue de 41t:.::onU~uidad 
aparece fl'eouento .. nta, eun oonaiderando e&lo 1 .. t'unclonea ~lgebraica• o,.-... 

Hnarlu. 

Le tunot.cSe J"eP1"•••ntat1•a d• la •tplr'bola equilftera oon aafntotas 

paral•lla • 101 aJaa(H deoir, la tunoldn tor•a4• por el oi>olente d• dOI ea• 

preeionoe lineal •en a) pr•••nta 1laapn 411oontlnuldad infinita en al pun­

'º en que la adn\ota YOrtioal •• i. curV'a oorh al aj• ·da· lu abaclaoa. · 

<. ~ ~ ~·~-' .. ,; 
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: -/ .. -~. : 

--f~;~ 
:.;:!~';:;~ .;~t;f, 

·.;_,: ,,·:>¡ 
:._-:,,. 

lt.;¡.·tial•~ 9:i •1••nlit.'·~~.liiti~CI:'~"· ~u~ .. ~1, .~¡~:4.1~ 

·~ .. •:~~=;~· .. ,..;~~.1: ... : .:".:('.~ ... ...i:~::: ...... ¿L.~. 
tol'llu.•.·. Í~·ouna da un ~alto•:~ la ~Ul"Ya (4) d• la tipa i. que oorieaP,n4e 
a.u. hftoi&~ Hoal~nad•••• 41a~onUn\Íael\e•l•»Wl":oa, •n loe cÚal•• 
curva cla ~ alto.·;· Ola tunoidn diaooftUnua ~ •ata U•n•, nident•••nte, 

11"'1 poca'uuü1tad. dHll• •1 punto<4• Yiata 481. a~fllii~la •. t~má~loo, 7•. clue,·~ec 
•• poaiblé H;;r.a•ntula por uua ai•ple · t&H•1la analtu~a el• la' olu• 4•. l• 
que oor~i.•nt~•nte ae conalclHe.!l 4e la .1nveaUp.ol&n Íaat.iaátioa.. Pero aon,·. 

t . .' . . . ' ' 

preoiaar..enta,: laa fwloionH 4• Hteolaa• parUoulu la•''"ª UenH •qor a-
,· .·,. . . ·"" ' ,· .•. . ' . . . 

plloaci&n. en cllvereoa probleau de 
. ' . 

DerlYad.a.- lapesaremo• oona!derand,, tunoionH 

parUcú1 .... fo:-11• HncUla. Si en una tunolcSn, por •J•~lo, 7 • ~) .. •ll 
~ -{ 

.. nta sl Talor de t deade ulÍ •alor s 1 a un valo~ á81'or ~· •l •alor. corre• -
pon4l•nt• d• la tuncicSra auaenta.rl de.de z~ a ·~· ta variable t~s •ido• 
incr•~•ntad•, pue•, en la oantidad (z2 - z1 ), aiendo.el oorreapondieate la• 

crHento lle la tW101'5n igual a (~ - ,.~ ). · 11 inorelien\o •dio el.e. la tun -

oidn, por lnoremento unidad 4• •• •• entono••• 

5-·l 
.. 2 - •1 

• ~ • •1•2 • ~ • 

ezprHl4n,ye depende de a1 7 S:z o 11 increa•n\Gi .. dlO de 7, depen~e, del 

valor .. l¡n•do a •• cleade el oual parU•oa, 7 '11•1 lnoreHnto dacl"o a ••ta - • 
Yarlable. 

COnalder••o• ahora ••t• lnoremento a partir 4• ua d•tinido Yalol' 
•• Saa • el walor orlclnal tijo aal¡nado a •••• Yar1abl• 7 11 al lnore .. n­
to oonu~ndhnt•. ll auaentar •l Talo!' d• a clHde a a (s • 11 )~ la - • • 

~~· .,., 



.· .. . ' ' 

' ' 
·i. 11-.l de¡iend• adlo 4itl inore•nto . :,;:~ , . . - . . . ~ 

>\~;;..~···.-·." ,.· - ';':-;:··~'._·:;.:~ __ :>'>,;,.. . - ; '.· ' 
COio puede otla•nar••; oulindo el. Y&lor 'd•· • •• baoe oada '\'ea •I• -

. ,-.a.Ro,·.••· c1eo1r, ouandoJa -t o, ••ta .. r..cSn. tnor.mental. U4nd• •1 lfa1t•. 
J.2, •l 11ui. :uaHr~eo81a ,.;_acSn inorealental . iftatantifnea/ o. alriplemnte,'. la ... 

· ""ª'" tncireaental •• la tuno!&~ en el punto s. Pór lo tanto, la razcSn in .. 
ve•ntal ••la funoid• enelpWto 1 •~r,, J)OI' d•f'bioicSn, 

. · ii• · '' • ~>1- ,3 

..... º .• ~ . ~ :, '' ' . ,- , -

•',"" • o •.',, ' ' _· _.,,',' F :. 

l.e r•a&a o 11oe1•ntt 111orelll91tt~l d• una·· tunoicSIÍ •• • · oonoepto per­

feota11llnt• ••ttn14~ ·pan ou1qu1n Hlor Hlor .... 1 d•l lncrei:ento b 4• 11 -

· en t.ato t• la· ns-'?t inor .. eatal tnatantlnea .. ~& nhcionada oon el oono•.i 
fo eb9\raoto del lf•ite, H 4ecb, •• al U11Uo al oval U411ndo la l'a&dn in • 
ore .. ratal ouan4o ol 1ncr•••nto a 1 Uond• a oel'o •. _ S.6'1n •ere110e da adol•!!. 

••• aúftflue loe fon& .. noa o1entft1coa ••an •zpreaadoe di.recta1110nt• JIOI' ••dio 
de l'aaonH inOl"O•ntalea 1ntinitH1 el anlliah aateelt1co •.nouen'tra ale COJl 

.. nteata orerU' con el referido oo~o•pto •b•traoto ·de la •••&n lncre•ental • 
lnatantlnea. Sl be~bo •erd~d•r•~•nt• ai¿niticati•o, 4•~4• el punto 4• •ia­
ta ••t•.Cttco, no oonelate en ,~ .. una ~u.~oi&s ••• increaentada real~ent• en 
4•t•r•lnada r•&dn .. dia, dentro d• un intervalo det1ni4o da Yalorea de a, •1 

· no que la tunoi&n· Uonda • oaabia.r ol •alor en cierta readn, p.llra un punto -

definido de diobo lnt•l"\'alo. 

' 
·1.a raaln tno•e .. ntal ln•tant•n•a t1•n• un Yalor dtatlnto pera oe-

d• ••1~ dado a •• So ~. •loto tue la raa&a lnor• .. ntal •• ,l ea 312 para 
un punto ou•l•u1era 1. Aaf JIOl' •J••Plo, on •l punto a • l, la ••a&n tnc11 
aental da 13 ea i1Ual a l, en al punto 1 Yalo 12 1 7 aaf ·ouooaiyaeent.. fZ 



el pr1~,r oaao; el nlor d• al U•n41t ·a aumjnta:~ ooa ai'reglo a . 
.) wa14a4ea por ~14•4 4• &, 1 . an'1oga111ent• 11ara loa d••f• ~aaoa. · .te. nade '. 
increMntal de al, en el. punto z, •ar!a al nriar z, '11n1endo siempre ~4• -. . 2 . . . . . .. ·. .. .. 
por la· aapHaicSn .)z • · · X. raacSn lnoramantal "4• una· f\Daol& 4• z ·H, 'J()r lo 

tanto, ·,... t\anoicSa 4• s. 

eo.o \lft Hpndo aJe11plo; 'Hmoa que ··• tunoicSn 1 • lli dlllaln,aqa . . 

una canUdacl ( l/s • l/ s.+b) al au:nentar :a en ll·deada s a (z + b). ta 
raa4n da d•crao1•1anto aedl? da la tunoi$n as, por t•nto,_ 

· 1¡~ ( 1/a • l/ub) •__.l.__._ 
sb + ~1 . ,¡_ ... 

,•, 

:. rH&n lnoré11antal lnatar:Un .. de la.tunclóft en al punto z aer•: 

¡naaa' 

U:• l/ll (. l/a - 1/:a+b) • l/a2 

h-0-;.. .. 

ta rasdn incremental ele la tunc16n·l/z vendr• aie~yra dada por la 
2 . . 

exprasldn l/z , pero tomará clit•rentoa val~rae(ea decir, la ras~n d• decre 

c1•1•nto ••rá distinta) al aumentai; •• 

El proceso que acabamoa de exponer se pUttd• entender 1 general1sar 

al º"ªº dt una tunoidn uniroru.e cualquiera. Suponga!T.oa qu.• , en la tunci6n 
1 • t(:a ), la variable indepondieníe H inor1Jmtnta en 1.ll'ls oant.ldtt.d b, puando 
del •alor :s al •alor (:a + h ). S1 puede 11drul Ur q\le h •• suco e pti bl• ite \o­

•ar Yalore• ¡>oaitivoa o negatlvoa, indicando, en el· prln10r csso, que :a aUll!e_!l 

ta, 1 •n l• aegundo, que a d1amin~•· El corr~spor.d1~~t• !~cremento en el 
•alor 4• la tunotdn urf e11tono.. t(x + h) - t(:a) • ·pudiendo ••r 'bmbiln 

late poeU.i•o o ne¡at.ivo, ae¡wa c¡ue ha,ya aucent.ado o clhminu!do el valor el• 

la tunci"n· La H'PNalá 

f(z • bJ - tb) 
~ 

·~ 

lnllioarl, antcfncea, tla racdn incremental s:.dia an t(:a} po~ incremento Wli • 
1 

dad en •• il algno que oorreepon4a a •eta expreaidn e• de eran importan -



-· :_· . ·.· .. - . . .· :_.,... ', :' . " ·.· ."·':·:- ', : 

.Sl 'f•t41·e• poettlYOt ent~ f(z) Hl'lU'' en' el al- •nt14o ·­
.•• -tendo cnaanclo ···-n-~,7 41ntnv,pnllo al 418atnub .••.• 1, por •1 -
.... thl'lo, M nepUvo¡, f(z) Tlll'iad en OJIUHtO aenU4f'. quea;, WMnten4o ..;.> 

...... º a üninv,a 7 4t.llin~eb4o al 0reoer •• I.a eueaucSa. ... laportU-
·· .. te ooMi&te • .,.r •l la ~ .. cSa lnore•nt~ •4la tiende • un U:aU•. ••ti ;.,, · . 

nfto oualqulen, altoi.z. la T&lorea (poatU•oe o nepU"e)oada "• ...... ', .. 

"ªº · Si é~te Ua1té ezt•t•, ftJll'H~ntad oatonoe•,· la iaacSn lnoN•ntal 

tl'l8tant"'9& .. t'(a) on d punto a, •• d9e1r, l• rudn oon arn•lo a i. -
· a.Í l'(s) tlen4• a amentar o dlHinull'(••Pll el •11110 4el lfaite) ~1 ~.;.. . . .. . 

>rlu a do~e W. puoto a oualquiera. Cuando 41olao l!aUe no eziaw, ••toa 
°"'el •alór ... la.t•oicSn•arta da una aenera.inolena o irreplal' ··-­
Uta 11111 a Noib• . tnore•ntO. oad• "ª dapequePloa, no pu4141\4o .. , on eat• 
o..o, ropr .. eater ol oeabio que ozpertmen\a la tunoi6n poi' nincun.a ru6e ;_ 

lr.oNaental. tutantinea 4ot'l~l4a. La ou .. udn oo•Pl•ta ·ele la edateaola · 

7 •1 YflOI' •• la rucSn taoro•ntal: de •• tuiaoi&a 1 • t(a) .. trantone -
ut on. la tneaUpoUa 119 la ~aiatenola 7 4•1 •alor 4ol ll•H• ele la n -
acSn laON ... \al •dla 1/IA f(a • la) - t(a) , ouando la U•n4• a Nro, en -
m paato defiatto :a • 

"" .. el ..-1•r oj••plo ant•• oitado, 11 raadn ino~aental 4• s) , 2 ··.~ 

•n el punto •• 'rioao dada Por la 7, pueato que éeta •• poa1Uva, eaboaoe 

1• a3 aUMnt9"' al auuntar a. Por otra puta; la l'u4~ lDon•ntal 4• 
la·Hpnda ftm0lla 7 • l/a, on al punto ltt .. , 

ll• 1/b ' .:.U.. - 1· ) • u:. t l 1 
la _. O a+ ll a ll _. f ~ . -1/a2 • 

•ta ns&n 1nor••ntal .. , •acepto ·an el alpo, idlntioe a 11 -

obten14& antorlorMnte. aft.eteoto, el ·~~o nepUYo 1:sclloa, almple••te• 

,. la tunolfn •• cleoreolente(al eNo•r~ a )1 en tanto que el Yalar au-'rleo 
1/.2 •ido la rucfn eteoU•a • d•ol'Ooialento 41& ·1. fwloloa ea • puato -
... i.u1ora. 

' •, 

·¡ 
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~,1!!, º~~ ' l>~t '· • lt• aª. ( ;.¡ .. ·'.; ,_.o:, .. 

~-;.-, ... a-1 
. .¡ .. (t:·>... ' "• 

., .¡, :'· .. : . . . • . :: ,.,. - .· 

... - nlo• flJ• ~quiera .. •• . , 
·' 

. -,.:./"'' :_ . ~, .. , . '- . ~ . : ' ~. '· :,·, ' 

Ll..-o•· •. ora • la alaboraci&n 4• _ _. ••• 1. d• nalu ,.... oal-•. ·. 

cnalar lu duindu de la~ ooabbaoi~ne• 4• f-..aoionH •l•Mn,aleé. i.e - ' 

tN~ prlMl'U NClU alcuie~tH a~ Nfloren/Na»eoUY.-nte¡ a auau (o-:< 
dlfaNnoiae ), procluetoa 7 oooi•nho 40 h:lolono.a~ • • ea4á Wta. 4• 011 .. - .. ·· 

.. aupono u.7 Yac:~ 4o• tunolonoa Ílo z oonooldaa, ooa clnlTacl .. tlait• •• 
loe ,_,.. oonoldoncloe.; 

.... la r.- Dtrl•ada. 4• una euaa o 41faNnola t.t' tunalo•a'! 

·. lA derlYada • •• auma (o dlteronola)do 4o• tunol•H •• la auaa (o 

4lf9r11aola) 4a •• 4er1Yadaa rea1190U•aa • 

4/ta ( •• ,, ) • •u/ü + ••/4& , •/u(u - •) • tu/47. - ..,¡ .... 
~ 

... la It.- Dlr1•a4• da un pro4uoto. 

·-. 

te 4erl•a4• •• un Pl'Oduoto 4• do• tunolonH .. !cual • la prl .. ra fwa­

o1c5n por ia:derinda de la Hpnda, a&a la Hcun4• por la cler1Ya4a 4o la -

Jrl•ra• 
l./u (ur) • • !!. • ,, .e 

4z u 

.. al• III.- Derl••d• 4• 1111 oooionto 
lA 4•rl•a4• 4o ua ooolent• .. 4oo tunoionea •• tcual al .. noainaclu por 

l• clorl•ada del auur81'lor, Hnos •l nu•raclor Poi' la 4orl•ada 4•1 toftollline­

dor, UY1414a la dlterenota uf obtenida JJOr •1 ouadrado ••1 denoa1n.S01'1 

. ..i.. (L) 
1 u ,, 

;_ •"•w'hl- "(4•/y) 

•" 



·1a•e-tl'áo1dn tonel •e:e~t .. "•1il. H4•4uo. 4lNotU.nt• •• 
. . &et, oon ~.~oto a la .PI'.•~. real., • , . la 81•• cle1'1ni916a te dn1Ya4•• ... . 

tiene• 
• ~ ~ vea) , • ~ . 'f (d ·- lu .. hnoion•• ......... a.lta• . -· . ·. . ., ' . ''" . 

.¡ .. <••·>~ lf•. (f(¡ ·•l•'t(, ,.,, ),;.( fb)' .'ll(g) , .• 
· ...... o. ' ... . •. • ' 

• Ua '( '* •• ) - f(JJ .... º .· .. ' . • lf• f:' <J+ 1t) - t'Cs > • •u/a + ••/dlÍ. 9 
• .. o .· .• 

- . . .' . ~ . . . 

, _.lop•11t• pua la cütennoie eatn u 7 ,;. . Jloe bea waliclo e11ut .. i .• 
teoN• .. la •eGOlcta 2.2, ••1 ne .. at• oep!tulo, ca• dice ca• el lt•U• 4• 

.. ·~ • •tteNno1a •• la euaa o titer .. ncia de aue lf•U••• . lea de11oe -

U..1-• da l•• ovu doe :reci.e, .eran.le• •lgui••t••• 
-':--

,... el.f1'Ñ11Dto taae ... , ~· 

l./• (•·•) ·- "' • •> 't'b • •> - lfb) !11) 

• 
t . 

N•teallo 1 ••ando el tlnino '((• +-ll) V (z) ea el nuacradol' .. 1 lado••"-
olaO .. ••t• SCU-l•••· obtenclrem0a de.pula 4e ecrupar tlr11inoa, 

4/ta (u0 •) • }'Cg +la) 'f(1 + !!) -· I((¡ + b) 'f (1) + f(1+b) 'fb) • 1((1} 'f(1), 

• 
• Cf(a • •> < tea••>-· tb> ·> -• f (z) < 'Jh • 1a>- Yb> l • • 

'·· 

1 poi" •4lo .. l• teOl'e••• aobN ltal tH, tene110e • 

~- ( U••)• U• f'(a • l) • 11a t C1 + •> • t<gl 
... o ... o • 

• 118 t' (a) • 11• 1( (1 • ll) - '(b) • • •/~ • ••u/ta• 
. • .... o -•-o ~ ,. 

'i·' 



. ' :,·· --,_ ' ' ', 

•l.t/u (u/•) • "~1 ~ ~-J • en•0aoee, ••• J'(.'f ~ !lCI1 . ., ..... ·. . W1iJ ·--~t-JllN. 

d.~-~····~).· ! ¡1 • laJ , 7 1•,0• .JIU"_•• P(a • ll).; r(a)' • f(~g • ll~ .~·1hl·. 
•·. . . .. . ·. t" a • ll . . . . .. . .· . . 11' a • - . . -;¡-{i} 

e3(z) fl<z +la) ._ f'•l r(¡ -~ ll} t , .UlllUllo., l 1Htanllo lf (a) 7 yP(¡j 
Cf (s • ll 'f a · ... 

en •l aU..r84or, ~ haooidn •• 'Hn•tona ••• . . . . 

·• ,'f(¡) 'f<• +la)~ f{Cs) 'f1•> • f(z) .t"CJ.l • S''5) fb'+ IJ} 
· . . ..• · · . . 'f z •la) 'I (a) 

.;, f Cg ) f t' b • ll) - V C¡ ) l - ~ f • ) ( e; Cg • la ) - lf' <1 ) ) 
· 'f , • ll 'fC•J 

7 41•141endo •ntn ll a ubo• ladoe, •••ito•9 
• 'f'(:a) (..fil..• b)-'/blJ - '((a) ( 't' ,, • la) - f'(g)) 

. b b 
'I' (z + 1a > 'I' (zJ 

7 al aplicar •l '•oreaa de ltait••• oonoarn1ant• al ooo1ent• a. lo•.•1•moa, 

••naaoa que• 

• U• 'l(z). l!a t'' • h)- YC~) - lfa4f(Jt). lt• ¡<• + h)-'t'(1} 
l=tO b=r ¡ 1:1-0 la=t • la 

lla lf'C• + b) • Ua 'f' (a) · 
ll-90 1a-.o 

final .. n'•• 
1 , 

• fb} <f (s) - tfCaJ fh} • Y du/da - u dv/dz 

·ª ( ll"(a)f 

la la• reglH I 7 U •• pueda 4aolr Hn laporh~,.~·º"""ouene1• . '· 
re•peoto al oo•portaaiento da lH ooHhntea ea la der1Y~ol&1t. O.. ....,.. 

-1. 

.. 
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¡< ·~ 1', :;~ : 

.. , ... .,, •••. ft/U; ..f ~, -'.·-+<• j-, 

~; 

· . la de.Oetraol&i fcm1al .. eeta "•la • • obtiene 0080 al.u. 1'. .. 

lf 7 • f(u), 9tendo u • ~1), ~tonoee ~ ;,; t('ffa)) '' .P'W lo.· • 
. taat.o1 .· . 

ti/as • u. a r<• • a.»- te Ye. U 
1a -..o . ~ 

lladH4o 1t • f(1 + la) - Cf(s) _. O , ouan•o b ...+o, nnlta• . 

q/b • lf• t(u + lt) - t(p) ..... º k 
• t.(¡ • la) - f<1}~ 

la 

• lt. ((u + k)- t(u) • lf• t'' • ll) - Jx} • ~/•u • o/a~ .. -.o k .. ····· ....... ll 

laa'11ndoH uUlbaclo aqu! el teore .. 3 4• la Hccldcl r.2 .. ,u. lfalte .. -

un ~od\IOto .•• 1sual al no4uoto •• •• lf•HH. 

te 1'9ClR anterior•• aplica•l• al oaao en qU9 ••an·•arlaa la• - -

- fuf\clo•1H ·1nt•rmedlaa. Aaf, por ejeaplo, •1 7 H uria tuno16n ti• u, eiendo 

u \lfta tllno1&n el• • 7 lata, a eu •••• una tuncidn de x, .. tandrl• 

q/b. • ~/clu • tlu/4• • b/b , 

una vea ll•cudo a .. ,. reaulta4o ap11canclo auaaai••••nt• i·a regla dada • 
para la tuncidn, toclo eato q~cla 4eeoatrado. 

la uUlHacl prloUaa ele Hta racla depende prlnolpewnt• .. la -

latroduoclfn ele una t\mol&n lnt•r .. dla u, que hao• •'8 t•otl la o-..ienol&a 
•• la de&'l•ada. ia la. alcul•ntea •:•11plo• · .. aolara la aplloaolle .. la 

"•la• 
1 ) 7 • Vh2 
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•. ·:.¡,_ Cvs)·V>·····.· . ,;_ f.¡''-..J_ 
P· ·· · : · .) · '··· .. 1ri· ·:;·· ·;· . . ' .. '. ' . . . 

liate NnH&llllo eotnoH•• JIO• •upueato~ oae ·.1 oMe•l•o .e la~· 
· ..;. ... •ª• _. • .. 10!' ..i,1.1era •• •· :.·;· ' . -

Ola "" tenti-. .- el Pl'Offdi•len'\o oompleto JIU'• el °'lnlo .. • -.· ' ' . . . 
, ... tlll9 .. ..•1Ya4u. Lu etnoo "•la• anter1orH lio~ eutlotentH· JIU'8 

.. 11• lu .. l"incl•a ... toto tlJIO de t'Unolone• 111álfonee, por ct011Pl9.1a •• ~ ..... ,...., .... '" \-

,.._ 'o;1, ~· :·,,,.. .... 

1.6 Criterio •• la '9pnda 1Hl•114a.- lablenclo NpreHntado el • 
..i- ... la .... 1 .. da .. t(s)en el ,_,o a• ~:'°" t•(a), Md. tioU .O. -

..,. ... ,. •1 •tcntftodo •• •••Seno• a t•(a) •• poeHha, el oooieate 1 ... 
--••tal .. t(a ), en Uolllo fm'\09 •r• t .. btln po•Hho, •• .. ou, t(a) ..;;. 

eeoed oulÍa .. Gl'eaoa a, a partir ••1 punto a • a. SI ood'1olente ancular 
.. le ·t .. an a 1•. ""ª 1 • f(a), •ar• tubtla po•Hho~ 7 tanto la ta -

.. ate oomo 1a auna ••tarfa inclinad .. llaola UTiba de laquierda a 4•nolla 
ea e·l JMl\O de a119olea a. ODurre lo ttODtl'arlo al t•(a) H nepU••• .. ... .. ........ 

1.- t•(a) ~ O etptftoa •• f(a) •• oroc1ent• al eHoer a, '1 •• 

la ewwa 1 • t(a) ••l•NI• .. bquie'l"da • dereoba on •1 púnto a • •• 

l.• t•(a) ~ O •S.lfl•• t• t(a) •• deoreotonto al .onoei•. a 1 •• 

la OUl'Ya ' • f'(a) •• .. ON01onte .. bquterdá a .. reolaa en •1 pUnto a • •• 

a 1'a1- ...... 1 .... la .. ,.1•811• t•(a) •dlr' .•ntonoee la rapta.a ' 

- •• i. fwaotla t(a) anee • deoNoa en tleM pmta, 1 la t.aollHetcSa o 
,. .. uoate .... •• la ._... 1 • t(a) _.l•ncle o • .. ot_.. °" •1 JIUllM a • .. 



.· ·.·. , .•ta latel'lftt.at&ft .. la .. rtfta. .. ~ 'ut .. ~ ~· ese~o s.­
t~rwalo te ••lon• .. a, idt.Hn4onoa .. i la ~t~al•u .. la t-os~ o ,..· .· 
la ""ª oorreepodi•Dte •. · Pan ••• ouln4o la hnoicfa. a... o .teore~ 'o ~. 
la ...... ..oS.1148 .: .... 1 •• , .... t~• •l•piU..áto •:it .. tna el a!P'.e ~ 
.. riY ....... b•·.tw.otlo. ·' • t4'40 iaterYalo .. 'ªºª 91,,.t t•(s) aea J'•l..,,'_, 
·u .. , "t(s) moer& oonat .. te.Dt ••. ai··onoer ••. ,· .• 1 ....... ,. •. tb:) ........ ~: .. 
••ñ oontfnU..nt• .. t .. uie~ a hnoba ., •loH.na, al t•(sf•• ... ;.. 

4' . • . . ' • 

'1•• •n al. iaiarYalo. 

aa ouo ,.n1ou1u« opare~• a~~. ,911uel •n -~ la 4el'in4a.• • . 
1 punto - aula. lf f'(a) • 0~ oat0!'\08 .. f(z) DO, .. l", ni OHolanto Di clHl'J. 

1 oionto an al punto· a • a, 7 la ouna ., • f(s) no a•canded ni , 4aecan4• ... ~ ·. 
1 tupooo. en clioho punto. · U •alol' 4• la t.ol&a 8• bao• P.19•• .O•nt~ .. 

•nt• ••taeionario, PH••ntaft4o la ouna una· tancente pafalola al •.1• Qi. 
U •alol' , .. ·la tunolcSa.tolia·• tá1 punto ae·4eft09iu~alor•ot•lo~lo. 

r.a 't•rl•M& .. _.... .. f(a), por aer la dari• ...... 

•• la pri•ra 4eri•a4a 1•(a), •icla la Yarie.oi&n waitaria 4a" t•(a), •• 4eot. 

dal coeticient• ancul..r ele la tmngent• a la oUJ"Ya 7 • t(:a) en •1 punto oo -

rre•pon41•nto. n aigno· 4a t 11 (z)' ea un punto ouatc¡u'i•ra s • a •• da CTD 

1•portano1a. Si f' •(a) •• poaUiva, entono•• f(:a) •ariarl, en un antol'ftO 

4•1 punto a, en proporoidn oreoi•nta, 7 al ooetlol•nt~ anaular el• la t•nceJL 
ta a la ourva 7 • t(s) or•o•r' t .. biln en •l punto 4• ahot~a a. la tu -

pnt• a la ourva •ir•r', entooaa, •o la dlroooicSa oontrarla a lu acu.1u -

4•1 Nloj, •la!1do la cuna oom,o:u Yl•ta d•eda a1'ajo. Por ol oontrarlo, -

al f"(a) H n•gaUYa, ontonc•a f(s) •arlará en proporoicSa daonci•nto, 'I -

la tangente a la curva •irar• on la •i• ... dlracoldn al•• .. necill .. ·da,ua 

reloj, alon4o la aurva odnoa•a Yieta de•d• abaJo~ latoo raaultadoa, , .. -

ban •l4o raproNnta4oa on la atsul•nta tlcurar. aon 0011Pl•t ... nt• in4•,.... 
tiont•• del •alar do la deri•ed• t•(a), •• decir, •• ,ua la tancent• ea •1 
pmto s • a Htl iaoUnada laaoia arriba, laaala abaJo o Na bori.aatal • 

. <f 

.. 



·< "··.:· 

••· aa .,..~ •• ~º ~l· t• r•'<•> ~ o,· •• r• •(•l ~ •.. o, ••S.U-
n.~ -~ tC•> ........ 1 .. ~ ., ....... •.ato~ .1. JN8to •· • ..... .... 
M• ... f.o¡ioro11e eHOleat•, ~ , .. 1• "-"'· ~.,~ .. t(I:) ~. ~ · 
.......... , .... , •• 1 .... a11eolu\oe .......... , •• al ...... a, , .. --~ 

· .. ..:..1e, •tJ.• eNOl~n4o'•. poi. tn\ue• .. •• -.u .. Mptl••• . Pu \eato1 

l~- • t.•~(•)~ ~~lcnlfloá •• .ia tunolcfe t(:a) o•'b1•9 aa wa • 
.,. ...... 1 ,_te •• en •a p!'Ojiorolln .... olnta, 7 ••' la ._... 7 • f(a) •• 
.nwaa •tei• ... a ~~º• ... •l ,..., •. s •. •• · 

',.; ~ ,. ~,.)~ o etpiflo• ... le rur.olln t(a) •••lila. 9ft - .. 

tofto .. 1 )Imito a, on proporolln 4eol'8olenio, 7 •• l.• ouna 7 •' t(z) •• -
.... "ª··•late ....... ,, •• en el pua\o a ••• ' 

. . . . . . ~ 

•.•·,. 
.. --' .. ' :. ' .:.."· .-. ·. ,• . ,, 

. Sl 9al• alleoluto .. . t• •(e) aoa lnUo•d entono•• la rap14oa ooa ,.. 
... t•(a) ..... o ... roo. en 2 ........ 1r, la aoeleraolln oon ... f(z) -
•erfa; 7 ol .... ., .. nna\ura 4• ., • f(a) º" .41oho punto~ fo4u lu ouoe-
tlone• ·Nleelonallu ooa la na\uralHa • lntonaidall tlo la ourYatura .. una,_ 

lfnoa • 1• .. ue19.c P,r ae41o 4•1 ez ... n· 4• 111 clerlv;cla -~.svn~• ••-1• funot&t 

oone•pontlloato. ·, 

le ,... .. llu \ubi'•• uUlban4o la •a'auncle lloriYada, otro,orit_. 
1 . • 

rlo par11 la lmre•\lgaoi&n 4o loa aáJ.;;ill08 7 afnimo• rolatiYoa 4• una tunoile 
OU&lflUiOl'8t (loe ÚZillOa 7 afnlmoa loe· Yel'Oll08 en la alguiente HOoicfn )1 -
eupoal0111lo •• la fuftol&n f(z) · ... finita, continua 7 a4ml\a priaera 7 .. -

pn4a .. rlYa4u, ta11btln oonUnu••, el f'(a) •• nula 7 t• •(a) nopUwa, oa­

\onoo• t•(a) .... , tooraotent.;, la.ot•"llloH tcual a oero ouantlo a "ª tcual • 

a, •• lleoir, t•(a) paaal'll 4• poal\l•• a ~ti•• en ol punio a • a, •• 4o • 
eu, •1 •alor f'(a), t• la tuaolln íoaa on.tiobo Pinto, •• un aú:lao role­
u.,.. •aloea-nto, euando f''(a) ... Hla 7 t• •(a) podU••• la fuaotcSn 

wn4r' wa afnl• rolaUwe en üolao punto. 
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'' . ...... ,--;. .. .•• t- _:¡,: ·¡ 

" 
.. ~ . 

'·"". .. . . . .:. ,;e ~"' ,·.·; -~ . ;('. >. ,/;. : ;: ·,·,:· ; 
· lt 10 aterlor pOde110•:.titcluolP et.lpl•fttef' _ . -. · ~- ,- · 

• •' • • • ... • ...... • .;, ,;; • • ;.. T -

• ,.,• _.:' ' •-'<-~-. -,, ~- i•.1"1¡._. "-• • .•/:,'' ~:· ...... ~~:~:_w' •,~J ,.-.,~ '!' 

CrUerlo para 1nYH\ipr .loe •l:d90a 7.afnl11Da relaUYoe~ .: ·1.~:fo&o · ... :· . 

. abl• 7 •fnlllO NlaUYoa ·~ f(s) ap•Hffd a&lo an:: .. ueÚoa.oa~oa'.cl~~ae.~"- :".: 
t•(a)• O. - ·- •., .. · ··. 

,..,, ' _., ___ ~-

.:·,, -

·. 2e• 91 r•(a) • 0 7i t•~(ar~ O, f(a) aerl UD mbl• rel11UYO 4~ la•,_• 

fmol&n. -.. ' • 1 •• " • : : • ; • ~·- ·- • ·: .'-

--- • • ' • • ' • .f • ' '· .L~ •' ' _.·· •v 

llt f''(a) • 07_ f'''(a) ~O, 't(a) .. l", un •fnlllO rebUYO el• t(s~_.:-~: 

La.,r1 .. ra OollcU.ol&n ea, una 00"4101& neoeau1a1 la ••1""4• 90ni--·= -
•H-v• una oond.loi&n · ~uftoi•nte, tu• 8&10 tencld lucar ouen&o t(s) PMMnte:: ·· >-. ' . ~ 

.. -'zlmo o wa aínlllO relati.o. t.ro .. b .. 'oon41e1onea no aon ooapletaa, -. 

· • •• •.• 110 roraan '1111• ~ .. toi&n eeo .. ar-la 1 eutloleftt••: 1~ t• t~da •z-
elufto el eaeo ea •• f'(•) Ha aula. - ,- . 

Z. ~ falOHe !lhillOe 7 atAlll09 relaUYOa.- ~ preoleo ahora, el oono­

•r el .. auto .. loe oonoeptoe te aáxlllO 6 afnlllO relaUYoa 4e una hnolda 
t•, .. ;,.i.. llellOa •lato, eatan Nlaolonado• oon loe Yalorea·aatao1onarloe •• 
la aiaaa. • 

•ttICIClh le tunolln t(s) pnHnt.a m llÜ1• o afnillO S'91aUYO • 

.. Jllllftto, n~ al •alor •• la tunotln \Ha en UolMt puato •• M,JOP o llJ. 

_., Heda •• trato, t• totoa loe •alona aoft• .. ponUent•• • • •ntor&o -
.. UaM ,_, •• 

- . kNI aú~ 1 •lñlll09 relat!Yoa •• waa funo1fa ftolben la 4eft09! 
... ,,. aoa,j•ta u ezte110S •• l• r.ot&a. 

MlllU•ndo, • l• auooalTo, t• tan\e la fUftOl,_ •• n del'l..,. 

•• eorreapontlea\a ·- flatt'!". aoaun .. en •l lat•W.alo ...... ••'"' -
tinltaa, •• •urYa ftpreaenta\l•a ... , ento~oe• 1"9CU1al', •• ... ,., .. ,.. • 
.. n\ara al tleoont1nu14e4oo, at ,.atoa aneuloaoe. ~ •tiuten\e 11....-a Gt 

•"•H\a •• euna •• Ht• Upo, l ... lnaclo oon el fla .. •• lncUcaua tÓdoe 

,. 
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BI evidente, que un •'-:ilDO o~ •!nillO relativo de t(x~acflo podr• 
apa.reoer donde la ourv• ' • t(a) tWtiea la tanpnte hórUontal. S( la tances 
ta, en un punto oualquiera, ea aaoendente, exiatirán inaediatamente a la de -
Haba de dicho ¡iunto valorea do t'(x) que aurieren. al flU'il toa& •n al mia..,. 

~l Por al oontrarlo, la taneente •• deacente, axiati1'in, pata punto• 11'9' prd­
alllO• a la laqulerda del oonaiderado, valorea de t'(x) ·~ore• que el que·'º .. 
en dloho punto. In ninguno de eatoa do• caaoa ea posible, ••sdn la datlnl -
ol6n dada, que t(x) pr•••nte un al.xiao relativo. T anilaga11ente OClll'l'e e~ 
reapecto al a!niao rel~ti•o de t(x). S. tiene, por lo tanto, que una tun 
ol6n oontfnua adlo podre p"Hntar un a&imo o afnlllO relativo ea ua. ••t• ·-
9\laado la tancente a la o\ll'Ya, en dlcbo panto, aea horlaontaló 



,.&
.: 

l
·I

' 
...,~l 

.!t 
... 

• 
• 

... 
• 

.. 
.. 

o 
.. 

g " • • ·"• 
• • ., 

• 
• 

e 
• 

.. 
:
s
~
 
.....

..... :&. ... :•
 

~ .. r.~ !
~
:
 l
i
 . .:: : 

::~. 1
.: 

• .
t
:
•
:
!
l
o

 
,::.g 

¡
.., 

........ 
~
.
,
 

• 
e ·~ 

.: 1 
o 

!=. 
~ " 

:: 
e: 

... 
.... 

• 
• 

~ 
f 

~ a º ~ 
0 

• 
• 

~ 
g ~

 -: 
~
 

o 
.. 

• 
~
 

.... 
• o 

il! 
.... 

... 
.. 

• 
! • . 

-· .. 
¡¡,a :º .. '·ª,·a~ !. ! ~ 

1 .: ¡ i Jº 1 
¡ 

. 
.. 

-
.. 

:: 
: 

.
.
.
.
 o 

1 .. 
¡¡ 

=
 :; ..: 

.-: 
o 

• 
e 

.. 
• 

a 
• 

... 
• 

• 
• 

• 
•
§

 ... 
&

l
•
•
•
•
o

 
ta

:
:
 .. • 

•ººA
.• 

.... :. 
~
 

e 
• 

•
•
•
 
...... 

P
 

.: 
.
:
 
o

... 
• 

• 
...=. i . 

: ... 
O
•
-
-
=
-
-
·
~
 

... 
:
o

o
 

.. 
l
º
o

. • 
.
:
~
·
 

•:a
.:: 

.'i .. 
i
·
~
 i 

o
.
~
 

1: 
..... 

o 
o 

a
t&

. .
.
.
 
2
1
.
~
o
 ... 

lii: .. 
1

"
' 

111 
e 

... 
... 

• 
~
 

• 
• 

... 
• 

2 : 
1 l i ~ ·~ ~ ~ : ~ -= : ¡ 

• 
• 

e 
... 

... 
~
 I 

• • 
a 

• 

i
i
:
 1

.!:~ 
•
•
 1 ti iE

 º 
• 

• ~. N
 ~ 

1 i ... • .. 
i 

1 ! 
·=

.: 
~ l:° 

A
,
.
.
 

• 
: 

• 
• 

• 
e 

: ~ i · · ! i ! 
1 1 ~ i. ¡; -= a 

• 
~
o
 

.... 
: 

: 
• ;·l 

~ 1 
• ~ 

11 .: .!:' E
 : a ~ 1 .1 

:; ... ... 
• 

• 
.? l i 

1 1 4 ·¡: .. 1 ~ i i: 
•= 

1
l
 ... !!il 1 e-aJ

1 
~ 

1 
• 

• 
• 

' 
o 

• 
J 

: 
• 

• 
.. 

• ........ 
l
i
 ... "

:"
:1

·•
 ... 

. 
• 

'
'
 

.. 
!! 

, 
.
.
.
.
.
.
 

: 
~
 

• 
e 

· 
~
 

" 
o 

o 
1 

• 
~
 

f 
!
l
t
J
~
 
·&~Clª.¡~iL 

·
-

.. ¡ .... := 
ºC

: ... tJ 
•
-.. • 

•
•
 .!:J

t1
1

 ... 
1 .. s 

1 
.... 

... 
.
.
.
.
 

o 
• 

o 
• 

e 

• ... .: • s o • ... . -'." . e 
~
 

! E
 

" .. 
•· • 
• 

o 
... ... 
t:: 
...... 
• • 
... 

1 
.. . . .. • 

o 
.., .. 
... ! 1 
i 

a • 
i =

 
... i i 
o 

• 
1 1 

! l ¡ 
1 
..; 

j .. 

A
 t 

&
 • 

1 : 
... . 
ti 
.... 1 
1 

• 

ii 
.i ! 
j; 

1 
.. 

\ . 
.... • 
.... 
·• . 
! .. 
... 

1 
4: 

• 
... . &

-• 
1

;
 

... • 1 
.... 
~
 

1 1 
... ·~ 1 . 
~ :i 
j 1

: 
¡ 
i
~
 

l i. 
:: ' 



~·(al ~a•ltta te •ten~ ~·p0•l~i•~ a U.atl••• en U.. •ntol'DO . 
.. 1 ,...,º a • a •• •1 q;..;. t!(a) ~ o;·. •n•o~o .. el .~10~ '·t(a) .. r¡ úo llfZl• • · 
Nl~tl~. 4e la. funol4ne ·'· • . . ·. . 

.. ·.,' .. . si. •• ·1·• •la ... ~loion••· t•(a) ... u~ tr.oipo, paaando .••. 
upti~aa ;o'aul"'•• ot~alR t(a)aer• •ntnncen, un>atntáo~laUvo c1e1a 

· f\mol&n. ·... ......... . . .. . ' • : > · ... · ·. . . . • . . . • . • . . . . . . .. ·. .. 
Cuan4o, 4.entro de .laa oondlolonee ••tableuld••• el elcno t•(a) no 

oaa1tlat la funoi&n no preHnb d.zl•o· ni afnlm~ el tomar. el vlllor t(a). . 
' . ' ·. ,,;-- . . - - " 

hht~n, por 'oon~lsut11~t~~ doa 00Í'ldi~ion~1 11. ~oniUderar en el pro­

'l•• flU9Htudl&aO•• IA prl~I' ... la oon41oic!n n•c•aari.a para que la,~ 
ol&n pHento .""' valor oat101onari~ en un punto, en hnto .cau• la ••~tnda e• 
Uft& OOn41oic!;,auf1oiHte, •n Yirtu4 4e. l~· cual H puden 4lat1neulr loa d • 

d.o• 7 afnimoa nlaUvoa 4• otl'O• YalOl'•a aataolonarioa .4e '\111• · tunoldn uni 
fOI" .. oualquiara. Aabaa condlolonea, ccmJuntamente, oon•titl.lfen una condl• 
o14n uou;>ria 7 •u1"lo1ento. · · P\iede cl .. r .. otra toHa, aurica\19 -..noa preolaa 

de la condioidn neoeaarla. si 7 • f(a·) i>reaenta un valor estaci1>!lar10, por . 
' •J•aplo un alxlmo o afnimo relativo, en un punto, entonces 7 ser' moment• -

nea .. nt• conatant• 7 •• tendr' pllr~ incre111e~to ·~ p•que~o de a a partir 

d• ••t• valor caue 47 •o, egroxi•ademente. De aquf.a• deduce que al oon­

elderar una tuncl6n an. une poa1oi6n d• a~bo o afnh10 •• le puede conaid•rar 

ººªº oonatante en un entorno del punto oorr•apondianta. 

. Debe aubra,yaraa qua un abi110 relat'ivo de la tuncidn no •ignitica 

naoeoariaa•nta caua l~te aea el ~or d• la aiama. Un af%illlll relativo •• 
el•l!IP:• un Yalor aa.yor que todo• lo• vdor•• prdxi!IOa. a 11, es decir, qur to-' 

do• loa •alo~a cau. to11a l~ tunoldn en un entorno del punto •n cau• dicho •'­

dlllO •:ate d•flnH.~, p.:ro oona14erendo pUllto• •'- alo1Jadoa, ea obvio 41ue Hi.S 

tlr4n •alorea euperlore• 4• l• f\lnol&n. Anlloea111enta, un afnlao relatico no 
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.. J~.; aa obtenb• la tul• ... fÍ(a). 
; . . . . 

'\-., 
· ... 

._ . ·.·- ·.-· . . . . ;' , . . r:~.,.. . . :: 
.2.~.11 naolYed la eouaol&.a t •(a) • O,: º'tenilndoH 1M nloeli · 

•.. ' ' ·. ; - -
' 

~ .. ' . : • • a, s • '· • • •• • ... ·• 
).- ·• 'º•rÍ euoeal• ... nt• . oa4a Una .... , .. • nfOff tara •• en .. · 

llaa4aooa arreglo a 1a0 oualtu1era 4e loa •t.cul•nt .. Jlll'00941•1•n'°9t 
,. 

a) Dat•ra1naclcfn d•~ oaablo 4• alpo HJal'iMnta4o por t•(a + ai), al ,.. 

eu •• .. pUYa a poau1 .. la a.. · 11 t•(a + a.),. .. 4e poalUYa a uptba, 
f(a) Hr' un -'aimo·ftlaUYO de f(a) •. Sl en oÚblo •UtW4e lo ooetnrlo, -

f(a) aerl W. •ÜlM relaUYO de t(a). Qau4o ao ealata 0 .. 1110 alCmo •• -. . . 
aipo, t(a) .... , un )luato •• lntleaidn a, f(a ). 

' 
.,. 

•) la oaloul~· t • ~(•) ., M deteralna eu ,1po. 
f(a) Hr' wi ll&illO rel"UYO •• la funoidn t(ll). 
t(a) .... , un .afnillo relaU•o de t(z ). 

·in r• •(a) •• nepu .. , . 
Sl t• •(a) aa poeHiYa, -

r.o9 atcui•nt••.•J••ploa aclararla ooaplet ... •t• el altoclo. 

1) ., •• 3 - ):1.2 + ,. 

ae Uene1 
2 r · ~/u • )JI - 6a • )Jl(z - 2 )1 •·:. • 6a - 6 • 6(a -1 ). . 

~ . 

loa Talorea ea\aoionnrio• de 7 apareoerin ouanclo )z(z - 2) • O, • 

•• deolr, p11ra z • O 7 para z • 2. Loa Talor•• oorraapondlen\eade 7 en -

••toa puntoa aon 7 • ' • 7 • l. Para ••r •1 ea\oa aon lllziaoe o afnl8oa -
rela\iToa, ten4re110a1 

~ 2 
para a • o, ...!...z_ • - 6 ' 01 para a • 2, -f...L • 6 :. G. 

.. 2 . ..~-



l9 tuitoldn u~.... P~•• \lll .¿imo rilaU~o ~al 
.. 1.-1 .. 1pa1 • 1 •n :a ~ 2. · 

1) ., • 
. • 

• 4•rh.,a .e, .,, .... ·-~ l 
(• - 1'!: •.', . . 

... __:,_:;~~ .. ' 

•• •• n•U•a para •odo nlor •• •• i. funol&n o~oe, ~-·• 4e •alorH 
eetaoionarlO. j, por lo tan\O, •• aáirtmoa 7 iilfni•o• relaU•oa. loa oUl"la • 

npnaen•aUYa 4• la tuftolln .~· •• lllpl~bola equll•tera oo~ adn•o•u JIU'S . 
1•1•• a loa .~ ... •• ••14ent••nte, oareoe 4• tancentH ,áralelu al .•3• -
Qa •. 

)) ., . ,_' 
·' •• - 1 

I 

•• .. rinda .. , .,¡~ • :ahi ~ fl ... 

. <•' • :a ~ 2'i' 
~ . 

•taten io. •alon• ••tacionar1oe · 1-,. 1, JU'• a • o, 1 • -1/' 
plll'a a • 4• 1a .. 1nan4o ahora el •lBftO 4• la 4er1Yada an un in\el"Yalo •• • 
H\Oe JIUll\Oa, •• '1•M qM • 

.,¡.._ • b(ll -4) para a • bt 

<•" •• - 2f. 
q/,U-• . ll(ll .. f) 

<•' • , • • ier 
para a•·~ • •• 

le Jri•ra ezprH1dn paH •• poatUYa a · .. caU•a O\lan4o 1' to .. •s 
lorea ..., ...... lloa 1 paea .. •• .. •1•a a po•l•l•• 4eepula. loa ••«UD4• •~ 

Jl'e•iln .... 1. 4• •lino•• ••ntl4o opueato, al •arlar .... la al ... aanera. 
J.e ,_.,,_ preHnt .. por tanto, • .. dao Nlat1Ye lpal a - l •• ii )ÍUato ~ 

a • O 1 • afnlM rdaUwo iplll • - 1/9 •• • • f. 

" 



,._ ~ 

"\ 

1 /" ·-. • • • . ,_ 
•; .,.. ,'• I;•/ • 
.-"-.. ·.,. ... "-

. ~~ ·.~' 

¡, .(::''9ó 

. . -. , _ ___ -.· ~:~t~r : · .. ___ . __ -__ -. _ .·- . _ -. 
· · la· ~l'loao ele ••·'• · ouo •• 11• . aúi•o ele la tmot.la •1 mean 11• --

el afafÁo. -·- ;·•t• lle~~:;'ij~nte•~te JllU',ddJi,oo, _ .. dello a ,"'8_ la funolfá • 

8e. ~- lnfbUa_ •1r:í;i1':'_j.to• a •·1 7 z • - 2. · i.'atcuieat• ticun ?, 4t 
" .' : • 1 ' '. \ ' i i ., ; -' '. : .. ' ', ~: " .. · : ; . . ' . f • '. : • ' • ' • • • • ·: • • • • • • ' ' .. 

aueetn la PNHnola •• dleoonttnuid .. éa lntinitú 1ue intl~a 110bN 
lllalao'.I afalm ele 19 f'unol'8~ - · - -- -- . . 

' .. , . ·', 

1 
.,,, 

1 - ' , . 
1 

ftpra t. 

1 1 , ,. • .· 
1 
1 ~ • 

.,,_ i 

•1 __ , •JI • .J - • 1 11 ..... • : .. .. J ,e:: ____ _ 
i . ; 

•Ya 

.. 

Poi' otra parte ouando una tunct&n unitOl'H · 7 • tb) fl'•Hnta •a -
inflezi&n en un punto donde la OUl'Ta oorraapondiente oru&a de un lado a -­
otro la taneente, el •ie!IO punto ae de~ine como un P'lfttO de intlezi&a. 
Le propiedad mia iMpcrtant• de loa punto• da intlezidn •• 11u•_ en elloe'tlt, 

1 n• lugar un CAmblo de ourvAtura, ~• decir, la ourYa •• tranatoraa de oon -
fflt& 8 Odncawa(b11oia ··a 1 origen), O Yioeweraa, HgWt ae paaa, ele cleNoba a 
laqulerda a tra••• del.punto. !ata pl'Opledad reaulta ••ld•ate ea loe oa-
10• el• lntlaxi&n repr•••ntadoa •n la tlgura J. lzlaten do1 ol~••• da Pua 

1 to~ ele lntled&n. loa de la prlmera olaa•, lndlcan un oaablo de O\ll'YatQM 

raen l• óurva da oonvexa • o~noava (•lata dead• AbAJo), al aovarnoa aobre 
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.,, 

. . . 
-~pl•'•· 7ia ·- ftO ,, ... 

. ~· ... t¡ ...... •uh· la '9:rofta .Ül'lYada. 

u •. ' , fu.a todoe 1111uelloe ouoe ea •• · la teroera .. rbada ..; la ,_ · • · , •:' ' .- . . .. .. . 
olcSa ~·(a r "º .. anule el\ ol punto a • •• .. . poclr'8 ..... 1... loe . •dOl'eo •• ,. 
otonarloá 7 do iatlesicSa do t(a) ,_ •41o 4•1 dpleáto •ocauoea• 

Yalor ••tao1onu1o · . . falo.- • Sntle:slle 

/ . . \' / ~ ' . . . ' ... -. 

Yalor 01:.t~llO . · ·· .· . . Yalor ••taolo~lo · . · .. . falor de intle:alcfa 
· ., • lntles:H•. . •• ••t.olonarlo 

t•(a) • O f"(a) , O 't•(a) • f"(a) • O t•(a) ·~ O f"(a) • O 

. . - ' ' 

Jua Uuatnr ol .. tollo .. looallaulla de i>un~oe·4o· lntl•:a:.lcfe • 

loa ouoa u tuno tona a paUoulare• 411reeoe loe tó• •3••ploe •tcul••t•• a 

l) , • _, - )7.2 • ,. 

Sua d•ri•adaa auoeai• .. aon1 

'7/dz • )z(a -2)1 •2T/dz2 • 6(a - 1)1 •17/ ta3 • 6. 

llibte, en Ht• oaao, un aolo •alor de intloa!dn _d• la tunolda, ea 

ol ~to a • l, on ol que ., • ). la tercera deri•ada H Po•UiYa 7 la 4H•1 

Yada aogunda p11aa ~· nagatl•a a P>•itlYa •n cliobo punto do ln~laaldn. tete 
¡iortanooe, a la ••aunda olua, o .. bt~ndo la ourvatura ele. ocSncaYa a oonvaaa 7 

aloan1ando el oootlotonto ancular d• la t11nc-nt• (~al a - ) ) un oíni .. - -

relati•o. at la ataui•nto ftcura K, •• lnclioan al punto .. infla:dda P I -

el •Id.o 1 otnt.o, A, ., 1, .. la ouna "preaaaiauwa •• la twtolcfe. 

1). ., • a4 - 41:.l • 16a. 

'·· .. :· 



·: ~ 

. .,,.;,,i. •<•·- ~>'<• · •. 1)1 , ~,/az1 •rh(~·~:,)¡> 41>7/u3 • 24(á--1). . .... ' . . ."' .. . . . . . 

lluw• 81l•f' toii puntoe .. lnt'lezt6u · 7 • O. ~ a • O. e 7 • 16 · 
...... S •fe·.· .• el JrUeZ'Ot l~ Ml'OeH ler!Yde ea 8 ... tiYal el pmto te"".. 

tat1 .. 1• pert .... • a la prl-ra •l•H, ealalanto . la ounatura lle ºOIWH• a _ 
....... 7 el eoetioleat• ancular .. la tanpnt• (lpal a 16) •• m ~11• ~ · 
lau.o. • el ...-.o, la teroeN llorl•ada H PoelUT•t el purato •• lntle- ·. 
atda •• .. ·1a .. ,,_. olaaa, o .. ltlanio _11 CNl'Tatura .. o&noan a ooa.-1., ' , 
teatfittoea, ede8'a, it• laprl•ra 4ar1Yada •• ta•blln nula•• ttobotunto. 
11 pate .. lla4o ••• JIOl' le hato, eatacionarlo , .. lntla:dcSnt alooeti -
•l•te ...,.i ..... la \anp11to •• aalo H ••t• punto' oonatH~• wt •flli• -
ftlatl"• t. •lcul•ato flcve L. -•tn la pitl•• •• la °""ª oorreapoe-
tloate té. ~•ta r*11a.; . 

'1.-. L > 

d .: :;1tl - .3 x. a. +s. 

.. 

" 



J ..& J " 
-•o 

&-i el análiaia ateotuado anteriormente bemoa tenido ooaoldn 4• 
aatableoar lu debi<taa clletinolonaa entre con4icio •• n•cosariu, oondiol .. 

n•• autioiantee 1 oondlolonea necesarlaa 1 autioi•ntea. Laa algviant .. --.. . 
obaervaolonea tienen por objeto aol~rar, da una llanera 11aa co•plota, la na-

turales• da aataa 41at1nclor¡•• 7 cSe11taov au i•portanoia. 

Pa~a ••pesar oon un aanclllo •J•mplo, J)OdellOa aa:amlmll' 11'9 ooncll­
oionH •a.Jo lu cuales un ou,drilátero •• un reoUngulo. In pri•r lucu, 

d •1 poU'go!lo •• un rectángulo, wo ·de ·aua inguloa t•:utr• qua aar raoto, -
aiando lata una oondio1dn neceanrta. Aunque todoa loa l:'eotÁft8Ulo• ti•n•• 
un "'culo noto, e:siat•n, ain eabar4r0, otru tisvraa pOll4trlc .. ooa la al ... 

aa propl .. ,.d. Si Wto .. lo• "'culo• ••?- polteonoae, ala aaberp,. rento 7 -
todo• •1111 la4oa aon iaual••, la figura dabari ••r entono•• un raotinculo, -­
tan14ndoa• ad una eoncUol&n autloi•nta. 'l'odaa 1 .. tlprH .. ollltl'iou •• . 
tangan la eapraaacla pr~pledad aon r•otinculoa, ~ro e:slat•n atcunoa reotin­

ploa ( •• dao11, loa •• no eon ouaclradoe) •u• no aanitleatan dicha propia -
dad. t. últl•a oo~dloidn no ••• in»•, c09pletaf eato ••• no oonat1t\qa --



··-'...-o.:,~ :,~~:;·!_ •' 

... eoftcllol&n neoeaarla 7 -~f.lcl~nt•~ , :Jól'·'Í1'llll09 •1 •1 polfaon~ .. - .; 

reo\iftcul•, ea\O'l~H tafto 4e He ÁnfUioe 9er( ffOtO 7 .los le4oe opuoeto• 't •. 

pal••~ ·· ·. leof~ooueríÍe, .d úna ·fi~~ ceomitrica Uen• un inpb "º'º 7 · · · 

.1" l~dCM opueat~• il'\lalec, leta aerá •~tonceá un reotlnBUlo. 'feneaoa¡ •• 
,ta\8 OMOt una eonllioicSn HCHl!ria 1 auf'icientOf ee 4eCil't la COn41oic$n H 

o~pleh, 7• ''"' inclv,y'• a todoe lo• rect&n&\lios 7 nsdii'. lile Clue a los no • 

dncul•. ···. ·. . . · .· ., ·. · . ,, .·. . .. r• ceneral me. oondlo16n neo9suia para que ee varitique cierta •. 

proJ11•4•4 laA 4• Hr. tal que, 9i la propiedad •• pruo.nta, la oond1c1~n que-

ta entono•• aatlafeoha~ la MndiólcSn ea utiatecha por tod1111 llla coau • · 

que aanif'ieeten cUoh• propidll4, pero puede tambi4n eor · eaUetecha por otra 

ooH tue no h tenc;a. Tba oondioi6n ea euficlent• el, al veriticaree. lata 

la propiednd .,.,,. 11.l(rt'.!', L! cr.md1eii:Sn ne. e: :i:iti:!ech3, en o.::to. cn:o, ~· 

por -caueUlÍe ooaae tue oarezo11n d• •la propiod~c:l, s-ero .Pu.?de tambiln. ocurrir 
. ' - ~ . .• 

t• alguna• d• lea ooaaa que 'poaee~ dicha propio.dad no la a11t111tesan tamPo-

oo. . ~. oondioldn oa necesaria 7 aut1c1ente C\l!.ndo se dan. en ello ls.a .doa . 

tol'llsa doacrltaa, ••decir• ai la coaa posee ls.propiedad,·1ntlatec1 la OOJ!. 

4lo16n, 7 •1 la oondicidn •• aetiatecha, tendr,·lugár la propiedad. 

UD OAllO iaportanto, relacionado con la distinoi~n e~tablec14a, 

tiéno l~ar al estudiar laa condiciones de loe e!ximos 1 11fnimo1 relativoo 

4• una tuncldn continua t(x), qua admita de~iveda finita 1 contfnu,, •. Se -
--· \ 

"1n 4lj1moa, ""ª oondio16n neoesnr1e de m~xirno relntivo, •n un punto x • a, 

•• ,ua t•(a) • o. 'Esta condicidn ta aatiatocha por .todos loa val~rea 4• • 
an tUll t(x) aea un ahimo, paro tambiln en otro• caao, por ejemplo cuando -

aparecen afn1•oa relativoa o puntos de intlexl6n, tembiln ae cumple. tba 

oondicicSñ auf1c1eat• de &altilOO r•ll!Uvo ea que f''(a) • O 1 t"(a) ~ O. 
Si••Pr"• tue oota oondlofdn •• aatiafeoha, t(x) praeenta un ll!Aximo, ~ro 

JNed• \oaor taebiln otro• aáximoa, aun cu~ndo la oondioidn no .aea ~atiat ... 

oba. Ull~ oon4loi&n neoeaaria 1 autioiente. 4• aáxiao r~lativo •• c¡'I» - - • 

t.•(a) • O 7 t•(a) oaabio 4o podUYa a noga\ha on un entorno 4el punto - • .... 



.. 

t 
1 . 

. .· . Pu-olaleá~.;; as 't1na l'\IDOlc!n de do•. •elablee .. - - -
a • t(z, , ), taa' ~,aJ.tablee z e' 7 pue4•n wartar de \In& manera oomp1•i ... nt• 

independiente lllla. da···otra.· •• puUoulu, ~.··puede .atribuir a una •• l;. .. 
wulabl•• an walor tÜo 1 háoer que ~arte fnloam.nta la otra~ In ••t• - -

ouo, la funoldn aater1or,ueda.reduo14aauna tuñotcSnde una .ola nria -

lile. 'na Ht• •odo ••' podrin obtener do8 tunoione• d• una aola wartable, a 
•ab•r• a ool!IO t'wlÓl~~ el• z, etendo ,- ooruitante1 7 • 0091> tunot&n de 7 •Sen-· 
clo 'Z oonetante. La derivada ·en un punto de oada una de eatas tuMionei ae 

p~dr'l definir 7 oaloular ex11otament~ oomo en •l oaeo de una eola •arlablil, 
aplicando la t4on.1oa 7aconoclda. r.u derivadas ul obtenid~• .~ deno11lnu 

derivada. parcial .. de la t~cl&n 1 • t(z, 1 ), 1 el ae he llama PllJ'OlalH 

porque e&lo ••tán definidas pára ~ariaoione• au,y P!ll'tioularea de· la• var1 .. 

ble• independi~ntea. Una deri~ada paro1al resulta cusndo z Yar!a, •ante -

nllndoae 1 oonat8nte, 7 la otra1 ouan~Ó 7 warfa 7 x PGl'lll&!l•o• oonatante. 

st la tunci&n & • t(r• 7) •• unifo1·1110, 9U derivada parcial ree -

pecto a zen el punto{x, 7) ea el límite-de la ra&dn, 

' t(z + h, r) - r(x, 1) 
la 

cuando el inoromcnto arbitrario b tiendo a ooro, 1 la·derivad• parcial - -

asf obten.ida 10 dosiena 0011 la 'notación d 1 • :> t( ) o bien • • • . ~ ~ z,;, a 
t':r(:r, ,). u z "z 

l.8i• notaciones son an~logas a lao de las deriv~d~s ordinariaa1 P!. 

ro, para indicar quo teneoos la del'ivad11 pnrci'll raspocto a :r (es decir, 

que la otra variable r.e mar1t1ene !iJa), ul!am.;s el e[mbolo "~ • en lugar de 
"d" utilizado para las derlvadAs ordinar~aa, o ooloca.~oa el aub!ndioe que -

aea necesnrio, eegltn el caso. De aquf resulta 1~ •1BU1•nte 

DEF'l~íICIOR 1 

p~to(:r,7)•u 

úa derivaJa PAroial d• 1 • t(:r, 7) respecto a zen el -



.LL • ~.·.-~<•· 7 > .··.,'· ~· ~. <~; 7 > •. :;·11. re..•· z> -:1tg. z> .· 
e> a .. ·~ .· . a · . ª· · . · . '-t o . h. · .· · .. 

7 la d•rbad" paro1al l'Hpeoto. a 7 en el •l••o .·puntct .•• 

:.u_i) • -'L tC·'' .,') • •' • t~ Cz, 7 l ~ lta tb. z • t l - tC1. i).._ 
~ 'iJ 7 · ·· . ..7 7 . .·· .. ti _. O . . IE 

: :' . 

.. oonvenient• a ftoea uUUaar notaoionH í'lpra•nt• dl•Untu. 

at, por· eJeaplo~ • pueden uUUaar iu,not.olon•• frf 7 '.J-! •a lucu - . 

•• lea L•.. 7 .d • • . a , 7 
~ .. Ti 

11 •icnlf'laado .. laa cler1Yadae parolal•a apue~ .. aañ.ra llle - ._" 
olara ouando •• · interpretan· .. o.rúo ... nte, . • la tlcuia •~ P ea ua punte ,. . ·. ·' . , . 

.. . le euperf'tote • • t(a, '7)'4etlnl40 por lo• nlorH 1 e, • la• vula -

l»lee lndepencllent••• Se pueden tra•ar JI01' P cloa aeoolon•• Y&rUoale• .. - · 
' .::;.· . - . 

la aupert'tole, una perpendloulu al eje CW 7 la otra al air. ta prl•ra ea 

la curva d• le auperfloie c¡ue paea por P en la dlr1oolc5n O, L e indio a la -

variaai&n. de a al variar 1. a. ••ta ••ocl&a la varillble 7 oonaarva el ,, .. 

lor oonetante l~lolal en el pw¡to P, i. tancent• PP
1 

a la aeooidn ea I -­

tiene ooao ooetloiente·ancu1ar la derivada el••• conaidera4a ooao f\alol4a -

clea~ •• decir, la cl•rlvllda parcial en el punta (1, 7 ), Po:r lo tanto,,- - -

j) a/da debe .. r oo:i•lderada OOllO el ooetlotente anpla:r 4• -1a aeoot4n ele -

la auperfioe en •l p ' •n l1t cllreooldn o.a. 

An'1~g1t .. nt~, .-1 valor de ~ a/J 1 en (a, 7) aide la pencllente .. 

Pr
1

, •• cleclr, el• l" 
perpendloular al •J• 
tlole •n el pun'o P. 

tangente en 1 a la eeooicSn vertloal .. la .auperttele • 
Oa, •ato .•• , el ooatlolen\e anplar S.lf ... la aupal' -

Par ecanaiplente·· 1 

laa derlYad11a paroialH J.¡J a J J.¡J J uclen- lM ooetlolea • 

tH ancularea O pendientH ele laa '•llCHtH & la eu¡i~rflole a • t(a, 'I) .. 
el tun\o P, d•flnldo por laa ooordenadae (s, 7), traaad .. •• laa doa •lr•o-

olon•• orto•onal•• correapondlen\•• a loa planoe perpenclloular•• a ~o• •J•• 
• -'1¡,: ... ·• 



....... :. ';f;_',;·-.' .=¡ ... 

... ....... ane_,,. - u.e •tttent• na ~· ... 1 .. ••1 ooeftole!l 
.... ...,..1 .... ia 1uperttol• •• oualqutn ou~ ünÓollll. 

·~·, "+, .•;, 

? . . --.· '.' .. ,... ,.·.· '\,:. ... " . .: 

11 ..i• ... '.¡} • ... f pua•~ <á, , > •• ,.~~ no ed10 .. 1 ,,.i. • 
.. a ..... el •1 JIU''1901 al tollU' el Ú•i'9 t'IM def'lne Ja 4er1Yadl ~Nt-

. . . . . . . . . • . ' . . ¡-- :: . . : 

al, •1."'IO. '-"ti• .el •alor .. 7 •• PH...,.oe oonet•nt• '4\lraat• el PJ'OMIO • -, -. - . ;., ~ 

.. ,. .. al lflllte~ . la .... 1.ac1&:.".parolal, ,ue •Id• la pendlent• ... la.·- .. 
• • ... ·- ~1•. ~ . ">l"' • • • -·: • • 

•••• a_ la .upWtlot• 1 .;. t(a:, , ) ,.. el 1Mtto • 1 •n'·1a üNooldá o.•·, -
••t• ~.-..u ... ouan.O •tobo ~to ~-nen,.••-~uaiqu1é'r aoto-/-.a·c1eou, 
....... unía o ubu Hriabl~• a • 1 •artea •. 

. ·· -i. .. flatllcSD .. • 1 .... rlY~du Jai'olalH no laplloa •••nolal•nt• 

aueYO• ooaoeptoe, 1 pwdea, pÑ. tanto, ol.Wlue• .. u Mfo panoldo al •• 

l• .. 1-1,,.c1aá. o,..tu..1... la nrlabl• · 1·Hpeoto • la oual no .. derl~•• -

4eMr• por nJNHto, eer oon114erad• OOllO una oon1tante ·ea el prooeH de -

.. rlwaot.S.. lae re•l•• para oaloular lea derivada• pal'Ol•l•• de la• tun -
eloMa ~.,_at•• aoa, enparUouhr, u'loeu ~ la1 ,ue •• aplioan en ol o.a 
•o di la1 dert•adu 61'41narlaa. la tol'lla ao41fioada de la regla para oal­

oulu la derlY1tda. •• una tunol&n ele funotdn •reoe, •in ••bar.ge) una oba•r -

, ·yaoidn apcrte. Puede e:apre•ar•• cld ao4o eJ.,u1•nt•• 

. , lt • •• ma funolcfn unltor• •• u, elenc!o u , una tunoldn wiit'oree 
de a • 1, entono•• a •• tuno1&n 4• • • 1 Por inter11ed1o 4• u, a1endo aua d!. · 
ri••d~• paroial•e ~••peotlvaa, 

.il •La • u 
1S •u . 'b a ' -~··!..a·~-' Ti .. ·1/¡ 

• perUoular, •1 • •• una tunoida unifoi-N 4e a a 1• H Uena, 

J • ..-1 L_JJ 
,... u • ... -¡-¡ ' -L..• • •• h ) • ra , # n "'· 1/•·· 4 . . ' ... 
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. .· . la t.~1~1a. .. t.ri• ........ 1.1 ~ ,.. •• au .. l•u ... ·• • ie. 
·;_/t. ,_lenH .. Ñ• • ... fti.1a•lea. : < lf · • ;. f(a, 71 •) ~:t.. -. 
,_.¡,_ •ifone .. '"ª ftl'la•l .. , • fOlh4 eatonoea oM.-• .. "8net•-· 
._ •e•lll'la•l• •lHPHc••• M ... .a1ore• fljoe a lu •oa ... at•tea •.. - •· 

' llte ..... i...-.. .. '"• ,.._ u~iinh•~ a •abe•• . -t•atn•o ~. , a 
f'lJ•, tnllndoee entc>nOH a • eaeo tun~lda •• a •ol.-atef toun4• • • • . 

· - ,_.1'8 • 7 (a 7 a oomo eon.taat•• )~ 7 ~iller,n4ol• •. 04IO ua l'wlo1,. ·- . . . 

.. a, Undo a• e 7"HloN•f1Joe. · .. Podda •ttnil' PGll' lo tanto,'"• -

.. J'l ... Ú JaNlal•• J w/. J •• du/) 7 7 )V/~• •• la tunoida wa oual • • 
•mv ,..to (a, 7, • ), aien4o Poi' •JHplo, 

'""' .. "' 

t: • lf• ((¡ • lle Ze 1) - f(s¡ Ja JJ 
..... , ll 

• ._... .. JICHIÑa oM•ne• .. oa4••• ••••tu ••rl•atlu JaNl.­
i.. .. Pl"i•l' _...., '"ª 4• Mcuftdo, oon lott• H tendrC m total den.., 
~ .. l'lTadll8 .. iiepnto Ol'den .. la •1•• tunoi&a. n ol'd•n •• 4•l'l•aoida 

.. ladlfo:rwnte, paa to4u la• f'uftolonea oonUnuu or41nu1 .. , 7 en ••to .;.. 
o .. o, ·poi' lo tanto, •dlo U-. 'º be .. 1. 4•rl•a4u Jl'll'Olal•• Ol'a&a4u 4• -
•,unto .ol'den Mrú "dlt•NntHe lle aquí :rwaultan •cSlo '"ª •••iYadu pa.- · 
olal•• 4lnot• ().u/Ja2 ' Tu/Jl ' ~Lu¡.a2 ) 7 , ... orucacla• cJ~J~7 , 
1•.¡~~a ~ ,;iv,h7tla),. • Hldente que lu otrae nota~on•• 4• lH 4er1~.­
da• J»trolal•• pueden tain•tln eplioar•• a ••t• ol•o 4• tre• YllJ'la•l••• - • 
Po4Pe110• JIOI' dlti110, o•t• .. r en c••o n••••~rio, derivada• parcial•• 4• or -
.. n aupertor al Hgundo atn ••• que aplicar c1e nueYo el proce41•1•nto .. -

••rl•acidn. 

at el o .. o pneral- de ea tuncl&n unitorlM d• n Yarlabl•• 

• f(a1, ~' •••••• s0 ) •aletea a deri••d•• de prl .. r orden, 

t.z.. , l.z._ ' .•••••• 
'•1 ila¡ 

lL. 
) .. 

7 • 

.. 

~ -'·' 



••', 

. ca1la ~. 49 •nu oorH•JlOft4• a la •qlaot&n ~ue '•zperl .. ata •.ai. 
•arlar une .. laa.•arlabÍ•• ln4apend1enttta9 per1111neo1endo ooutant•• 1 ... -· 
(a - ll l'Nta~t... •t•ten entonoH n2 deriY114u parolal•• d~·•~cundo ore 

' ' f . 

cien, pero e.te adMro •• riduoe, en el. ·oalio d• tunoion••. oondnuu orellna -
rlu. In .eteoto, •:d•t•n •n•••• oaao, n derivadH ~oial•• dlreotu, · 

• 
. a ·.. J~ .· . • 
~ •· H ........ ·A 

J Z¡ . ·. t) Zz . . t\ •n • 
• 

7 1/2 n(n ·~ .. 1) 4•r1vadsa paroialea oruaadaa, 

. " . . . a . . ~ .. . .. ~· . ,).¡.··, ~' ., Jz· ' ••••••••• •• . J l > •1~ .. ~.zlc) •3 ~z~ •, '~·18 ª• 
e_z l. >l. • il~· e\& . .. 1 ' •...••..... , ' 
~·) '•2C> ª' J~~Jl, .•. . . . >sz ) ª• 

•. 

' eto9, 

,r.,' lnterpretaoi&n an•lUloa da lu clarlYadaa .parohlH u. pn91'e­

lba l11118cllata11t1ntu. l.aa derivad•• parcial•• da prlaar orden,. oalo~laclaa . 
en un punto dacio, alelen la varlacidn unitfU'la el• la tunct&n ouanclo una da• 

lac varhbl•• oreoe d••d• un valor dacio, peraaneoi•ndo ooriatant•• lu otr .. .. . 

veriabl••· Aaf, al ) u/ )z •• poai Uva en e.l punto (a, b• o), la tunoicSn 
u • t(z, 7, a) orecarl.al cree.ar a dHda el val~r· elaito a, tomando a 7, ,7 • 

reapectlv .. ente oon .loa valore• tlJo• b 7 o. lo •• pcaible, por aupueato, 

dar una lnterpretaoldn goo=étr1ca preclaa el• lac.d•rivadasp&r0lal•• ouanclo 

•Jll•t•n aáa el• do• vartablu indepe~dientH. 

', ," 

\ :.... 

1-' --·"--' ~:- , ..... ,,. 
1 .. , 

~/ 

1. 

' 



"...;. 

·. l"'· - ,. . ' ·- .. '4 • : • ··; 

l) AJILtc:,CIO'! D!L C&LaUID l)JP'3Jt~CI&L A PBOBL:JIAS ,.rncos DSL'AllALtSll 
. ~~ . . . . 

· .. · ICO'fCJfICO. · 
,¡ ~;. 

).1 th• obe1n•cic!n al reapecto.- Seg'Gn lle110e •i•to, en el • · 

An•lhia l'atea.CUoo, e:ri•t•~ ch.rtae relaciona entre b• •ariable• que dHor! 
ben el coinporta•l•nto de una tuncidn oualquier•f llbore eete caeo lo yen1110a -

Jllll'• lo• probl•-• de CAr,ct•r. eoon·'•ico, oomo por eJeáplo. h oferta 7 •1 PI'! 
oto,. •• puaden · ezpnslU' ··por iwcllo de una tuncidn i eu cuna correapondiente. 

!)eb9reaoe oouid•rar le derinh de una tunoi&n 1 le pendiente de la tanpnte 

a una ou19a 1 entono••• •clar11r eu aignitloado econ6aioo. 

Ba f'rec.uente en econoaf111 e:rplica la Yariaoidn dtJ una •111BDi tud 
t oon respecto • otr~ ~ttu4 1 utilisando dos tipoe de conceptos, a saber• 
el concepto de aarginal 7 el concepto .. dio. El primero se ,refiere a la Ye-

. riaci6n o oaabioe pequeftoe, de Y en 1, a psrtir de un Yelor dado. El coeto 

•arf,in1l , elgnific~rA entono•• el 0111~bio que ezperimenta el costo, ou111ndo en 

cierto niYel de la produooicSn , •• 1uaenta lsta en una unidnd llU3 pequefta. 
&t evidente que el concepto •~rginal •6lo poiee un eentido preciso cuando se 

considere como un lfmite, al tender el incremento de X a cerot ea decir, debe 
interpretara• coao la deri\'ada de la func16:i. que relaciona 11 X con T. n-. 
eegun4o •zpreaa la relacid~,1'~r cociente •~tre la variacidn de Y en un inte~ 

Yelo oompleto de Yaloree de 1, 1 lP 11mplitud do ecte intervalo •• 1 corriente­
aente, dea4e cero h!e\a un determinado val9r elegido. Allf, podemon decir que 
el ooeto .. dio eapre111 la .relacidn por cociente entre el costo total de una -

deteri.stnMda produccidn 1 ••i• producoi6n. • 
Se pueden citar ~lgunoa •J••ploa toaadoa de la realidad pt\ra ilue--

\rar loe uonceptoe aedio 7 aarginal. Slg\in Hrnoe la demanda da un biet\ 



oualqui•H.H puecle ezp.r~aar,,'81~0 cletu~lnad ... o~Uolonéa, por la Nl&ol&a 

p • P(a )~. ei:Pl'>H!lndÓ •l ·p~olo OOllO un•. tunol&n oo~Unua 7 cleoNoient• el• la 

demendae : ftiroel.»reoiop p1Íed~ Oonsiderarae 0090 el lnpeaoMdio obte­

nHc{oori .la dH11ndi1' z, e• cleol¡., ooilo el inpeao total diviclldo por la o•nU 

d1cl;cle~and~i4 , pro4Úoide. .IA ~ol&n 7 111 ourva 4• la de~nda; aon-por 1: 
. ·'· .. ' .· · .. ' .· " ·. ·• .. 

tanto equlY"1eotoa ·a la timol&ll 7 ovva del lngreao •dio. Coao ·.1 1ft81' .. 0 

iotsl 1 • ~P(z )ea t.i~bil~ una hnoldn el• la damaftrla, .. podr( cleduob oo..: 
. ... . .. ' . ~ . - " 

pl•t•áente de la ourva del ingreso total, ellngrno•.::iedlo ooao le pendiente 

da .. 1• reota OP que un• el origen d• OOOl'd~n.,daa o, con el corre1pondl•nt• -

punto. P -ele .1'1 ouna. · 

• ·.J - ' 

Si H aumenta b'o"'nUd11d de•1tnd~d• o proclucida, der-d• deterainado 
, •• " ': -· ,. ' •• •• > 

ni,el z, en. un. pequeño lncre111el'\tO 4 z1 aa noté un incr':'mento oorreapondiente 

, clel i~ao total que aeri Alt aegdn el aigno que t•ng11 ~R, el ing1'8ao to-

t~l ezperiaentad Un !l\llMRtO O \lftll cliaainuoi&ne 81 .. &U!llento de ingrHO pro-. - . ' . ,,. \ 

cluotdo por unidad de produccidn eiladid11 nrl •ntonoH I1t ruóra de ~! " .O z, 7-

•• deolr, el ingrHo .. dio oorreapondiente. 11 un o~.;bio en h pr~ucol4n dee­

de z • z +.\1:.. A Mdid1t q~ el -inoremenio de la producoicSn •• hace""ºª~,. ;...-
••• de pvquello, .. tl11n• lA r1Sc!n lncre•:ital ·inahnt&nea del ingoreeo en .el 

eargen·de ·1~ produ~idn"~' coac el.¡tmite de~, oua~do 1: ~ o. 
•• lleaa el ingreao •11rglnal d• la producoidn z~ eatando icedido por la 

vad~ de B coao tunoidn de z• 
In@t'eao •areinal ia ..!!_ • J_ (zP(z)). 

dz . dz -

Eete 

deri-

n in81'9&0 •1trgin1l .. , .por lo tan&o, un ooncapto 1betr11oto 'que -

adlo tiene eentido •~tea~tico cuando el ingroao 7 la prod•1Cai&ra Yarfen d8 

un11 •Mera continu..1 pero puede eiempre conaiderr.rae aollO un velor apro:aiu- , 

do del inare .. nto de 111 ai8118 produccicSn. ·GrltioHente el 1n..-eeo aarcinal 

que oorre1ponde·~ un~ Pl'OCfucoidn z, •lene dftdO Por el co~tioiente a . .,.ul~r o• 

pendi•~t• de la taneent• a la OUl'Va del ingr•ao total en el punto de abeoi•• 

•• 

r 



11 lltfl'N•Ó .úr•1nd .~ uu tunot6n de ie produo0tcfn a, ,. e¡~ a_u 

•alor clépeno •l••Íl" 4el •lll"B'9D rarUouhr •• · pl'Oducoidrl e:>natdera4o •. ' ~ 
Se JUecl•, pu•• traaar un• OUJ'Ya del 1rapeeo ••rginal repreeentlUMlo .l:• •• ~ 
rboi4'n que el incn•o llÍlrg1nlll •aper1•nt• al. oreoer l• Pl'04uoo14'!l. Del . · 

. • . . 1 •. 

•iemo llOdo qu• •n loe.oaeoa 4• l•• 0111'YA• del 1ftfr2'9•0 total 7 .. c110, ·la•""° 
oant1d11d•• .. _.14~n •n •l •j• laoriaonta1; ... ~to que •1 1.....-.-. ... ~i~•l. 

. .. la· 11endient• de h t¡.ngent• a le OUl"Ya del 1~·r .. o total, i. tOl'98 .. la 

om;.8 •• aqull ingreao puede daduoin• t'1cU•nt• 4• la del inpeao total. 

Con objeto ele eol~rlU' ••t• punto, .. pueden toear doa·tipoe de -

l!J'" 4• la d••~nda. -· I •u - ... 2 

DI un11 l•i: d• la d•Hnda lineal p • a - ba, .. Ue-

, dB • a - 2ba. -¡;-
• La ouna deÍ ingHao total ·ee, en eat• OHo, une perlbola de •.1• 

••rtioel til'igida bao{,_ abajo. i.a ourvaa del ingJ09•0 ••dio 7·a&retnal -­
eon reotaa inolinAdlle h~Oil abajo, eiendo 1~ tangente, referida 111 aje a, -

da le~. Gltim11 al duplo· 4• la pri•ra. La figura 1', preBenta la• traa cur -
·, Y•H citadaa en el ouo partioualr en que 1't dea11nde da1 ··1u11JcfU' Yiena eapra­

.. da por J> • 15 - l/5x.. Besulta oonnnient• 11quf,. COllO en todo• loa daaáa 
O••o•, traaar, aobre el •1•80 gráfico lft cUl"Ya del ingre&o ae41o, 7 clel in-­
greeo· IUll"ginal, retirilndolft8 a loa •iamoa ej•• 7 ••cal~• de ae414a. . Coao 

puede obeervaree, le ourve del ingra•o mftrginal corta 111 •J• a, ~n al aiaao 

·ninl de produoc16n en qQll h CIUJ'VA del inrreao tohl alo .. nr.a. el al:li1101 •• 

lata unn propied11d eeneral que ae 4ar1va del baoho da que ·en e•t• punto da 

la producoi~n l~ tat1€9nt~ a la curve del 11181'••0 total •• ~oriaontal, aiendo 
por lo tanto, nula au pendiente. 

!a naoeaario haoer un parlntaai• •quf p..ra conaidarar,la·bi:pdtaaie 

que :r-elaoiona al precio 7 • la de•anda da •anera tnn,ra•• •• deo~, qua un ~ 
.. rcado cualquiera, a•~1or ~cio, coJ'l'8apondarf .. nor da .. nda, 1 Y~C•Y•r••• 
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·ma1awa a)cuftoa··ouoa ·•n.l~• ouai.8 ••ta. ~1PcsteaÍa, ne»:,.·-
.. •erltloa; ~ero •n roaucÍ.4 eon eaou~. . . , .. 

'Le 111P4t••i• ad•~Ud& 111pÍ1oa que z deoreoe ouan~ p on•••H 4!, 
olr, Que la tunoldn d• la de•anda •• mpndtona 4eoreo1•n~•· i. tunoldu in• . 

. ·••na; •• por oondgul•nte, tublln 110n&toná d•Ol'eobnw• z. inditnenw ..; . . . . . ' . . 

puea toaar la da .. nllaooeo una ••rbble depenclienw 4ei peolo, o a la iDNL . . 

••• 
a• ·a(p) 7. P • P(a). 

Mba•. f\lnolon•• •• oonaideran 8quf \lftltor••• ,oonU'nua 7 110n&to· -

ftH decreol•at••• r. ouna el• la demanda 4eaol•d4e aonatante-nte, de ia • 
qulerda 8 d91'·00Ut prHantandO el. alellO UpeO\O ttft pneral, tanto ai ae toaa 

en el •J• p boriaontal, o ••rtioál. 
-:.;"" 

• oda oaao ~rUoular que oonatd•N~• abara tendNlioe que aile-. · 
dlr nue•.. llmlt.alon•• a la tozoaa 4• la :relaoidn de la claaanda ... 
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;- ' .r. fll"Uft' o, NJ>NHnta lé elHenela ·clel ••UOU' •n un Ml'Oa40 .. ~ 

teúo, oauUtu7ento, un OHO tÍploo d• un bien 4~ oareoe .. 19U9U\uUY09 

lU.eliatoe. .r. de•iln4a •• anula pua un pNolo u 21 peaoe poi' kilogn110, 
DO ~feo\uanelo entonoea loa OODaUllidoffa ooapra all'lfta a eate O a oualquler 

' ' ' > ' ' ' ' . ' ' , ' ' ' ~ . ; • .1,-

. · praoio 9Qor. , Pan pzoeoloe interiorea, .la•deunda aumenta en ;roporoidn ... :.,< 
' ONOlentO ae_.a el ~OlO eleaoieftdo, haata aloanur la Oantida4 aprozlaaaa · .. . 

·.ele .ao alllonH el• Js., •neual•• ouanelo .el preoto •• llU7 bajo •. 
~ta a uboa eJH' 7 H oonnza baoia. el orlcea. Co.0 \afta NPl" ... enUolcSn 
eJlll"at•da ele oate Upo de, c1 .. 11nda,, ~. p\JOde~ elegir una O\ll'Ta ele la de .. nda . 

.... H , a)ll'Ozl• a loa OjH ele llOdo anfloao a OOllO Ueno l\lgftl' oon, la bipl,._. . . : 

'bola oquÚ.ttera.oon reapecto a .ua u!ntotaa~ 

· 11 ·aa'5oa •• una •roanofa ele ellt!cU aueti tuoldn, inolueo ~ -
aue ale iaetiato• auoee1'1leoa, la aacarina 1 laalel. Pno la -.,oda 4• 

loe:artfouloa ~11eroial•• Jll'8Hntaa, en oada oaao, un olerlo adMro ele ª".! 
tltuti.oo. ..toe •• cll•tlncuen entre •f por ellY•r• .. oáraoter!etioaa,. oo-

. • jor •J•mplo, le oallbel o la ll&J'Oa de tfbrloa. 

A Y9cea "· oonnniente repreaentar, apl'oal .. dament• al •noa la -

le7 el• la deaanda JIOI'. •di~.d• una tunoidn de tipo detlnido, dentro de ol•r­

to ca~po de Yar1aY1lid~d d• loa precioe. Lll oui:va 4• !ti d••and• ••r•, en -
• 

to~•~•, de d•t•r•inada ola••, por ejeaplc, una recta o una parábola. !le ~ 

pueden del' 00110 ejeaploa adecuado• ele leyea d• la deaanda loa aiguientaa ti­
po• 4• tlinolonea1 

l.• a • .l..::.J? , p • a - ba. 
b 

2.- a • --1,_ - '• 
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2 ).- a • .L.:.L• 
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. lhllo"'i.~ ~ "". o1 .u .. 
Cada una de la• l•1•• que pre•e~ta110• ele ia d•aanda, •att•f11oen la 

oondiol~n ele aer llOndtona deoreoiente... · IA• •111rlabl•• :ir 7 p •dlo toan Talo-
rea poaitivoa, 7 • b 7 o, aon oonat~ntee en todo• lo• eeaoa. Si aon aprowe-

oh•blaa loa d~to• nu.lrlao• realeUllllle la d••~nda, ser' poalbl• aju~tlll'loa a -
la• oonat11nt~• 1 trasar un gr'fioo determin11do.de la curTa d• la de111anda. 
~ ourvA de la d•••nda oorreapondiente a la prl .. ra ley •• una lfnea reota, 
inollnada baola abajo, q\111 aorta al •J• vwrtloal de loa preeioa en el punto -

&, donde p • 11, 1 C'W• tangente oon r••JMtOto. a 41obo •Je •• i1JU•l • b. 

Alterando loa valorea de a 7 b, 0111abla;, la poaloldn.d• la· reata. 
Variando adlo el valor 4e a, la reata •• tr .. 1~d111r• psralel ... ate a af ala .. , 
al a&lo 'Hr_la b, la reata slr11d •n torno al punto &, eUuado ·aobre al •J• 4e 

lo• preolo•f ouando a 7 b v•rlen elauit•n•a•nte, la NOta oaabiar• au pc•t­
oldn por tra•l•oldn 7 rotaol&n. i. ••sunda le7 de la d• .. nda, repreeenta • 
una biplrbola equtHtera, de H!ntot .. p11ralelu a loa •Jea de oool'llenadH 7 

•.1' 



---~.:1-2.~-~ .. ~-··· ...... io. .. 1 .... ~.; ¿•·-;-
._, ... 19.nna .. la ••aen4aouttsa .. JIOIÍloictn~ ·tAot oamblo •• 1t 7 o ao-
1-ato.••l~ •. m .ria1•nto'4¡. traelaoic!n .. 111 ollrva,. ala •• lata e•• 
Me .. to .... I al~ ·'°*' 0Joaplo9 , M 41aa1n~ ~l •alor, do b1 le ouna .. tra.: 
l .. _, ltitoi• al hrsolla~ . ''fod..t~ on la wnleciln 4~Í •lllor de a, aa alM.• 

. . ' . ' ... '. - : ... ·: . - : ,, . ·. . .. ·. ' .. ·_- .·: : .· ' . . ' - . : ' . .· 
nd la .,_... ._· le O..... ••.la ... nc1.. •. i. ticur• P, : .. l'eJll'Hentan, •< 

· · o...e t.1 .. cÍurY;a., de le l'ona Uneal oonoaponclient•• • lÚ ai,uientH .... 

·fW19lenea te i.··•o..n.ta• 

a• 75;- 5P 

•• 600 ..: 20 ••. 
';-:+l• 

1· 

. p ~ 15~ 1/5a~ 

• • 600 _, • mo 

'':',',· 

o•oa, a ftJll'H•nta la de•nd• ·del H1'o•r, an alllonH "49 

kll.uoa, 08 un MN•dO en ·l i¡ue el J>NOlO p H HprH• en peooa por. re._- . ··· 

· '9ne.,. ,aquf va •J••plo e.iporhnt• del ••pleo da be co"latAntoe -
perillltrlo11a •. Si u ••be qua una daterainada reladon de demanda cornepon ~ 

' -
do a uno de loe t1JI09 g.noralea oltadoa, aólo quadl!J'• fijada la posici6n de -
la cruJ"Wa de lP. d••anda ouando se df a loe p11r4matroe.Y11lore• p~rtioul11r••· -
loe YPloree de a, b, 7 o, eerfn oonetantee par• une• condioionea d11d~a do la 
doa111nd~f poro toda álteraoi6n de loe Y&loree d• dicho• pnrlmetroe originar• 
una llOdlti08016n 4• la demande, Ou.JR n~turaleaa depender§ de 111 elteraoi6n -

perUoular que •• b~• atectuedo. 

Paeendo e otra obftOl'Y~oi6n, diremoe que l• demande de .ierto bien 

l, ª'·pueda l'epraadntiuo por laa doa tuncionea inveraae vietae anteriormente 
a • tJ( p) 1 J • P(a ), oonoeerondientH a la miaru 1•1 de 11 dem"tnda. ·Si­
•n•o a la da .. 14• 7 p el praolo, al producto 1 • ap, ae llR•~r• 1ngreao t~ 

tal oMenHo 0011 la •••and• 7 ol prvolo. S.t• oqvival• al ins:reao •un•t.a 
rio total quo loa produotoa obtienen de eua Yentaa, o lo , .... •• igual, al .. 
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g!!ato total •n dinero ele loaoouuaiclore~ tÍ'-- oolll~~•n la cle .. nda~ 
·~ 

1or ro-
·. . . .. . . : .· .. 

t 

... 
1: 
-4'. 

..... " 

tanto, a •· pC(p} • zP(z ), •• cleo11', que 1 ae puecle ezpnau oomo una fun-' -· 
cidn el.el ;iMoio o ooso una fu.'10icSn de 1A cleeianb: · Sin ••bargo la .Slth; : ..... '· ... ' 

upnetdn '•• h •IÍ• conveniente H aucboa oeaoa, 7 la tunoicSn .• • zP(x) .. 

deno111inií tunoicSn clel ingreao total oorreaponcllant• a la le7 clelA.d•aanr.:.11 -

d11da/~ _En Hh funoidn · .-nllogaaente a lo .que oourrb o~n b funoit!n. ele la 

demi11nd1t, H aupone un 1'égi11en 4• 0011p11ntenoia perfeota entre loa oonaUllici~ 

?''!80 

· S. evidente que deduciéndose 11t funcdcSn clel ingreao total d• b _. 
. . . : 

funoidn de la domencla, que .. ba aupuaeto_oont!nua, aerl ta111biln una funoicSa 

contfnua, oo•o vere11<>• .,,. adelllllt•, l• forma el• ••ta tunai.Sn depende ele la 

~laatioid~d ele la demanda, pero aquí dnio ... nte pocle110a llacer la obaal'Yaoidn 

de que si la cle111nada •• ellatioa o ineUaUoa, en un .. rl'Uclo llU,J general, 1, 
. . 

cHoeril o cleorec:tr•, reepeotiYa•nte, al .o~oel' la procluocicSn vendida. 
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• la ftcun Q, .. NpNMnt~ 1 .. ·aunu 4el 1.._,..80 total, -~lo 
7 ...,«inal OOl'J'. .. pondlentea al ouo JIQ'tloular en qua la 197 4e la •eunda -:. ~ . 
.. 1 ulSoar ea p • ,.!2!L - ''• 11 auno, la ~. 4el lnpeao iiuctnal 49,& • 

• - 20 . . . 
otende oenttn1,11111ente, por 4abaJo •• la OUl'Y& d•l lftCNllO .. 410, o de la de -

unda, 7 oorta al eje Qa on el punto oorreaponUente a la notuoolcfn en la -
quo ol lncNao total N 9'd•. . ~, 
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Abora bien, oupon.r&llOa que una eapreca dete~lnada prod\aOe un bien 
unlfor• X. oon liii 9,JUda de oiarioa faetona da produoclcSn. Al«unoe da ... 
tOli faotorea aon Utlll&&dOO en OantldAdaa fijaa lndapendiantaa de la prodUO­

OicSft •• la e•prHa, 7 .. aupono 1¡ua el ooato da oatoa faotoraa •• oonooido 7 
fijo. loa reatante• faotorea aon •ariabléa, adaltilndo .. , que 1 .. oondiol• 
ua do eu oferta oon oonÓoldaa, oe.o oourN, ,or ojoaplo, ouan•o puadoa .. -
•ulrlroo a preolo. do •ro1tdoa f'ljClllo Sa aupono, adod• que !~ eontioio -

naa tlonlou on '" la pr9duooicSn •• naltaa aon oonooHaa 7 flju. 
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Por ü1u., •• ac1111t•. ca~ l• .~preaa 11.1uata 4• tal .liOcló 1o• tiaoto~~ ~1• - . 
blee, q119 un• d.eterainitd~. produ~cicSn z del bien. X •• obUene el -~or, coato 

total C podble. · !ntonoee C quedad deterainado d OODOOerH z, •• ÜOÜ't 

e dapen4•r• dniOl!•ent• d• •• tenllndo ... · . . . , .. 
·. _, __ : . . ' 

e • P(z) OOllO tuno\cSll del ooato total •. 

X.• ... rhbl••. a 7 e, J1U9d•n to•sr eola•nt• valorea podUvoe. La 

.tuncidn eatf Hpreaentad~ por la 0Ul'Y8 del oOetO total Hferiela al eje h#i­

&Ontal a, 7. al ftrUcsl ·e del pbno. · Lfi• 41 .. rHJ ordenaclsa da i. .. ouna. -
repr•••nhn .lit Y!lrhoicSn el• ooato total •l ameatar la ¡irod.uoolcSa. 

,,;._..:. 

. Por oonvenionoia, H eupondrf en lo aucealvo CI• la t'\anotla del -

ooato total •• unltor11• 7 continua, a~o..ta act11Uirema , cuaaclo Jaqa por lo 

menoe, u.~ r~otor fijo de producoicSn, la ••i•tenota de do• tipo• d• ooato, a 

aabor• loa coatoa tljoa, que aon aquella. que oo•oioaa la eaplotaoi&l ele ..,.. 

na empreaa ind3pendienteaentt d• la procluooicSn obt•nide, •• d-air,•unque •• 
ta ••11 nui..: 7 loa coatoa vul!tblea, . loa que var!an en raa4n ellrect'.; oon 1: 

procluoclón lllcan1ada. Da aquf H .'111duÓe que lit ourv~ del aoato total oó,.­

tar• el eje Yllrtioal OC, en un punto .ituado aobre el.ori8en 4• coordenada• 

elevi~doae cont!nu-mante de iaquierd11 a dereoha. 8rt la figura 1, repr~••!l 

ta11oa la curva dol ooato total epropia~a, al a-ao hipotltlcq do una r~tlne­

r!a d• eaúoart loa ~aetoa tijoa aon aqu! de 250 000 peao• lie•anal•a, au.eit­

tando el ooato total con el volumen de produool&n, beata alcan•ar la •U11• • 
del 250 000 peao• por aoaan~ cu9ndo la produoai&n·de aaúcsr ••de 80 tone:­

ladaa. l vece• ea oorNeniente, p~rá lograr una eapreaidn aproa1Rada, al -

meno•, del ooato, p-r~ un o•apo de v~riabll1da4 d~elo 4• la produoolcSn, re -
prea•ntar por una tunol&n 4• for•a partioul~r •l ooato total 4• produocl6a. 

Loa tlpoa elguientea, eon alguno•• 

1.- e • •• + ta 

2.- e • H
2 .. b/ + • 
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La ezi•t•noia d• loa par•11etroa en tipo• d• ~oion•• dal oo•to, 
tal•• ooao loa antariore•, noa per•itan oonaidarllJ' Oftabioa lhq diatinto• en 
11 •i•ao. lef por •J••plo, la curva del ooe~o dada por el aegundo tiPo, -
qued~r• tiJeda dando Talorea partioula:re• • •• b, 7 c. ll TPIJ'.'iU loa p.-
~á .. troa, c••biará t••bi~a la Po•ici6n d• la totalidad de la curva del ooe­

to, ~o que eatu• en ;ioelac14n oon alguna 110difioacic5n en l•• oon41olon•• -

baJo lea cn.il•• act~a la ••pre••• .Ura a~nto 4• o, p0r •J••plo, aigniti•• 

una al'i!YacS"n 4• loe gaatoa •n•ralH, lo qua dar• i"'Pll' • ''"' la º""ª •.i 
. oo•to .. daeplitoe l11101ii H'riba, atnqw ein oa•biar d• tona. •ollltSoaolo- :' 

nea en a 7 b oorreaponden, por otra parta, a altareoionea del ooato Y&l'Sa -

ble, ~ dan orig9n a que l• .cUJ"Ya c••bi• da poeioi~n 7 4• forllA. 



Para una pNcha~i&n ~ali¡uiora,, la. ~aa&a entH el ÓO.to total 7 la 
.. ... . . . ' ·.. .• .. ·. . .· . '. . 

rá4ucci&n oorreepondient• 4ilt1n• el lla•a4o ooato •elio o.ooato por ual ... 
e produco16n. . Si elHignuoa .el ooato •dio . por o 1 no~ ... r~rlilOll a .la tl• 

!\ira 1, tenclNao• 1 

o•._g__ • .!? • lll peneliente 4e OP. ' 
ll ~ '.!; 

Puede cleelucirae, por lo t11nto, el ooato •41o a paUr 4• la ourwa 
el coa to total, ain m4a que aedir. al oo•ticiante angu1ar o pen41ente ele. la ~ 
ota que une al origen de ooordenaclaa con •1 pUDto co~pon41ant• ele la ..... · 

urYa. Pwtato qu•'el coato •~ello depende 4e la pro4uooia., ·•~tiene laf'u!l 
16n elel ooato .. ~10. 118'11ente, o'• t(z ), elon4• t(s) •_$L.• · J'h) , ooa n -
orre•~nclienta cuna 491 o~to •dio ratericla • loa eJla. Ck f Oc. loa t_... 
a ele ••ta.41Uilla tunoldn" ob~n4d,-¡iuea, da la cau. oorrH~ a la tulP 

ldn elel coato total. . &af, por •J••plo, al al coato •1• .... 4-do por: la tulP 
. . 

liSn que oorreaponcle al tipo aegw\do anterior, •• tanclr&, antoncea, la al --
ianta funoi&n del ooato aaelio• 

t 

···u:•b•,t 
• 

in Ht• o .. o, o. --.. m, lo lllleao •l :a __..,;, que el :a -. o, •• -
aolr, que la aUJ'Va del ooota llWldio deadencler• ouanelo la Jl1"1!4U0cidn aumente 

a partir el• pequ"Pl"e produoot.onn, pero a• elevar• cuando la produooiiSn b"Jª 

loanaado cierto nivel. In el oaeo p~rtlo~lar, ~~ alerto, 4• la retinerta 
e ~•~ca~, la curva del ooato c•dio ea· de la.forma presentada por la OUl'Ya -

de la figura s. La tuncidn del ooato .. c110, a cllterencla 4e lo que 
con la tuncidn del ooato total, no ea.naceaeria .. nta 110n&tona. 

Loa trea conc•ptoa da ooato total, .. dlo 1 •11rglnal ª" pueden 4aftnll' 
de lee oondiclon•• ••tAbl•otda~ •nteriormente, aobre el probla .. del • 

total, 1114141~ 1 •~rginal, •l•ndo 1• ezplio~d•• laa tuncionea del ooato ~ 
7 b~bl~ndo•• deducido el oo•to addto d• ~a OurY• del oaeto to-



tal o.lo' la penUented• la.ftota Of.:ijue une al ori••• o,'0oa,el ~to .... • 
la 0111'\'á del aoeto. total; al que OOl'l''Hponde le abeolea OJll'Op·~ a la ,-. 

duooi~~ · Si l" . ..-oduoo1dn oU..nta de•4• oiorto niwl a .~ tina oanUclad ~ 
A•· •1 oooto oapad•ntad - lnore•nto Ac 7, •n•t• ..... , •1' inol'e•~ 

to del ooato poi' ·.unldlld cÍ• aueonto en le Jll'Od~l&t .... , 4o~C • 11 oo.- ., ' . . • . ·. . . 1r.""' 
to •u•inal •~ .. t'ine ontonoH ooao el lf'mlt• •• oata raa&t •ouan4o . ~· - .. 
Uonclo a ooJ'O, ea clooir, el coeto aaratnal ea la dni•ada ae:·til' fwsoidn del 

,008tO total C • P(z ), aiclioftdo 19. nalft inOl'HOntal del OOOtO total 7 .aion­

do un •aloraproai_.~ del oo•to 11• co:rn•pondo •una JIOCl•lla.canUclad acl!. 
oional do pl'Oduooidn, obtenida. clHd• un doten1tnado ninl. a ooato .. IU' -

glnal da un• pl'OdUOoicSn cualquioH Yione dacio, a"iid ... t poi' el ooetioiento -

·~.1"1' o tan«ente • le cllna dal ooeto total en el punto oorn•pondionto. 

hr dapend•r ol0Mtoa11rginal oon auoorrHpondionte cantidad J)l'Oduoicla, M 

U•n• la tonoicSn .del ooato 11Uginal 7 au eUl'\'a qw lo rep ..... nta. 

Si la' t\anoidD del ooeto total H igual a C • u 2 + bz + Ot 'aa tan-
dr,, ontonoaa 1 

· costo •odio o•• as• b + .! 
z 

7 co•to 11112"sinal ~· 2u + b. 
u 

Z. cUl'\'a dol ooato total eat• for~"da,.en ••to oaao, por la r••• -
•••~~donte do un• ,Pltrfbola do eje ••rtioal clirlgida hacia arriba. la aUl'Ya 

del ~oato 11edto roprea•nta la tor~ U, 7 la del coato m•rgl"al o• una :reota 

inclinada hacia arriba de p~ndionto igual• 2a. La figura s, pr•••nta 1119' 
.. \ 2 

trtto ~UJ'Yu, én el ouo pAJ"Uoular on que C • l/lOil + 5z + 200, 7 •ata ro-

pn .. ntartl en ••t• ouo el ooato total do llD" r.ther!a do ••Úcu, donde ol 
• 

ooato total por ••aan" 10 do e •il~~o do poooa, pitl'a un• prod.uoci~n do ª' 
toneledaa de aaiSoar 4• la •iaaa. 
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3.2 ~h•Ucida4 de _111 .de1Hnd&.- Pu-a ··~·ar to•HO• •n ooneidez·e­

cidn le dgi.¡iente d•tinioidn clot elHticidad. de 1.ma tunoi&u Supong1111•0• qua -

7 • t(x) es la elaatioid~d ele l~ fUno16n en.i. punto x 7 e• la r•s6n entre le 

varlaci6n de 7, 7 el oorr•epondelnt• cambio proporcional de •J 

..Ji_ • __tU.tl 
~ d\Ii/ 

• . .A-L 
7 da 

~ta 4•f1nloidn ., .. nr. clir•ctamenta de la detinioldn de d•ri•eda de 

la tu~cidn log~rrtmica 7 • lx, l~ ouil • eu vee eJ deduce t•otle .. nte p.!lrti•j), 

4.:> de 1.lt daf'inloi.Sn de b d•rivad111 da una tunoi4n, o ... que 1 

...!!í.L.t_ti.::J& • ...!.. 
.. ll 

L ( .L!..l) 
X 

• _!. Jo ( l • ~ ) x/n 
• • 



,'·•' 

• 1/a 1.(1 + 1/• f ' u _donde a. tnclloa a/~ 7 tiencl• . •. lfttint.to ~l · t•;..~z, la a .. ·-. . .. · . . . n . . . . . . . . . , . . . 
oero. -· Pel'O la iui:prealdli(l • 1/n) Heáde al ltllH• a, al Hlldeá> • a inf1~ 

'nUof por lo. tanto Lf• L(a+ !t f - 11 . ;. 1/a U. i(i .• 1/a'f • l/• '°•• '• -
. X ' aa-.. o ' .. ' D -too , 

• l/z_. f •• daoir, d/ü r. • 1/a. 

Suponca11<>a que-.. d•••• aaber ahora .lu •eriaoio••• ~· •bM •• 
riablH! Si 1l. oaabia de Za (z + b), loa OHbioa de,-. 7t Hdn zoeapeOtiYA 
•nte1 ·'b/a 7 t(g + b} - t(1) • . r. ~ari'aoi&n d.• 7, que ooneapond• a. la . 
var1~01&a unitlll'i• d•t(aJ 

r.r. 

· i f(z+b) - t(¡) _.··.· 
f(a ) - .• b ·. _· 

· Si eziat• lit deriYada ele la tunoicSn, tendreaoa q• • · 

<1.- tCg • b> - t<1 > > • at.!._W 
(f(!) ' b ' ) t{i'í" 

.i 

·--L 
7 

..JL 
dz 

Aaf ruea, lit ••rhoi&t da 7 • t(x), ouando laa y11:riaoionea cl•/ae­

bse Yariablea •• oonaideran, ••ndr• dada, JIOr• 

MlLl • ...L. . .s._ 
d\LiJ 7 dz 

Bata •zprealdn •• deno•ina elaatioidad d• la tunoJdn en •1 punt~ a, 
y •• reprHenta alabdl_ioaMnt• por .k.. • ....L. t( ) 

. q • • • 

Por otra parte t•neaoa que la deaanda clal •ro•do P"'-1'ª un bien -
oualquiera, •• pueda repreHntu• bajo oi•rh• condioionaa, por 1• t'unai&n ao­
ndtona d•creoiant• ! • a(p). r. •laat1oid•d d• ••ta tunci6n defina l• .1 .... 

tioidad de la demanda para Wl precio cualquiera. Siendo au valor n• .. t1YO -
para todo praoio, •• oon••nienta bacerla poalt1Ya antepoftilndola un·atano.---

n•••U•o• Rntonoea, t•n•llO•• 

• Ita • --1 JI.. • ---".lal 
! dp 4{'1¡1, 



.. ...... ha • el•Uo14~ de la~~ •. · sl< valor ... !ita; puedo aor 1.­

.. pendlon~.: .. l••' wald•de• onp • ••PH~~ el pre0io,7 le -tld•d do•~ 
• • • • • J 

4 ... , •RI• .. · mo • otl'O pato· aidi•• .. oie•JN lit ~ entre.· ol . .._.•1-
•lato Jll'OJ)Ol'Olo iil •• 111.doaaDlla 7 el ... ato pro~oloul 4ol-Jnolo, a -

, : . ' . . ·, 

patu 4o •• · ••-•• 7 )rNOlo dlldoe. 
. . . . , ,. 

·· i. hnoten tmna 4• b UaM4•'•• p ~-- P(a ), 7 l.• oluúoi ..... 1 

PN•lo nopeoto a la do--.••-~ A.. ; 1.o. Mofprooo do Ita. , .. 
. C...o ... oonaid•r•n lu Yaiaolone• Z..1au·1,.e on la clo .. nda 7 ol 

Pl'eoio, oo YoataJooo tnalU' ·10 CNJ'ft 40 la d••anda •obre an diqruia-lop • 

' rftatoo, tOtlaftdo tant~ Ptra el pro'oio oo!llO JlllH la d••an4• oooalaa loeertt-' 
' . . -

ato... .· Z. tan«eate a lo OUl'Ya do l• doaanda. tiono onto,no.. pea41ont• neq 
tlY• • !cual, •• ftlOI' alleoluto, • 1• olut101d11d •• l'a delUlftda. uf por 

•J••plo, lA lo7 do ·i. t1Han4a a_• •P ... apanoe; on un di&81'H• lc,.arftaioo,: 

0080 una Nota oon pondionto 1.-1 a ... .r. 01 .. uoided do 1• do11a11da ••• 
.. ooto ouo, oonatanto·e igual a·ir ~n to4oo aua puntcio. · 

~·- -
. n •1culonto lllto4o ~Uioo ba oido oonoid•reclo por •aroball oon 

ol fin do ••timltJ' la ela•tioidad'do una curvad• la •••ando traaada •n ... 

oalao·n•tUJ'•l•• {no logarft•ioa). 

Dlobo alt.odo oe bHa •n 111 nobo d• tlM una o\ll"Ya oullquiora do o­

ouooidn sp • •• ea un1 o\ll"la do d•••nda oon elaatioidad igual.a la \11114•4, 

en todo• ou Jl\lntoo. Una OUJ'Ya ••MJanto puedo d•noaini.Z.H curva do «a•to 

conatanto, 7• que el ~·•to (ap) do loo conou•idoroe, •n oonjunto.eo oon•t•~ 

to pP;a todo• loo preoloo. in ••o•l~• log~rítaicao, l8o curve• obtenidaa, 

dando diY•raoo Yaloree • a tol'llan une .. ri• do reotaa paralolao, con pon -

diente i«Ual a lo unitlll4. • eacalaa nahiral••• '•neao. el •l•t•• .. lai­
plrboh• °'uUltorH, ropr11 .. atadoo ,por la f'ipra f. 1or oocla punto I .. 

•• cuna de cleaanda ·~·- JlllH la'la de lH oui-Yu del •••to oonotuto. Z. -
olutio14ad on I ele la auna do la dHucla il, H puedo ooaponr ooa la - -



i .. uoi4a4 iP-1 a L, , 4• Hh ft!Í'Ya 4el ... to .oonatant~¡,: ain úa 11• ·00....­
ar laa panéllallt•~ de laa 40. ouna• ntertdu,al ~J• .e·1oa p:.al09e •to' . . .)' . ·, . ' . , 

• -poaibla, ,, 11• el otro taotor p/z, que tipn ·en la eapnel6n el• la al• .· 

iotd111el, ea el •te110, •n p, para aabH ourT .. ~ Sl l• INrYa ele l• 4•••"4a ~ 

B, ••. illoltn• ºº" l'Hl190-0 al· •i• el•·. lo• PJ'ffl09, ,..;. la oo~apondtenH -
unadepatooonatant•.•n Pt •ntono11talá~l~aUolda4 ... la deun4• ••n ;.; 
a3,0r que la unidad ea H• .punto de u. · Sl u, HU •aoa ldoltnada tl• 18 

'. 1 • • 

u el• pato oonatant• en. p, la elaatioid•d 4• la claaanda de &I, ••r• • -. ~ . -
u& que la unlita.4 en dlobo punto. Plnal•nt•~ al ili •• tanpnt• a .l•_ our"o 

a d• peto oonatant• oo• •• el oHo ele la tltui"a 'l, AB, ·tena• m• alutl,. • 
i4~1(c1•:~1a de111anda · tcual a l en P• · · ro¡. ooneiguleata, 1• to~ .. ooao ,..e ~·~ .. 

á- ~Ul"I'• u 1~--4 .. ancla dada a travlli da lH OUl'YH de ... ~ oondant• noa -

ar' UD• lnaena lcl•a el• la aleaUolcl•4 4• la de .. ncla • lo 1ueo d• 4ioba ~ 
a. &.et naoa t• para Un. 2., 4• la 4e-.nda p • P(a ), H Uane 11• • --

• zP • dl(a), 1 ,. 

...f.L • ...i tz1d • J • a ...4L 
dz u ·a 

• . p( 1 • 1.. u ) 
( p da ) ' 

ero aia:iclo ia •h•tiotd•cl u la d•11anda 1t .. - p/a a , • U•ne• 
dp 

JI • t( 1 - 1/'I\) 
u 

• lo ouel de4uotuioa 11• • 

./. 

.- SI ata H aqor c¡ue la untdael, para \al pr•oio 1 clHanta <tlllloa, •a .-.•lt 
iaainucl&n en •l preoto, darf lugar a un aumento, proporolonaleent• ••1or ea 

a doaenela1 el lft@T••o •nrcinal J1! ••r• poattivo 1 al ingreao tot•l eU11en­

ar& ouando la 01nttdad de produofl igual a la de .. nde aUllenta. . .. ••t• º• 
o •• la ll••-r& d•••ncl• allettoa • 

•• 11 Ita • le para u. pr1olo 7 cleaande 4aeloe, una peque~• •t••lnuol4a •n al 

reoio aoUnr• un aueento, proporolon•l•nt lcuelt •• la •••ncla 7 el ~ 

o aer«inel ••r• nulo. •i•ntr .. qua ol l~•o total ••r' un Yalor ••taolona­
io, ren•ral•ante un ••z1ao. In a1ta oaao ,la llamara110• deaanda unitaria. 

;.:,. 

_, 



~\· 

>·· 11 Ma •• .. ..01-· 11• la untd..C,· ~ra m préo10 , ..... n4a 411toe; •• ,... 
,_.. 4l••tn\Joi~n. w~4d aoompllllatla •• • au.4nto proporol~•l•nte \.:. .... , . 
.. b .... n4• 7 el .ir>«"ao llÍtr~tna~ ••d nepti9~, aie~tr~ ~- •l iftC"lleo 
total H•inub& a 811414• 11ue la oenU4d ele )ll'Ocluoto aua•nt•. a.te 

. --~ ... -.1• d•-n4a 1neU•Uoa' e» ... l'feicla. 

'18'11'• '· 

--·-
o ~ • 

Bemoa aupueato ~n ••toe oa•oa d• la d••anda, que la 4iaminuci&n -
del ~reoio viene ecoapa!nda d• un aumento d• la demanda, 7 vic~ver•af •• de­
cir, q~ la CUJ'Va d• la de•anfta deaci•nde d• isuierda a dereoba. Una nuava 
propiedad de 11 demanda •• admite ahora qu·.~ •• wllich, 11 aabera que cuando -

la d••ande orece, la elaatio14•d de la dem~nda decreo• cont!nu~••nt• dcad• -

wal01'•• •~or•• que la unidnd, p11r• 4eaand•• p.queR-•, a valorea menor•• que 
i. unidad, pera daaan4u grand••• l •dida que la 4••anda oreoe, •• b10• w­
oontfnuaaent• •f• in•l•9tioa, .n. aquf reaulta que habrl una deman4a defini . -
da z • a, cuando la el1aticid~d de la Ni••• ... igual • la unidad, Seta :--­

. ., 

.:·· 
; 



,. !'.--

-¿·i;-;./: .. --

Pl'OpleW de l~ Óuna de la dHanda e• Uuab-acla polo l• ourva Al ... la<tl~ . 
' . . ' ..._ . ·. . ~·.. ' - . . 

l'8 fe Ja OUl'Ya. H tanpnte a la .OIU'Ya ele •••to OOUtante' para. wta dea.nda 
detlnHit1 eatl •"• lnollnacia r .. peoto al •3• il• lo• pnolo• que laa oor~•~ 
pondlente• oUl'Yu de c•~t~ ooutante pez·~ toda• l .. cléaandu •f• pequeila•, ; 
17 Mno• lnollnacla para .toda• la cleundu ma,ron•• ' ·· 

r ~ •;:, 

-v In eata OHO, por lo tanto, el.l .. .o t~tal-. ~noa al prinolplo 
·:' ' ' . . . 

con Bta .í:i.07.~_r qua la unlded, 7 aloanaa Wl •fzlllO cletlllldo ou!lndo la oanUot.-

dad Yandlda~éa'z • a9 (Sta • l) 7, a partir ele 11quf, deoraoa al auuntu e­
qualla{ita-.-S.~or que 1 ) •. : :'.11· lngre110 Hdlo, por •upuHto, deoreoe oonU ~ 
nu .. Ht• a .;illda que la cantidad vendUa auaenta. • DI 1• •zprsddn obte ..; • 
inlda ante• plU'a !!! , reaulta 

h 

lq1• .. o 111trglnál • lqrHo •cllo(l - l/aa );. '~. 

liando !ta p0aUt.T•~ al inp'HO ll&l'ginal Hd•MftOJ' qu. •l lacre­
ªº .. dio ~·r~ toda• laa'produoolonea. &da.._, ou~ndo la cantidad ~endlda 
crece, ita daoreoe 7 llega a ••r l• unldnd en al punto a• a.· Por lo,..,_ 
to, pua laa 011nti4adH Yandidaa a11norea que a, (1 - l/lta) H po•Ul•o 1 - · 

deoreoianta, da don4e el lngreao marginal debe~i arecer a •9414a qUit aumea-
• la oantldad •endida d• producto baata hacer•• 1-ual a oaro en •l punto -

• • a, donde ita • l. Cuando OQntin~a auaantando la o•nt!dad ••ndida, al 
in«l'd•O •~rgin•l •• bao•· n•catlvo, pero no d•oraoa neoaaerla .. nt1 da un• -
aanera oontlnua. taa tor••• deacritaa anteriormente de laa.oUJ'Yaa de ia­

greao total, ••dio 7 aarginal e5ta~ lndloadaa en la la t141Ura u. 

l.a 1•7 lineal de la •••~nd•, p • a • b•, 7 la la7 blpér'bc511oa de 

la deaanda, p • ...!.......- o, ªº" Allba• oonaid•radaa ea •• ,. oaao. In el prlaar 
b . 

oaao, ~ta • •( l/t - b), 1 an al aecundo, taneiiua la •l«Ul•n•• ralaotln• --
S•• • l/a(l ~ b/a) (1 - be - ea). 
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Cada •• de ••t•• ezpreeionea deoreoe al Ol'e09J' •· - ·i. aarwa 
de in«reff total •, .. uo 7 aarginal en loe ouoa parfloularea cle la deMnda 

lineal • llf.par'b&lioa, aatln repreMnhdoa plt'io ... nu en lH ~ .. • 7 Q. 

J'QdallO• ••tablaoer tinal .. nt•• una int•r•••nt• ralaoi&n entre l•• 

OW'VH da ingr .. o Mclio 7 ••r«inal. Sl la tanpnt• • h º""ª 491 in«reeo 
m•diot en oualquier punto P, oorta al •J• d• loe preoioa en A, 7 al .. unan 

el pun .•.> A, oon • l Q, d• la ouna ul lncr•• •r«inal, al c¡ue ool'reaponde 

la 1111•• produooidn qlMt a P, antonoee la -pendiente d• lP referida al •J• de 

loa precioa, a.rll al dobla d• la AQ. In la fit!UI'• Y, PK 7 Q!I iion parpen-

Uoul•1raa el eje d• loa pr•Clioa. W.p .. ~. ita • <11 • P , t• decir,· µ ¡¡- . 
J:A • -&. 

Zta 
llluf J10lleaoa oonalderu a le elaaUot• .... la ........ en, ~ Sl~. 

r.ro •1 illCl'••o ••••lnal •• tcu-1 al tncreao aa41o aultiplloa .. ..,. (~ - 1/1) 
•• deou, m • OIC(l - 1/~a), 7 D • Cll • OI • m· • 1f¡, .. •on~, - •• • 

~ ~· ;/ 
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• ).) ..0~1.~ •• lklftoJMrJS••.r DuopoÚo· en la .'feorfe atOll&.ioa.• 

•·oí~~, .. ..._ d•.'ia t'eo.-fa .lltondaloa •• ne0e••1'1• NHlnr loe Pl'Oltleuo 

· PfJI' •üo •d orlt•r1o •• údllOa .r 9tn1110a, ·en 10. Jll'Obl•._ eet,U"9 poi. 

4"•• · lldaltlr por ruan•• •• oomrenlenoia, que. el. oonauaidor 'abhclo pre -

tend• ·.i..,..U-, tntro .. ·~ eaoal.• •• p:reterenoho, le mld• poaioldlll ,._ 
ol'bl• an ..,.ua.UHa4 oo!I 1 .. oon41o1onee tel •roado, .r •f alallO poQe- · 

. 908 00'10i4al'U". 4U8 o8ta •llJIHH O f.b• aiellldlt fijarf 9U produoo16a'c¡t Ol -

pno1o para lOfrl'U' el dd• lagreao· neto Po•ible, .teniendo •• ouenta el dt 
. - ~ . 

bido uao .. loe diaUatoa faotorea d• produootc$n, .. t•l 90do. 4ua obtenp -

la daia11 produool6n p albl• a UD ooeto d•t•ninado, o bien, •1 •nor oe>ato 
· poalbl• pera wa'.'l )IJ'Oduoo14D dad. SiaUerea aarh loa prlnotptoe qua ao t! 

•• •n oueata, aunque •n tona úa ooapl1011da pua la "aolucidn ele lo•· JIJ'.2 
ble ... tlnlalooa • 

. ~no• ej..,loa ""otUoe, clHUnadoo a aolv1r loa llitodo• clH~ 
rrolladue a la 1'9aoluo16n el• loa probl9mea antea aapuaatoa, aerln tratado• 

en loa p...,_~foe •lfl!'Uiwnt••· 

Coao primer probl•••· aupcngamo• qua un1 empra•• mica produo• un 

blen X, . .,. oondiolonaa da ooato cladu, eapraaadaa por la función da coato -- . total e. r{z). .r. daaanda d•l •arcado para di•ho bi•a •• aupon• oonooida 

li ende •u tunc16n z • a{p ), o bien p • 
0

P(a ), con a la. cantidad dHanlmda al 

praoio p. Dentro da loe lfait•• azpueatoa por •ata ralAol6n de la demanda, 

lA f il'llll act~1 como un •onoPoliata, tratando de obtener el máximo iner••o ~ 
neto po1ibl•. Doa puntoa da viata, ain ••b~rgo Pod••o• conaiderar para ••­
t• problema. 

., 
O bien' la ••Pl'•H tija •u proclw:tol6n 7 º""ª qu. lll praoio ... dater-. . 

•in• Por •~a oondioion•a d• la de•anda, o por el o~ntrario, tija al preolo .r 
deja qut la claaAnda .. a le que d•t•r•in• la produooldn oonYenianto. Auaq'I' 

el an•Uiaia del problema ••• di•.U.ntÓ, en oboe oaao,. loa raaultüo• º"tH1-
4o• ion •n •••noia loa atfmoa. 



llaponl•ndo que h ·••P"H ttJa'· 1a poduo~ldn, entonoH el JÍNolo 

ooft.~epondlent• a la oanUda4 • ••ndd dobH1~ado JIO• la tunoicSa. p • l(z)¡, 

dada por be oondiolon .. d• la d•••nda, 31 inpeao bl'uto obtenido do la -

prÑuco1dn :a aoirl, avldenteHnte, 8 • zP(:a) 7 el o~eto t~tal, C • P(z), de . 

don .. ae deduoo el incz• .. o neto (a - e), 00110 una tunoidn. cié z. z.· prod"'!. · ·· 

o1da z tiJada .PGr .. la ea,;raea aonopoliata, d• tal •ener~ Cl'"' obhnca 0011.e -

lla in ingrHo neto alsillO, deberl uU•t•o•r lae doa oond1c1onH d8\lbnte • 

!... C• ._ e:> .o 
Q . 7 

2 • 
~<•~e> 4 o. 

;.-

S.p le pri•re, U/o - 4C/b. • O, ,o ?o que ea !Bual a. la ei- -
8U1•nte·ezpree1dn, 41/dz • dC/dz. '.para'aloenaar, por lo.tanto, 14 ~aioidn 
d• •quUlbrlo en l• produooi&n del 110no¡iol10, el iftll'••O Hrgínal d•berf H• 

ig\alil al ooato aerglnal. X. ••cunda oo~~~oidn, que Htattlooe. un inpHo­

•••~•o en lU«•r de un •fn1mo, ealp que1 . 

d/u d/u(a -e) • t/o (41/u - •e/a) • .h.. 
o.2 .. 

••to ea, .2. ¿_h_ 
-;;r . ---;r 

- ...iL ' o 
~2 

Por oonei,.uiente, on la ¡ioeioidn do·equilibrlo del aonopollo,·•1 -

ingr••o ••rginal euaentar• aenoa repi~•~•nte que el ooato a4rginal, Sat• - , .. 
dltl•a oondioi&n •• ••tietaoe d• un aodo autOlllttioo, al por eJemplo, oiendo 

el l"«l'••o aarginol d•oreoient• 7 •l ooeto .. r«lnel ol'9oi•nte, •• incrementa 

le produocidn • p .. rur del iiunio en q1n uboe valoree allrginel•• •Hn 1,ua • 

l••· i. pooioidn d~ equilibrio d•l monopolio .. puede repreeentar ..-•t10 .. 

••nH de doo fonH d1t•r•nt••• 'l'l'aaendo eobre • aieao dhsr .. a lH our • 
••• del ingreeo 7 4el ooeto total, la produoo14n • .. ndr• repreeentodo aob1"9 

el •J• de l•• abaoiaaa, z eJ. i.-.. o· 7 el oooto •otal on •1 •J• •• lH or -
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\:\: ,.·' 
" •. ·.1 •. .-.·· ',;¡;,~-

..... -

•ta e• la tcualdad :del SfWl'e~o 7 ooÍlto ~rataAle•• 
dif1oulta4 eetr1b• en •apnau el lrtai'Ho 11Uainal ea Wla to~•~' oomenteáta. 

Pueato.ca~ a1p • z1P(a), 40nd• a • *l ~ J12• H Ueu1 , 

f/4x1 ·(a1p) •.P(z) • a1 'a/4a P(z) ttc1z1 Cz1 ~ ~) ·.~ P(~J •<~1 p•(z),. 

hdlento \180 d• la htp&te•b de que el prlmer du0pol1ata oo~Uerá · ti~a ~· · 
PoXW'3on8iptente, pve qualquler pro4uooldn dlld& ~· del Hpnclo duopoliata,. 

la eouactdn que dat•r•lna la produooldn a 1 del pr~me; ... rl• · 

P(Jt) • ª1''(a) · •-'21 
4t1 . 

' 

11 •1 .. o 9040, dad• uaaprotluooldn oualquiera ~l del'. irl•' duo,.. 
lleta, •1 Hpn4o tlJa~ au pnduoolda ~ .. la04o qut • ftrltl••• 

P(a) • ~r•(a) • ~ 
.~ 

Se ttenen .. 1 do• aouaolon•• o0n do• lnocScn.it .. , qua aon autlotent•• 
•n pneral, pttra det•r•lnu lu produoolon.. de lM doe duopoliatu. i. • 

' . / 

produootda total 1 •l preolo da ••nta reauUar'8, al •l•llO •1••Po .. , • .,.,,..,, 
do•. 

la prl .. ra eouaolcSn de la pl'Od\IOoldn 4el prl•r duopollata en ,_.. 

oidn de a2, o••• d• la del aegwulo.d'llC)pollata, •• deolr, que ••P ... •a s 1 oo­
•o tunoldn de ~· Pl.iede a411Ulr.e, en e•t• oaao quct un aumento .. ~· pro­

-.ocar' una 41Hinuo1dn ale pequalla de a1• la dependencia entre a1 1 ~ - .. 

pu•d• repreaentorae Por .. 1110 de una ouJ"Ya da 1'9&~oila c1, en.•1 plano Oa1z2• 
i. tor .. ·d• e1 apareo• en le tll"I'• P. La ourva d•be aer oonalurada en -­
rela'1iln OOn el eje Qaf 1 el OMt'lol•nte 19ftSUl&r Q_.la ~&n19n\e a la ouna 

(reepeoto d• ••te •h•o •J•) •• neeaUvo, gero •• •aior. abeoluto, •no• •• 
. la unidad. AnAlosa .. nte, la HC\lftlta eouaold11 d' ~ 0090 un• tunolda .. •¡• 
pudllndoa• obtener una •~aun•• ourYa de reaooldn c2• 



Iaa d~ ~unu 6Í :..aooidn'. c1 • c2, •• oor,tar"', por lo tanto •\un pato -

dnoio '· • laa oó~ri•naclu •• •ate punto aoii clar'ln laa ,procluoólonea 4• • -
qulli~lo z

1
. 7 z¡ de H';oa cluo,póllatu. . . . . . . 

¡,.., ~ 

\ ... ;, 

~~ '." 

,,~ 

~·¡ 
\. 

J_~~~-; .X.i 
_.,_.o· 

l!'n el a .. o parUculu· da que loa do•' cluopolhtaa t•naan la •iH• 

tuncidn total e. P(z), la• •oUGoionoe det•r•inantaa el• la produooidn ••r"'• 
\ ' . 

P(z) + z
1
.P•(z) • r·i(z

1
) '· P(z) + azP•(z) • P 1(~) • 

La curva el• reaccidn c1, obae~ada desda el •3• ~' Uene allon -
ezaotuiente la •i•aa ourva ele reaooldn de la c2 •irads daade el •J• a.1 • 
... últa que z1 7 ~ clebedn .. r 1~¡.lu en el punto ele lnterHoolcSn ele ubu 

·aurvaa. Si lA produooidn total H el111tribu,ya an cloe partH ·icualea entre • 
··loa Íl~pol!at .. , .. t•ncld .a1 • z2 • 1/2 a, •lnl~nclo. dado antonaH el nlOI' 



. .::;·-·,,., 

"· 

' ••·a por 

ooetoe ~natantea, 

Yendrf dada por• 

•• deolr, · -·. · 

· . 

o lo qU. ••. i~&l :a, 

·-'-·-·'' 

adamla qw .011da uno 4• 10. doé duop0lbtaa pro4\lo• ooa 

Jll'OdUOoidra. tot.al, dbtl'ibufda. 4•J •iÍlmo 80d0 ent.1'9. dloe . 

P(z) • 1/2 zJl'(zJ • O. 

P(z) •(P( z) • zP'(z)) • o. · 

P(z) • d (zP(z)) • O. 
di 

i. Pl"Od~.Jc1dn total ea tal qu. la ama del ingreao •dio 7 ael'gi­

nal,, dada l• demenda p • P(z), •a nula. 

Si laa ourvaa d8l ingreso redio y·m~rginal aon como l•• d• la ti -

gura Q, 1• produoci6n total en rlgim~nd• duopolio •• igu'l • Olf. Eata pro­
duocidn puede aer comp~rada con lt.obtenid~ an lea miamaa oondioionAa por el 

monopolio puro. Le producoi6n del.~onopolio, cuando ~l monopoliata t.rabaja 

oon coato• conatan~•a, be de aer tal que el ingreao merginal a• igual• al ..... 

coato merginal, •• d•cir, ae anule. 3n la figUra ~ le producc~6n d• mono­

polio. ea ~. ai•ndo, como pueda obaerverae, aenor qua l~ produooi&n ou. del 

duo polio. 



• -s. " ' 
. 

I 
:e··· 

. 
--1 
.,. 



' ' . . 

)•" • llla~~. ConcHo1onadoa a 
• lOa Oa808 en ·- la Hoala 4a ~ar1ac1c$n de 1.. YU'iabl.. ea lt11Uada, • 
la iautalsaoicSn o ain1aiaaol&a, ••- un probl••• que oonaiat• en ballar 10. • 
•alon• úe pantH o ... pequeflo• que pu.cien loSl'ar .. oon i.. liqnit\14•• .o.'• · 

. . 
paraiUclu d• 1 .. wu1abl••• Se ello• entonoH que a.,.problaaa da ••ta .... 

paola .. 4• a.tdaoa oondlo1on9doa,. 1 lu nlaoione• dentro 4• la ~•cala U• 
altada ele YV1ao1Óft .Íe laa YariablH .. llun 00ncllo10Qaa U fl'onterae . . . . 

mntoncH 1 tandraao• por· lo ceneral que una oondloicSn oa•biart loa 

Yaloraa a lH _Yal'iablH 1ndepan41entHI 1 oaaf eiHpH 41 .. inulri el YÜOI' 

4•1 punto que •• 4•••• aazl•lser 7, en al .. Jor el~ 108 oaaoa, 4•J•r' al w.-, . 

lor •in ateotarlo. 

Pueaoa abora a ezuinar un probleaa Hpaoft1oO U aazlaisaolcfat ' 

a.poncaaoe que una empre ea Ue~ 100, 000 JIHOa para ... tu en aano de obra 

1 aaterla• prl ... •n el ourao .al ailo prcS;·!;;~ lea L la oanU4ad 4• uno. 

4• obra c¡ue oontrata 1 2 1 000 peao• el praolo enual por widecl de ••ta aano 

4• obradonde K aer' la oantld~ el• •atarla ooeprada, 1 el p:réolo por unl • 
dad ••rf en ••t• oaao de 1 9000 paaoa. ~tono•• la tiraa .. ,, operando bs 
jo la r.atriooicSn da preaupueato .. que •u• •••to• total•• en ••toa doa ... 

·~• .. nto• babrln •• ••r i•u•l•• • 100,000, •• 'decir cue 

2L • 1 • 100. 

Pera retereaciae aub1l.rul•ntea, auponcaaoe ca• la produool&n, q -
de la eapre1a, suarda una relacl6n con L ., 1 por conducto de la •lsultat• • 

tunolcSn de producoicSe 

q • ,111. 

1-ra aaoar le afitlaa produooicSn poaibla oon.••t• pre1upueato la 

eapre•a tiene que encontrar 101 walore• d• L7 1 que aazlaioen Q, paro ,ue 
• 1atl1tegen la reatrlool&n i•pueeta por •1 preeupue1\o. 

. : 



.· r.a , ..... 41"ota ~ NllOlHlP •1 ',.01t1.~;··· ~UlaU' 
triooiln PIU"• eU•iruar ana lle l• Yariabl••· MÍ U + 1 • ,1.00 aoe •I • 
1 • 100 • 21 1, ·al en la· t.otc!a Q de produooi&l Q •. 5Dl, Ínl•U tui... 1 o• 
la eJIPl'Hiln •t•• laalla4a 7ten4l'9-., 

Q • 5L(lOO • 2L) 11 500L • 10L2 • -· 
!toa quau puea, un proble•a oorrient• 4a üziaoe 1 afnimoa, ·el -. . . 

oual-ooaporta eol .. n'• lu doe. •ariablH Q 1 L..· •t• probl• .. •e reeuel• .. 

. ,,. , aJuatando la pl'i•ra eleriYAda tcual a Olll'Ot par11 deteninar' el •alor .tit 

L, ea decir, reaolviando 

500 • 20L.• O. 

~ .... ''-• 
que noa da L • 25. &bora bien, auati\'99n4o a la YU'iabla Lt• la •oua • 

oidn oon liaitaoidn ele preeupuaato oon eate dltimc>Yal~r, anoontraao• qua -

l • 100 - 2L • ,50. lata •• puea, la aoluoidn, abora veaoo que la tlru •11 
cuantra que le .. ,.. benatioioao obtener 25 midadee de mano 7 .50 ele aat•ri• 

priaa. 

üiora bien, ••uine90e al problema poaltrioa .. nt•. In la figu:ra 

Q, la l!nea recta !111 1 ea la OW'Ya 4• la 11mitaoidn :Sel --,,rHupueato 100 • 2L . . 
• X. S.ta curYa aueotra la tor•a en que la li•itaoidn del preaupueato ree-
tringe la eaoala de valorea de la• •ariabl•• L 7 l. Emtsblece que adlo aon 

admiaiblea cierta• combi~aoionea de ~•toa valorea, ea decir, laa que aatie • 

tacen la eouaoidn del preaupueato, de aanera que eatin repreaentadu por - -

puntoa aitu11doa en dicha l!nea. lft tlrainoa econ~m.icoa, eato •• que babr«c 

da conaider&r•• eólo laa co•binacionee de cantidad•• d• mano 4• obra 7 aa -­

teria pri•a º'Vº •alor totd na icual • 100. 'l'odoa loe d•••• JIWltoe, ta • 

lH ool!IO : o D NPNH!ltan lu oo•binac1o!'lit• 4eoorr1Hte •• entre4a que no • 

oumJ)len con loa nq\dettoa del proaup11 .. to 49 le • .,,.. ••• .. 
Cabe More aol~ar 11ué por oorri•nte 4• Hbe4• entenllazoeaoa la • 

infoHaoicSn que ll•p • 11lcun1t parte, o lo• •dio 1 Mouraoe de que 41•PoH . , 

quien ti•n- que tollal' aoue:rdoa, JIAI'~ poder ejeroer raaona~le•ñt• eu tuftCida 



•t>eat~ ~Ull ~1 Po•enot.i .. <.~14• ~ 0011au\~.a :1 •• l'HPuaiatu'·o ~1u ;.. · 

OlOM• ·- di O· enouantre . quin. tou loa. aouel'doa )aeÚdo .. ·.en . l• CSorl'lent9 
4eent~ .. 

üo.ra> ltlens aupoftSUIOl' que ooloouoa a tipa Q •n el euelo 7, 

•obre eÜa, .lHantúóa una repreeHttaci.Sngdtica da la tunoidn da pro4u0..­
otan Cl • 51X. l.to apareoe ;...abo en ia riaura 1, en lá qta el plano OOn · 

.. - ·-... . - - ·. ..· . : - . . ' 

repre•enta la tunci&n ele ·1a ~u~idn, ea dacilr, indica ouhto ••d p¡.o -

4uo1do con oada ooablnaoidn de oorrlent• da entrada L7 l. 

lln el probleaa da •ui.tsaold!l reetring:Zda no no• 1Dtn•u todo -

el plano d• pJ'OcluocicSn. ~lo to11ar .. o• en OU.!lta la parte qua oo:rreaponda . 

alu oomblnacioa•• -4.;ieiblee de oorri•nte de entrada, ~o lugar .. en -

ountra en la Unea 111' del 111•0 del Uapua. 11 lupr q~ corree¡ionde a 

loa potenoialH da .. uda (produootda ), ea el aroo • •11 qua • encuentre -

por' enol- ... la. linea u•. . 11 punto &ptÍ.O que lluacnoa ... olareMnte,. 

el pato 11, que • •DO\lentra 4tnot ... nte debajo .. 1 punto ... alto da Hte 

uoo, •• deoir, da el nlYel de proclucolda ... alto aloanaable, BI'. 

Sl prooedlPtlento P'!ra l~oluc1cSn que_ la.;ill08 deecrUo, ooaporta -

de tal unera •ue .. 118«• la uUUsacidn del Ua1te d!ll preeupuHto para.,. 

ltalnar una de 1 .. •ariablea. Reto equi•ale a que. toeeaoe una Mooldn n¡: 
tlod .. 1 4iacraaa que abarque tanto la ltntta BB' coao el aroo !11111 1• Dil • 

••ta aanera .. elialna del 41ilgr ... una de lH diuneion•• 7 noe queda wa • 
probleaa .. nolllo en do• di .. nelonea.· 

r.ro l'e•ulta que •ate procedimiento no aiempre da reaultado. t. 

oondloidn no •ie•pre to•• l& tor~. '•encilla de nueatr• eo~oidn del pree\I -

puaato, d• •anera •ue no eleapre.ea poaibl• eli•inar direct~•nt• una 4e -­
lu •ar1abl••· Por •J••plo, •i.noe anoontrá .. aoa con la etcuient• ... trle­

•lla• 

• 

'~.:-. 

'-" ,, hJ4 
l/1- i_I._ ' 7. 

" 

. ;::. " 
'• .~ 

\· 



noa •ufa littfoil deapeJar •• • ltaH. •• L, tal oo•o lo bHoa beobo ant•ÍI· . · ¡ 
letos o .. os •• ban d• tJ'atar poi' al a4t~o de au1Upl1cildore• de Jecrance, 
Que ... todH •an•ru, •on d• auoll1e1110 •la. inteJ'la tacSrioo• La 4•ao•tn ¡; 
otlá 1• dasoitbiNllO• en toJ'111t MnoUla • 1ntu1tba. 

CUando un probl• .. oonUene lláa oouaoionH Que inocSpitu, 7 por 

lo t.anto aoeata 4etorainado, para eaOaJllU' a eata dlfioul'tad lntro4UOill09 

a~aa inodpitaa &l'titioialee, tantaa oollO reatriooione• hll,Ja, para.aume~ 

tu .. r al nW:iero 4• lu inc~taa basta bao.erlo ij!'Ual al de lH eouaolo - • · 
aoa raatrlngidaa. Bita• tnodsnita• artlficlalea, reolben el nombre de • • 

.. ,,.•, . ' 

aultiplicadorea de l.asranee• 

YolY1en4o a trabaJar oon aueatl'O ••noillo ejeaplo ••re•oa la foJloir 
• ., f 

ea on ,ue funciona el IHtodo. Ante todo tomeao• nU.stra reetrlcollSn qus ·;. . 

••• 2L • 1 • 100 7 lleYa110e .lo•. do•· tlr•inoa de la acuacilSn··-a un aolo la4o • 

6e le elaaa JIU'• obtener 

2L + • • 100 • O. .. 
l oontinuaci&n 11Ultipllcaremoa la •xpresal6n ~aultant• de la - -

iaquierda por una oonatante deaoonocida,l., 3 al resultado lo aumaremoa a -

la funo16n de produco16n Q • 5uc, para obtener al llaaado t'rmlno o expre -
ai6n de l.agraf18'1 . 

Q .\ • 5IM + A~2L • 1 - 100). 

Sl punto f'undamental, burda:1ente expreaado, ea que al ia natrio­
aicSn ~• encuentra aiaapre aatiateoha, la eapreaicSn contenida dentro del - -
parlnteaie .. ,., igual a oero, de •anera qu~ el 1lr1111no de i.9grange Q J H OQS 

portara •••o1ament• en la forma que lo baoe la funoid~ de produoolcSn. - -
CUaleaquiera ,._ e•an lo• Yaloree de L 7 1 Qut aaximloen _una d• ellaa 1 - - -

•azlaiaal'án autoeitloaaente la otra. :Pero el tlraino da i.srange eontt•n• 



. . 
. h•.• at'a'boloe oiqo• •alorH aon deaóonÓo_idoa; a Hber ~; L 1' ·~ ftocléllO• -~ . 

.. . •. ·.· .•. . . .· ·. · ... · ·.. . . . . 
paaar a H•oher el problema ballenclo la• derivada• parcial•• oon reapeoto 
a cada Úna de la• tre• .. inc&gnitaa,·t1jando loa trH rHultadoe ~ea a..:_ 

ano, 1' deepej&Ddo .lo• tr .. nlo:rH deaoonooidoa de lu. trae i~c.uu •. 

~to ~·· .·ffa.· ,. + 2l -o 
....... ; 

;f• 

'lo :l • 5L + _;¿ • O .. 
~ • 2L + • • 100·. O 
~· 

..... '.~- . ... 

La• t:rea ecuaoionea pue4en reaolverae 1111ltiplicando toda la .. • 
gu11da ecuacldn por 2 7 l'Htánd~la luego de la prlMra, pár. obtener lOL • · 

1 
5• d • • 2L. S1 bace110a la oorreapondient• auatituoidn noa da • • 50, - • 

. l • - 125, o•ea loa ciscos resultado• que ante• , oon la aola 41.terenola -
de que; ahora, enla auaa, belDOS obtenido un valor de J. • 

1 .. • .. 

Por ~ltlllO, obaorvemoa q~, al el problema tiene a&a de una ecua­

cldn reiatrlctiv•, para obten~r el tlrmino de Lagrang~ aultlplicamo• cada -

una de la• restrlooior.e• por un diferente multiplicador de Lssrange 7 lo• -
1umafto• todoa al tlraino OQ70 valor ha de •aximiaarae. 

lll •lgulente ejemplo, aolararf un poco el altodo. 

Suponiendo que la tunoldn de utilidad de un conauaidor eatl ciada 
por U• 2ab, donde a 7 b aon bienH de oonaumo. laU.auJeta.a la aigvien­
te reatricoldn1 T • 5• + lOb, donde Y • lngreaoa del oon•uaidor 7 eetoa aa• 
oienden a 100 unidad•• 110netarlu. 

¡Qui cantidad ele 1 1' de 1 •axl•i1~rin la utilidad del oonamildor? 



•ntonoee, b • U • lT."' 

po¡. .tantol .·.·la • 2ab • 

.9 ¡, 2'a • 5.l • o 
4a. 

··~ .,. + 101. o •• 
' s . , .. lC. .;. 100 • 

c¡u. noe 4' ,1, •icul•nta · •i•t•aa. de eou•olonee 

'.2• • 'l- o . . . 
· 2a +10 )• o . . . . . 
5• +lOb -100. o ••••• 

(1) 

(2) 

(J) 

Que ~•olviendo al eluteaa, •• deben consldtrlll' ao1 ce•o•f uno Plll'• •• 7 •1 
otro Pfll'& b, loe ouale1 al reaolverlo1 tendr'n que llegar al aiallO 1"9eult._ 
do. 

CHO 1) 5• + l~ • 100, por tanto, 5•. 100 - lOb 

u donda, •• 100 - 1~ 

' ' • 
1 

• 100 -
T 

l~ ·, por tanto, 
T 

a• 20- 2', 7 au.tltu.J•ndo •nla eouaotdn (2), t•n•ll09 que 2(20 - 211) • lCU• O. 

J'OI' lo tanto, 40 - 4• • i\A • O. 



1 - .· · ·. • ~ra oao q•4a ·.~ '11nol&n .. '• 
1 - . •.•• • . . ' ' 

(1), 7 teUllOOt, .· ·. ··. • 
,·,. . 

2'b+5l.•0 
- ., +10~· -10 

. • , • 10~· o 
. - f1I + 10}.. -10 

20)• -40 
• 

por tpto, Jl • -40/~0 ; 1.· tlnalaente, ).. -2. 

.. 
oaoo 2 ) 5a • lOb • · 100, taplioo que lOb • .100 - 5•· 

por. tanto, .. l» • 100 - 5• • laplica ,,., b • 10 • 1/2a .···· 
10 . •· 

, 7 euaU t\l,)'eado er¡ (1 ), •• U•n• c¡ue • 

2(10 - 1/2•) • 5)• O, por tanto,,, ..... 20 ~--• + 5)- o. 

· Ahora OOllO quedo en tunotdn 4e a, •• nauelYe ooa la. ecuaotdn (2 ). -,. 

por tanto, -• + 5A• •20 
2• • 10 ).. o 

::;-.. -·. 5 l. -20 
•• 5)• o 

10~· -20 

por t"nto, ).. - 20/10 , .. to i•plica que, l • -2. 

ftnal••nt• •• auetlt\l,)'• •n (2) la ~, 1 H ll•c• a que• 

2a - 20 • O, 2a • 20 , por tanto , a • 10. 

equC adlo nata auatituir loa Yalor•• de a 7 t., •• U • 2ab 1 •n t • • · 

(5a • lOb • 100 ), una 't'H oonooido •1 •alor de b • 5, 1• c¡ue 

2i. + 5(-2) • O , 2b • 10 7 tlnalMnte, b • 5, 1• •• auatUuf• 

aoa en (1) el' •alor de J.. 



-. 
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).~ .. ~i11..,¡.1o·c.neral.~ n problea• del •utllbrió pnenl ºooa - . · 

•i•t•.•n .anallaar. la lnteraooidn te lae_•unti!adH 111or~o1Hi&aioH b&io .. , - · ·. 

eo~o•ÍH. 4omlatloa1. 1 ••Prena, en la d•t•rt1tnacl6n de loa precio• 7 .oaa - •· · 
U4a4H u 'btánoa 1 4e taotor .. 4• procluoci&n. l.aa eoonoafas 4omd'aUoH, 

•• po••ea ua oon,tunto 4• taotorea, lnolUJ'endo la •~ d• obra ó trabajo, -
obUenea rente ••n4iendo Htoa faotorea en loa •rcado.• de factoi-ea, eeple­

an4o Hta renta para oo•prllr bien1a en loa urca4oa 4• bienea. l.aá ••PH­

••• utilisan loa factorea para producir bien••• Loa datoa del probl•ria• -
del equUtbrio pneral aon puea, loa ruatoa 1 recur•oa da 1111 economfÁa 4o­

alaUoaa 1 la tecnología produoUva de que dhponen l'aa ampruaa. 

··Jea Upo• da aata lnt.eracc16n digno• de aencional'e• aon lo• bia -

nea auatitutiwoa 1 loa bien~• complementario•• loe· primero aon art!ouloa 

o urcancfaa que ou•plen con tinH ai•llares, d• 1unera que el comprador -

JIU•de 4• entre el conjunto d.e ausU tut1voa, aacoger aqull q\le le airva 11~• 

a aue deaeoa. Alguno• •J•mplos de ••toe bienee iserl(n loe rraragil~• • imp•!. · 

Habl••I el pollo 7 al pavo• el oarbdn 7·el combustible, los banco• 1 13• -

aillit•f 00110 todo• aon recurso• o bienes ailllill'ree, el comprador ae e:ostra­

ri indiferente ante ellos. Kientra• tar.to, loe bienee complemontar1oa aon 

aquel loa que la gente cuar,do aenoe algunit• vece.a_ desea usa:- conjuntamente, 

ejemplo•• Queso 7 •ino; camisa• 7 corbataef aguja• e hilosJ etc • 
.... 

• 
toa bienea auatitutivos 1 complementario• ae han definido a basa 

del efecto que un cambio de precio de uno de cada pAre d• tales art!culo1 

babrC de aurtir an la do•anda del otro. Si hacemoB caso omiso del ingreso 

una diaminución en al precio de uno de loa 'rt!ouloe de una pareja 'de su1 -

U tutivoa bllbrl quo disminuir la demanda del otro, po~ ejaL'lplo, ~i. hubiera 

una rebaja en el precio .de loa &•Pato• da piel, entonc~e habrl una diaminu­

ot6n en la deaanda de loa ••Pato• teni•J •i•ntra• que, p~ra loa ertfculoa -

complement;arloa, r'ige lo contrario, o aea que una diu1inuc1~n en el precio 

de la• oa•i•••• puede a umentar la demanda de corbata• o oaloetfnea. De -. 
ló' 

Ello ae lntiere que aucbaa aeroanoíaa, aon ouando aenoa auatituti•o• levea, 
o •• r 

debido • qu. ion oompetid8'ra• a oonquletar la reae~• liaitnda del poder --
adquialtivo 4e 101 oonauaidorea. 

.. 



ote~ta, eegdn •l oHo respecto a· la seroanc~a z, no deberf 1nolu1r 1olam•.! 
. . ~ ·, . . . . 

te el nlor de z,. oomo dnica var.iable del PJ'ecio. . ~l' lo general ee in -

olU7• eri la tunoicSn de la deaianda del •quilibrio general a todoD 101 pre. -

0101 podblea, para deoir c¡ue la demanda de un arU'cu!• cualquiera d!tpend• 

ou~ndo ••nos de aan1ra. indirecta, del precio de todo• loa demá1 bienes ºº.! 
prendidos en la eoono1d'a• 

Por otra Pllrte, vamos que la Econo111!a del BienostRr, ea una rama 

da la teoría econd!!lica, la cual investiga h naturales• de laa recomenda -

oionea de ¡)olíti.oa qu. el econo:niata tormul11. L8 ::Jconom!11 del Bienestar, 

ae ba ocupado prinoipalmsnte de cuesUor.eo de· poU'tica que aurgen en la •.- . : 

aign11cicSn de rocursoa1 de la distribucidn da rac.\1~-soa entre be diaUnta•. 

Hrcano!aa 7 la diatribuci!Sn de lu aioa:ae entre loa div•r101 oonau111idore1 •... 

Eate H Uft prob'l•11a de equilibrio general, 7a que ai ee llevan • 

loa reoureoa a una in.dustria ea de auponer que 18 lea bA eacado de otJ"a, 7 

lae relaciones entre e.mbae e_• lo que oonatitÍ.qe h raadn prinoipd d•l p~ 

blema de determiner laa producoionea 6ptimaa d1 los diatintoa artfculoa ~ 

producido• da la 1conomfa, ae plaiftea aolamcnte debido a que le.a c&ntida -

d~• de todoa los recuraoa aon limitada•• En eataa oirounatenciaa no •• -

correcto decir que 'io m•Jor aerá producir una cantidad m~or da cualquier 

bien, 7a que por ejemplo, ai •• producen mio chamarras da plel tal vea ba-

7a 11enoa aano de obra 8&l'foola plll'a determinada produccidn de aleoddn. 

Puad• ••r poco aconsejable el aum~nt~r.la produooi~n de un producto z, de­

bido a que el p1•oducto a, tendría una diaminucidn que fuese aegún algÚn -

criterio •la valiosa. La ~•ign~ción óptima de los recurso• entra do• b1,!. 

nea ea una laportantl 4iaotión relativa a la demanda da loa .•i•llO• 7 de au 

oo•to Zoelativo de.produooidn~ a.t puee, pera determinar el nivel dpti•o -

d• produooidn de algltn ar\toulo bareaoa una coa¡>Dracidn oon aquella• uro-a 
ofaa con laa que oompita para lacrar loa li•ltadoa reourao•, de la aooiedad~ 

111\o ••• cuand~ ~•no• en prlnoiplo, la ooncluaidn de que la ••ignao!dn da l'!, 



r.r;a~ .... -. U.a. -~~la P.,opla aes j..¡11.111 ~~11quu1bl-1~. 

> ~ --~. •• ~tao~ el '~o'bie .. o0'ut~ie ·~n é~ta'bl9oel' • 11~r0 
.. t.NJ.~ ele eontlelonea qU ieaaipaoldnile H0\11'1108 4C1be actbf'aoe.· 

la'1'f · llOI' lo tut~, ·· t• oon\~•tar a laá · •i41U1eatea preptu · ¡CuiCnto ltabd 

... ¡;M~uolrff •• oa4a •roano1r.; ¿Culnto de oada l'OOurao babra ae· uUl:l •. 
; . " ' . . . ·' . ,·, . . 

aan. ·ea la Pz-oa.uooS:cSn' 9 ¿• ,. •torae •• aaal>P.ft 4• npsrUr lita dhtla • 

tu ~1'0aft0l•• entl'C loa oona•idoré~' 11 an«Úai ••rcinal ~r~u. tor -
aul~ o1artu ,..lu reterant .. a eitu 7 otrM decldonH als .. peoftloaa · 

1mpÚoa4as en la .. ianaoida da rccuraoa. , 

tu H•lu •noionacta. \ropleH.l'l 0011 do• pavea 4ifiouftad•••• 
ltaberi l) Con la 41a\r1buci6n u ~eso• 7 riqueaa. in el An'liala no . 

'l&q na4a •uit peraUa fll&'Ul'lll' 1¡ue, cfpUmaMnte, el individuo .l deba reci• 

bir 2.73 'HOH el lngrHo de.L IZ la priot1oa Yemoa que ea aeguro tU. 

. oul oualc¡un 4•ciaicSn eoon611ica habrf de at•ctar el ingreao real 4•. al : . 

· pa. VJN'>na. . 2) J..á lfifoioultad pnra oonaeeuir ht911, 7Á qu. Ju reglu 

. urginelea a Yacea. reolemnn dato• que l'IO Urtnen aut'ioient• · 1n~or11acidn ·~. 
••tadf•tic~ 7 oor~tahle. il oo•to qu. para la aociendsd tiene ln pro4u~ 
01&11 d• algdn bie:z. jiuede cont.onwr ele111entoa que nunc11 ee ea:peraron que .,:. 

parecieran en loa libroe de oont!lbili.dad de la empr2sa .rroduotora, •• da­

oir, .•1 por ejemplo, la produocidn de ~lg\tn producto, ·causa erosidn en el 

•uelo, o contaminao16n en el agua o el ambienta, todo oato lo debe oonai­

d•rar •l economi•ta 7 deber' decitir •i •• ha de producir o no un produo­

to 7 en que oantidll.d •• deb~r' proaucir. DEI igual manera, •l producto -

~uede proporcionar beneficio• aooiálee, tales oo~o un~ t4onioa mejoreda, 

•il• producci6n 7 iwjor calidad ele otroa recureos, etc., que no l!P·areoen 
reflejadas an loe ingreaoa de la empiesa·. Por lo tanto,. las cantidadee 

4• ooato1 a increaoa qua ee necea1tlln per~ al c«lculo da la aaign~oidn -

~pti .. pueden no esi•tir en loa 4atoa 4• lna tabla• ••tadfatic ... 

,, 



Íiaora bien, dadu. la• a.n,Uda~.·· de lo• 41."ereo• '+•ir• ,Ull .. -
ban producido ¡En qui forma •• podranreparUI' aeJor ~•tM .. roanofu eniN :...... . . ' .. ··.· ' . . . ' .· . 
el pllblioo' consumidor? • _.ara poder entender ••Jor ia. •oluoi"1 noá. Y*1.be -

rnoe de la ioegla detallad.a en el anáiie asrginal llamada ••icnaoicSn cS¡1Uu :-. . . . . ~ . .. . . . 

de hie'.\H entre los oonauaaidoreea' teno111Ío11 quo .para clÓe 'produotoa ."oualquiera . 

z, 7, 7 para 4011 oonsumidorea cualquiera 11' 2, la baa aarginal de auaU-
• •• • • # • 

tui,: 7 con x, propia dd oonau11iclor 11 U•ne que ••r lá alama qu la clel -

c;a~~idor 21 t!~ decir, psra loa doa oo_n•wlidores la r.uón. entre Isa. ut.Ui• 
~ ~voM-.1'. . ..\Q.\.os.~ ~~ ~~-r \~ lM""'"~- .. 

... . ' . . -. .. ' •.. : . . - ' ' 

Sl aiguient• ejemplo aclarar' lo ante• cliobo• 

'·"· 

. · 1) a.ponpllOe que u1 • ' 1 (z1, 7¡ )-ee la tunoicSn· da uU lid•d de 1 -

primar oc.nawddor 7 que .t;· • t2(~, 72 ), H la hnoicSn de uUUdad del ••cua 
do, ahora lo que teneaoe ~ue ~er, ea baeta que punto podemos aumentar la 111'1 
mera utilidad aln disminuir la ••.runda, Taliendonoa de oualquier fnd1ce ar -
bitrario de utilidad ooncruente oon las preterenoiaa 4• loa do• oonawaidoree. 

Al¡uf z1 ea. la cantidad da z en aanoa del priaer oonaumidor, 72 •• la oan.tid .. 

de 7 que PG••• el ••cundo oonaumidro, ato. 

Por lo tanto, deba•o• aaximiaar u1 • t 1Ca1, 71 ) 

aujeto a t2(~, 72 ) • \ • 

que• 

Haciendo de un aiateaa d• 2 aouacionea oóri 2 laoc$aftitaa, i•••llD• 

•1 • •2 • z 

'1 • 72 • ' 

Para encontrar ••te •himo for•uoa la e:apreaifn 4e ,i.CI'..,,. ' •••• 
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> .bte ·._t.,. 11. la TMl'ta ~~ ~a •t.Set..__ t•. fOlla'f~· -
.._1 ...... ~ª etano Plllto .rtaiie1a1 ... ia ouá1 •• •• tu.u • .- .. .;_..e. 
el ,...... • .le toaa il ... 1.1-.. a.jecnrte4o por i• empl'9•• 7 1~ ~no. • 
lnü•t•ual••·· t1Yl•lda 'ª'ª ·- --.tltqpe la -~r.l• Jl'OJlla .. '18 n....:.Oono­
•f• 7 .. 1 °'" Wo .. ~ •1dalla, 11011noontrdae a.la ..._oonold'a• la eua1 

· M Nfine al éat9'1o .. 1•. Nlaolonea eat" pud•• ÓOllJ'!'t~ o .......-. a-........ ~ -~.:: 

toe acre ... • cS -.nUudae •lobal ....... •Jadoe an la llaoroeooaoafa 
aon .. toe HPN, unoe· eon loe llua4oa •Mooaca•, adateÍlol• ea • _..nto -
datel'lllneto, entn laa t• J!Odrfuoa aUu a la• eztetanolu' d• oapUal la M 

'"'ª ••eonoapto• tua ••paoltioan una oanu ... 41aponl'ble •n un ••nto oon­

mto. 0tl"08 ......... •on 11 .. 1140• •eorrlonta•~· flujoe, tal•• -- •l oO!,' 
•u.o 7 la lllnnl'8, la ""'ª 7 la prod•olde. Cada warla'bl• .. oont••t• -
Uana •a •t-.na14n oronollcioa t, 7 oapreaa ma oenU4ad por mlcla4 •• ti•~ 

- - . . ' 

po • por )119rfoilo •.. 

Al .. t'e'-lv•l 81!l'1iala llaol'OOooa6m!oo da 11n llOdalo 4• un o4lo H.! 
tor, no• anoontr.ao' oon que la teanolucta que utili•a la '1'9orta looÍl6•lca, .. 

ezpreea en tunoi6n de tree faoto:ree, a eabor, tierra, trabajo 7 oapi!•lf 1.ee­

j>eoitioa la oantHad de produoto c¡ll8 •• puéda.n obtener oon 41vereae oon'binaots 

nea ~· ••oe teotoree. · <J9nez••l .. nte •upondNllOe c¡ue la tierra •• un factor -

fiJo, 7 por lo tanto ••r' t'.reou.nte,la produooi6n realiaAda oo~ rendiaianto• -

4eoreoientee a eeoala, 7 JIOI' tanto ezhUr• oieria deetcuddlld al aplicar un -

a\lllento de trabAjo 7 oapital a una Oknti4ad fiJa 4• tierra. 

lor otra paria oaba oouiderar al oapital oomo un atoat, r. diepo­

niltle para au ••Pl•o en ·1a produooidn. Ahora bien, dabeNllO• auponer, JIU'• -

faollitar •l •••arrollo"· .. ••t• probl•• (ti.et. •• la pro4. ), tue adlo ezbta 

un bien ~neo 7 uUUaable, ianto ,ooao bien .. ooneu•, OOlllO bien da 011,»i­

ta11 a4allia el atoe*: de oa111tal lo JIC)drfuo• \ltUiaar •• tor• 4eaapepda, al 

trata loa llOClaloa en loe tue el aa11lbl toma la tor• de afcauln•• no tao.,.. -



,"I~··. 

., .. -. 
-~~ ~ -~.: ~: 

-·H 

•a•, •• teou9 .Outh•U' 10e .._loe pan ••11' .1 · •*°* ~ai .. ~ •• . ' . . . ' . . - . -. -

la 41•t•l1tuo1,_ 4• lu úqulnu por eda4H •. · 

• el ouO llliaotltlOO 4e t• .loa faatona oapltal, r, 7 tHllaJOt ~· . 
.L, lieaa 4h1al1tlea 7 ••tUul1tlH entre d, 7 npon1en4o tue a oada 00111tl• 

naol~ (1, L) ,._ OOl'l'Hponde • un nlumen te Pl'Olluooida &.loo, .. Q. pode_. 

Ho:r~llu la tuno.icSe .. produooi&n oOllO ·~ 1 
A . 

. Q • f(I, L) pua 1 ~ o, L ~ . o • 
• 

Aqut Q •• oonU1aua 7 JOa•• al ..Doa lu 4oe Pl'im:ru cle:r1Ya4u• • 

d tf • •1 7 ff • PL aoa lu 4••bacla• puolalea, 7 ••locuent• au112 

ne90a ••• 

•s· ~ o, '• ' o ., PL > O , ~LL ' O ,. 

Cicla 4••1Yacla puoial, t• •• a ata ••• ma tunol.S. ele 1 7 L, lile • 
enUencle OOllO la produotbl4a4 aa:r•1nal ele \a taotol'. uf, . la procluoUYi-: · 
dad aarginal 4• loe taoto:rea ... ,, 

ff • PL ~ O ., H • '1 ~ o • • • • • • • • (1). 

• • anfliela a oorto plaao, 1 :puede HponerH eoaatante (1), de­

jando • L oomo Yar1atlle 1ndepell41•nt•, entonoea, la ~i&l "de produoolda, -
aerft 

Q • - (L) dond• - (L) • r(r'"; L). 

7 lu oon41olon .. de p:roduoUYidad aaqinal de (1 ), .. Nduoea a• 

J!Mtueolcfa Ml'clnal del tratla3o -'L) ~ O 7,. - • (L) ' O. • 
deoll', la Pl'04uool&a •arclnal •• poaltba 1 _Monialeat• al.-at• L. 

l. :• ~·e 



>T 

·'·, _í 
y _, -...~ 

.;J, 

,, . . . Ja hnoidn ... ~uoolfn lineal 7 ........ cl'e .. 1111 .. t~ .... , ..... " 
too), .. UlYá~ a ~ tun0ld::\ .. Wfta YUiabio OapJ'eoada OD tÍl'lliftOO pel' OQib~ ......... ---·-·. . . ·... . ..... · 

Q .; P(K, L) e- Uf t t , •i•nü , ~ i J •• 1-. 1 ~ ., ...... 
' • t(k ), . •i•nilo • •. ! . 7 k • i 

•t• to... .. poouUOI' do ·i. hno:ldn llnoal F buocfMa, e. deolr, del ouo de 

loa HIMlialontoo oonotanteo. 

t''(lc) ~ o, r(t) ~ o r 1 .. (lt)-. cm ncún k -o, 
r•(t) - o ••cdn t - cm 

lota.- a• Tlrmlao poi' olpita • ll ~otor L .. 4ido por allo.4• trabajo·o •toa,• 
por bora 4• tra'ba,jo. 



----;,':-- :.;~;. ~:· ,-'; __ _ 

· ~wlit9Ja de una t\aftotcSn de procl~oid~ •• ·~unaia ~totonee 
ant•• llenoionadu, ·oonalete en que la pendient~ ele au tugent•, ... "° .. -
otra ooea r¡ue la Pl'04uothi.dad·aarctnal 4•1_ oaptial, t•(t) t011a tOctoe loe~ . 
valoree podUYOa d•ed• oero Jauta otro il\d•tinlcla•nt• panel• pan t euti~· 

,: . . - . . . ~ . . 

ol•nt••ate ,..ueito •.. 
·,<'.·°-f..·-

Supoft«~llO• ahora que la :Prod.ucoi&n ••t' b11t,ada en el. dH•o de !la­

car •hlllO el benettoto, •ziliUendo competencia perfecta tanto en •l •.roado 
da productoa OOllO en .el de tz'abaJoe. loa produotorea oonaid~rllft OOllO aadoa 

el peoto d•l producto, el salario "• 7 la· taaa ele beneficio p, •zpruúd~M 
··. . 

todoe loe preoioa en oantidadea ele produoto. La taaa de benetioio p, eaU 

referida al capital ••pleado. 

Co-,o oaao pri .. ro 7 ~propiado al corto ~laso, to..iioe k • i OOllO. 

4a4c, 7 la tunoicSn de produoctdn H Q • ~ (L). a i11C1"9ao aeio eae 

7 II .. r, abimo ah. 
II • Q • wL • ~(L) - wL 

Jll • J.(L) - w • O 
dL 

, lu • ~(L) 4 O.. 
ello 

la eesunda ~ondiclcn eat• aatiateoha (aecl'9'o1•1•nto de la produo­
U•idad auginal), 7 ·1·. pri11era U• 

.ML) • "• 

•• dectr, M ll••• la produooidn haata el punto en qua la pro4uot1Yicla4 •M'­

c~nal del trabajo •• tcuala eon el aalario, "• 

Con ••• .. nerdida4, al la f\lnolcSn 4e procluooidn Q • P(r, L) aat• 
euJeta -úntca .. nt•'• i .. re•trioolon•• detalladaa antarior .. nte, •onde Q de-.a 

1e• oontfnua 7 po•••r al .. noe laa 40• pri .. rae 4erivad .. ,. el illCl'&•O neto • 

"' u • r(r, r.) - p1 - wr. 

1., lH oond1olon•• neoe•11r1H para que U aea •bl110, dado• w ' p llCMU 



· r.M ·...ISolone• euftol••t~• .. · 0umple•.•••. •inÍld. del ~.--iíto ..;1 .. ~tas .. • 
to .. la Nlaoiclla mqin&l •• n•'1t•lcfe (ieooÚUteli ....... llaola 01·.z.t. 

. .... ' ,.1 . •. - . : • . :. 
,.. ). · .· 1- lo tanto, la Pl'Ocluool&a M Una ll••ta el ,_to •• t• ~tti. 

. -_ - . - ~. ,,. ~ \ , I . • . . . , . . .. , 

•ldde• .............. Sc\lltlen .. ·- NOpeoH•• PftOloo , ..... ,. . . .. ·· 
, - ·_ .·,,..- . -r. _.r . - . . ·• - . 

1 : 

,1 'r • , .. 
11 iftcN•o,•to~•1ilO ••• 

, ~· ,, .•.. 
" , - '• 

j ,. ,1 - . 1·n. • ~~s.:._ J.)1• 'J!- - PLL. 

- ·\ . \.. -, .'; , .. ~ ...... ·••· ;:- 1 

,, 
Ji'\ 

11 OlCftO ÍIO '·ll dependo de 'qÚO lo'a Nnd,1atento• ... ft OH01entH O dOOMOlentOOe 

11 •ri ~ro· •1 -~~:·re~d1~~~~to~ c:ionatante~ • ·Hcale 10 eon, •1 7 ecSlo el Ja 

po4uoo1~ , .. 41Y1de ~o.o;:Q ~ 7~ + F¡,L • pK +.vL. 

·¡ 
J . ... ~- . ...~· 

, 51 ouo I• loe Nn41111ento• oonatA11t•a puede ezAainlU'M 0o• lllll'OZ' 
,_, .. ::,._·,,,.,o~ ·',·~,' · __ '.;:: "\ ,.,,- / ,._ " ,, .,..... / >' .,..., 

d•t•ll• · 7 repr,a.nt..z.áoe· ·p.1tica1110nt• ein da que ·e:rprHar la -~urui1&1' lle ·)lll'O--
• I '\. ' : ~ f-· ,. -· 

! 4uoo16n en tlnitlno• per dpUa r · . · .. 1 .. ,..-- .,_' ,.. ~ 

\ 

• • f(k ), ei•ndo • • --~L · 7 ' 11: • i/L .• " 
.. 

•oe.Staeoe, en prl.•r .lUBar, únu axpreain•• ezpl!cita• j>va lu 
procluoUYldadee •arglnalH, e:rpredonH •u• ~. obtienen' deri~ando Q • Lt(k}, 

4on!• lt • ~L 1 

!i • L_J_ t(lt) ~ •· Ii•(11:) l/L • } 1 (1t)~. 
a 4k a:·· 

7 •••• jg• t(lt). I...,Lt(lt)J!! • t{lt) + I.r'(k') hr/t2 f~ t(ll:):-.tt•(t). 
4L dk 4L - .. _, ·~·-· 

UbH pro4uoUY1dadH ear•lnalee •uedan ozpnaadH •• fw\olla 4• f(t) r eu -
. ·' - ~. -\ 

der1Ya4 .. 

1 . t•(t) , jQ. t_(ld•'tf•(tk it -~ .~ 
• 1,· ' 

.. , 

\ -· 



.. 

'\····· 

&1 tratar ele Jiaou ilhi•• loa·lle•tioioa en Ñci•~e ooapetenola 
perteota, laa produaUridad•• .U.cinal•• uterior .. queda., SCUaladaa. ÓQ.!l la. -
taea 4e llenetiolo, p, 7 "º" el aalario, w, reapeoti~&Mntea · Sf, eiendo oon~ 
tantH loa zien41alentoe , daeipall'Qe·por q • t(t) la tunoicfn·de produoolcSa •a-. 
preaacli.. en tlralnoe per o•pua 7 el .. la tua de· 'benat\olo p, 7 el Hlarlo w, -
eet•n dado• a lo• producto~•• por la competencia perteota, entone•• el Y011188n . . 

~p\t~ d• producoldn aatlatace laa oondlolofte• relatlYae a la produotlvldad -

•r•al•. 
p • f'(k) ., •• t(k) - kl'(k). • • • (1) 

-~·~.:.··-:;· .... ...-:,~ 
~:..¡;,,,;_q-"< .. ·---- .. •\eº':;}' ~• ..,,.; 

i:·~'''"'"'~~.· 

$•' 

o ... 
letaa oon41olo~•• re11Uel••n la 41YlelcSn del produoto to,al, 7 aaf 

'•n•l90• q\a9 • 
pk ••• kf'(k) • t(k) - llf'(k) • t(k) • ' • 

Por lo tanto, en t•ratnoe pe~ c•plta, el produoto·•• 41•1119 aaf• 

....,, ... ),..;-

~. 1 '• 



Kllltlpl1can4o .por L, .. u dhtrllluoidn revierte a 

q. pi • •L. 

llgiendo la oo~petenoia perteota en aaboe .. róadoe1 la ta•a 49.be­
net'~o p, J el ealario w, •ieiwn 4adoa a loa produotoree cl .. cle el ezterior. 
Queda.por ver ocSllO •• dott•r•inan.eaaa doa wariablaa en. loe cloa •roadoe para 
aloanaar el.equilibrio. r. aola tunoldn 4• producoidn aoe ~•r'~· & tal-. 
\a 4e oonoreoidn da una oter\a ele mano cle obra que ••1169 'a oonjugar .. oon la 
d .. 11ad.a ejeroida por loe produotoree1 aupone110Í1 ciado •• intor.oee, k q•d• -
deterainado en.Ylrtud d• la aagunda oonclio14n 4e (1), de 4on4• .. aiCQe que• 
q • ,t(k)'7 p • f'(k) eadn taab14n utarainadO... Por taiito, le,taaa.de .._ 
netloio p~ la pl'Oduooidn per ofpUe q, 7 •1 oepU•l par olpita k, queda ftj• 
eloa en hnoidn da •· loa paeoa natantea oonalaten en 4eterminu w· en •1 .. 

• Hroa~o ele trabajo 1 la .. oala da produooldn (ta. ~ 7 L por Hparado) en el -
.. roa4o de proeluc\oa. 
UÍI 

late reaultado ~aul\a intenaan\8 1 puada axpreaar• 

lfn oom}l9tanoia perteo\a 1 ooa rendi•lantoe oonatantaa, la taaa de 
benatloio p, queda deterainaela en tuno~dn del ••1~1~ w, •xoluelv&1Mtn'8 ea -­
virtud de la• oondloionea tlcnicaa, ea daoir, por la aalaooidn 4e k (capital 
per ottpi.ta) •n tunolcSn ele le proeluoolcSn q • t(k ). 

Loa re•ultadoa quodan repre•~ntado• ez'Rficamenta ea el plano (k,q) 
de la fiS"Ura B. Donde P •• la eltu~oi.ón cSpti•• an cuanto a producolcSn en le 
curva q • f(k). te pan~ian\e da la taneenta en Pea f'(k), que ea tcual a P 
en el cSp\iao. Por lo tanto, 

•·"'•ª ... iif 15ii . ¡-
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' 

· &llora Ítie~, la otra f\8'01an ~adn•Dte uaada,' ea la ll~ad• f\a. - > 
oi&n de eluUo14a4 oonabnte de awiÍUuoictn (l. C~ S.), n la 11ué' lu n .;, . 
riablea Q-b, 1tb, 1 L-b (aiendo la una oon.tante ), Httll relaoionadu ooa Q 

de tor .. Hp .. _•ada 1 e4U1Tal 

q•la • d°9b + nL-1t .· ··para • ~ O , a ~ O toonatantH •• •• (l) 
. . .. .. 

' 
Tttrw110e doa par ... troa• 11 / o, 1 la relaoila por ooolente •/n, q• 

determina l~ dletribucidn entre loa tactol'9a; La •scnltu4 de • o de a por 
••parado carece 4• interia, 1• que en (1) .. la puede abaorber en, la unid .. · 

elegida para ••dir el producto q. Loa ren41•1•n~o• aoa ale~pre oonatantea, 

1 4e la espreaidn (1), podall08 eacrlbir tallbiln lo aiguientea 
' 

,-b • --la + a, eien4o ca·• Q/L 1 k • l/L, • • ••• • (2 ). 

I·; 

Para tener Q o q en tona espUoUa, podaaoa eaoribir (1) 7 (2) -

OOllOI 

Q • (.t'"lt + nL-b )91/b 7 , • car-' • i.r1/• . 

11 par~tro b ae interpreta en t~oi~n d• la elaatioidad constante de aU9 -

Utucidn, •• 

• i1 1 , o bien 1t • ..L. - 1. 
1+" • 

•• 
1 

Coao a ~ O, loa nlorea perai Udoe a ti aon b ~ -1 (lt 1 O). Puedea 

preHntarH todo• lo• Yalorea de ~. aalYo •l • • 1 (lt • O), flU& flU•da aa- •· 
olu!do. 

DerhMdo (1) con r .. peoto a r, podre~• encontrar otraa prop1e4.-

4ea de la tunolln da produooidn l. c. s. , tenemoa1 

<-•)Q•(l.-) 9 . (-b)at"'(l.-) 



.... " llft,lop .. ~,u.n.t 1•. otr~ ·~u.1aa, llarctaai, ; t9n•.,. 
,.,.. espreelonH •icUient•• • · 

D • •f1J11ª ! lf,. f!t'~ ' 1 • Jl(I)l/a·. 
, a(L) • • •. ·• • • 

•• ooapetenoia parfeota, la relaola. Ml'llnal ta ••Utuei&, 4ata pO!' ()). 

en f'unoi&ul• t • K/L (oapUal per •'pita), H lpal al oooieat.a •/) ªª'" - · 
el •&liarlo 7 la tua •• ltenetioto. la daoll', 

~ •• ttl/•~ 
p • 

- . . . 
- . . . - .. " ., 

que pone 4• Mniti•ato •1 paJ'bauo .. 4l•Ubuotáan/• •• tt~aea la tua­
oi6a 4• )ll'04uoo1,_• 

lluob .. pl'Opiedad•• dependen cl9 ••a~ 1 6 a' 1. DlatillC'I~. 

110e por llUOboe o .. oe • .. 
1ol' •Je•plo, ·cuando a ~ 1. Al¡uf, -1•"' lt' o. lao••o• Is• -1¡. 

1 -1/lt ~ 1, aien4o i.. ieoo~t .. a "' 
.,,?-!• • nLl/I& • oon1tante, 

oonnzH baoia al oripn 1 oon.So a uboa ajH del plano (L, 1). 

· l'iar •1 oapUal par oápita rk. la prod\looi&I par olpUa •• • 

lll .A ' • <• .... , , i .· ·~f-(1/~) ~ o .. (2) , ()) 

11 •• -

JA nrlallle .. pen4lent• ' .... n\a OOft k, 7 ' _,. GD oua4o t -. OD. lecda . ' . 
uol•n4• el oapUal_ ••Pl•ado (•• eo11puaol,. al ~rellajo ); la pro4uooHn Jtl' 

oápl\a •• oreoiendo lnd•tini411•nte. ll oontrarlo, ·••..ita aumenta la oant,L 



494 ap11oacla .. tl'ab•.1• (t _,. o)~ .la ;.o.iucio1cta ,. .. ·ÑpUi •• •••llnu.0 
·. A , . . . . ·,.;, .:~·-· 

beata el. Uld te 1t • , · 1,., - ·---° - ._,_ 
f' 

-'\.-

'feMmo• otl'08 oaao~' 1, .. uf,•,. o, 7-lu 1eoouantu90ll• 
+ • - ~- ',,_.1 - -

. "·.: ... •· .... : •.. <·1.-.:.... ,. _.. ,-:.:: 

·~·~ 
• oonatute. .,·~ ~ ~- .:: ... ,\,; .,. ....... --r.:. 

- ·r 
~ "~:_, -~. - ...... ~. ¡, 

St ·K__. o, el priller eumando a\lllenta 1n4ef1n1d ... nt• 7, para 11ant•n•r ooa.­
tant• la auaa, •• Uend• a o•ro al ••cundo aullando, •• cleoll', L --. CID. Allf .... 
ateeo, r --+ QD ..... L _,. o. La• ieoouantu eoll OOftTHU boia el 01'1•• ' 

1 eaíntc!Uoaa a aabo• •JH. la producotc!n per º'pita•• 

• • 1 
(-tr'· •>11' 1 

.t . ie~l .. .. (2) 7 (3) 

?cual que antea, , oreo• ooe t, P9l'O ah~J"a , .:.... a -l1' ... .,sn t __. OO. Al 
oontrario, ouando t --. o, la procluoolcSn per oápita •• tiende a Ot t 7 t -­
d••oienclen Junt.. a oero. 

La elaetiolclacl 4• euatl,uoic!n entl'9 loa taotoree ele oacta una ele . . 
láe tunotonea anterlorH de procluocic!n,. queda -auf oontinacla, al daduoir el 
Yalor el• a, 1 eu oorreapondient• algnifioado ••cdn ••a ~or .. nor o igual 

a oero. 
lluponcaeoe que eaiat• la •lgui•nt~ tunolcSn d• procluooicSn Q • r(r, 

L), la nlaolc!n llal'8lnal el• euaUtuclcSn 1 • - JI • !I, (para Q oonatant•) ..... , 
. . clL p . r 

H eupoua decreolent• a•cWt a•anaa la euaUtuolc!n, •• cleolr, caue 1 diaaia~ 

Meda daol'9oa r/L. La al .. tlolcled de euatituelcSa.•ntre loe .t~ctona a•~­
tina OOllOI 

a • t Lv C!l'/Ll . • loe 1 • .. 
1 .tC.!áJ r a 



,·,, 

; : .. ·: ·~· ::··. 
·.·, 

7 • a o. 79 ;.~. 1 •h•1a• OOQ r/~ . · Suponionao ~~petenola' perfecta ., ooa 
el prlnoipló •• baoH abi110a lo• llen•t1cio8, para el Óapltal &pUao pero&-. 
pita, r/L, ten•eo•. 41ue' la ~lactan aarginal 4• auatUuoi&n, 1, ••\ia rel.- -
wla. 1ior· eoohot•.•nt.re el .. iarto.7 la taaa •• llenefioio. :PH'o, •• pneral 

. ,,.a. 7 • war~en oon la o0•blnaoidn •• feotona (1, L) eaplea4oe • 

• . ·. .· .·, . : , . ¡ 

·" · • el OHO 4• loa-!9n41ateat.oa oonahnt.H, .•zPl'H&11oa _P'W ' • t(k) . 
. la hnoi&a ta produccidn en-t.l1·1iino• i:er obih 7 4a4uch1oa OOllO .s.- 1 7 • 

·: • • ..... - ' • • •• • •• 4 

aa hnoidn da f(k) 7 de aue,4ar1Yaddo llpHHnt.amoa por f, f 1 7 f9 la••. 

f\lnel&n 7 aua 4erindaa~ ~:. ia la ezpreaS&a• . 

. t.ene110a, 

7 

Dlt (1 )• 

' 
Dlt (2 )1 

·. . ... • ' ·;( >' ~ _.,.,_., . _Ji ... t., k .:· .. 7 
-·"· ,,, .... 111.' : .... ~: .. • .;··,. ;·· 

t! . ~ f(lt) - kf'(k) ' 

ª. • !J, • '11t> - tt•<t> • t - tt• 
. -.: t•(t) . ,. . 1 . ·. -

• • • 

• ~ ~ .... ~"!' 

-• • jJs.l. • ..!!!.~­
• 4 loe 1 4 ID¡ 1 

dlt 

. . . .. . .. . . . . 

~ 1 • ~( t - Jet. ) - Jog. t. 

a ~ 1 • -Jet• - r • - tr 
-¡¡ T-k1' ·, fT t•(t-kt 1J 

• • -t•Ct - u• 1 ~ o • ktr • • • . .. 

• • • • • ~ • (1) 

. . • • • •• (2) 

• • • (3) 

• CollO t 7 t-Jct• aon prod1JOUY14a4•• Mrginalea aon aabaa poaitiYaa, 

•l•nt.ru , .. r •• n .. at.ha, ,. , .... ~ .... ,. la pro4uoth14a4 aar1inal. 

laalllft .. º• por• la aspreel&a (f..kt•), funol4n le t. le t.ntar-

pratar• • oo•~ oelarlo, •Upontan4o rfai .. a 4e oompetanot.a parteota 1 •1 prlJL 
olpio 11• llenat1o1o ah1ao.; Seg6n nrf• •• Jl04.re110o o~••r.war el eonol¡uiaa-, 



te oeablo4• k7t 

DI w • t~ tt• ~ene110a1• 
4• • t• - ·11:r • di . 

DI t • t(k) tenemoa • 

,.,;: tentol,· 

J entono••• 

.S..· t• .. dk •. 

. Jg,. - t• •. 
4• i? 

-~ s . r - kf'' r - _!!) 
' 4• t ( kr") 

. -t•Ct-tt• l 
ktt" 

•••• 

S. decil", al ' • t(k) 1 • • t(k ).-Jet• (k ), ~· eluUolclacl 4e t con Napeo to a 

•••• 
1 !!l. 
' 4• 

• • . . . . . . . . . . . . • • • • • • (4) 

!n a1 tuuicSn dptlma, eea !I la tracci.Sn de 1 producto repartida en f'or11á M 

beneticiou 
II • p ~ • V'(lc} 

• t(k) 

Seg'1n. va creciendo, .. r lo hace t,, la.oonaigui•nt• variaoida 

variecidn de II ••• 

dII • _L (!5,C)• ! (t(f'' + lct") • ltf'") • k!:,. ~t•(t-kf'') +l). 
clk clk ( t ) ~ t lr.t" ). 

DI ( 3 ) taneraoa 1 

g1 .. ~ (-t" )(s-1 ), 



1 .a ·. 

... o • 
.... : .. 

... .. 
e 

.. 
g 

o 
,, a 

g 
...... 

• 
J 

o 

• J .. ... .. 
. ., 

• ,. 
.... • 

o • 
.. 

o ... • 
.. ... 
&

 .. • 
1· 

.. 
~
·
:
 

. 
... 

• 
.o

 J 
t ! 

,.· 
..... 

l. 1 
8.1. 
1 .. 

• .. 
• ... 

... .... 
• 

A
 

•.. • 
• ... ... 

... ... 
• 

-
• 

• .B 
., • • .. 

• 
fi 

' .a .. 
... ,,, ' • 
• 

s: • 
-

• .. 
... ,. 

:¡ 
• 

a • .. 
... 

g ... 
• 

.::s 
e 

.·. :•
 

o 
o 

.... ... .. ·o
· 

... 
" 

M
 

:a 
1 

..... 
a 

~
·
 • 

1 
1 

o 
e 

'·. 
7 

o 
o ! 

• =
 

• .. 
o 

&
 

o 
a 

.. 1 ... 
IC 

• • 
• 

o 
... • ... 
! 

1 
" ... 

... 
• 

·\ 
.O

 
• • 

.. t 
• 

.. 
• ... 

.. .... 
o •• 

e 
... 

J .. • .. .... 
'· 

• 
~
 ... 

'·! 
., ... ... 



>· • 
" 

l.oa •lcui•ntee ·~••ploa, .noa l,luair&r~ uil'oulno para uUllm 
. ' . . . . '' .. ' . 

lu fWloionea 4e pro4u0oicSe pre•i•tu. 
·\, -

l,je•plo 1.~ A ooatinua,,idn, tratarallOIÍ el• anoontrar el •ale del niYel 

4• traba.Jo, t, •zpreudo en t'unoldn 4el aaluto w, de.r.4o E • 4, 7 "ºatando -
ooao tunoldn 4• pro4uooidn Q • tn , deberew ooneUer~ adeda qu. eziatl 

•1 rlei•n da ooapetenoia parteota oon. l"flncl1•i•ntoa oon.tantea. Diada la o-... 
2 . . . • 

t'artacl• trabajo L • 16 •, _oalcularamoa el aalario 7'la produooidn en equi-
llbrio •. · 

... apueatai 

. S.bellOa que al bacer ahl1110• loa bend'1oioa . en rlgi•ft de ooj 

patenola pertaota, la producUwUacl 11~g1nal ,tg • f(k) - lr:f'(t) •• !pala ~ 
oon •1 .•alerto w, .POr lo tantoa· · " ., _:: cl.L 

w<• ti • tC1r:> • tt•(1r:) '~·;Q/L~:fC.=g> 
di. . ,, r. I! 

2 2 2 2 • Q/L + ~· • li g • Qt • li g + r; (gk) • r; (g + glr:J 
~~ ~ . ~ . ~ 

• .i...!...& 
L 

• 9. - g/2 • .sl! • .:._:g_ ... • • _;_ 
l. 2L -n, 

• •. al cl.eapeJar a L tenemoa • w .'fK'L • 
2L 

CJs }1/2 { L )1/2 (.Lf2/~ 

... 1 

2 -n; 
ent., L • 1/w2 . 

.. ~ (L)l/2 • (l)l/2 
2w ··~ 

, por tanto, ( 
•• 1 ••• 

ir 

2 

L • 1 , pero como· 1 •e, 
,.2 

•• "~1/16 7 • • ••• 1/2. 

al auatUuir al Yalor ele • en 1 • L , tene110a L • 4, 7 tlnal•nte, ooeo ,. 
• • 

' . 



o 

.•.l 
...... 

·-1
¡ 

¡
'' 

. 
: 

• 
t 

~
 

-= o 

l ... • 

• ... o a 

=
 

f O
. 

.o 

,. 
~
 . 

. ~· 

-•· .. • l • • • • D
i 

1 " • J ' 

-1 

• 

·. 
N

f. i 
,
~
 

... 
. " -

.::. . . 

• 

i ! o 

i • .. .. o 
·
~
 • .. ¡ .. 

• 
• • • 

• ... f! i 
- .. . 4é • .. • 1 

. ~
=
 

• .. e 

! • e 
• 

&: 

• ... 1 

n • • 
¡ .. .. &

 • 1! -• 
• • 

f! -
• • -1 • 5 
... • • 1 
... ! " • a J· 
• • =

 
a 



" ... •
;
,
 

.·o,.,· 
'I 

· 1· ,: . 
· ... 

·--··· ..... . 

·i 1 1i' 
• • 
• ,. 1 

-M
 
-~
 

. ", 
• • 
• .. • 1 

• 
• 

• • 
1 

. ._ 
-

,··· 
., 

itM·~, 
• . ~

:
 :. l - c. ~ ~ 

~-
1 { 

'···;', 

. 
.... J 

·
M

 
,..; 

f .,. -• 1 

... ~ • J. 
- ..... 
... • . . · .. 
. /1' 
... ' "'A • ). -• • 
-

• 1 

• • 
,. ;. 

! 

" .... 
'~ !' 

,; • .. . o 

... 1 

• • 
i .. ¡ 



...... •1 .... mm, ....... ,.. ...... al .. 1 ao•1•no •• 1 ..... , 19 
,~1 .... ...-...11a N ola-... tia .U. • la 1nf01'.9Ullli o•tenld~ "'e.. la 

: ...... 111 .. watM .. 4 •1 .. tutlt•Scfa11 · . .·, 

"'~"' 

La .... s. .. elloo, tvl .OU1•rec1a a p..r,11" 4•1 do 29)8, tootaa te . 
la -.oS-.11.Wlfll .. 1 pot...sJ.oo, ....... ol - Jrod• JIU .. O 1978. " 

. ~ 

u..:.~.~ 1ara.1a·OODlltnoo1cSn f. ·1~~11a'ta ~uoot&I fVll . 

... 111T01lado .. la atplonte •non a le fmoida tlopondfa ele lu ,,.., .. • 14 
tol'Ma, .... la "'"' .. al ~atnnJel"O, ... 1u •dato:sol• al ftaal al ·~ ... 
olo!• oontablof tanto para el woluane oomo JU'• ol oapital .. oona14•1'81'Ga 
l• fadiooa oa elo 119• 1938 7 ma •H que • two Hte 1.Áfort1Ao1'8 aa ooD­
a14eft el ooo1aato .. 1 fn41oe do YalOI' ·antN el fndioo 4ol YOl-a pa;ra uf 

olttoael' ol fnt1100 • pzoeoÍOli, el oul a n ••• a1"11 para olallonl' la · .. -
rlo de htoo •• tol'lllS 1~. ooltmaa del oapl tal o Pl'001oa oon•tontoa auaalla o 

lo oolUMa 4•1 fft41oo 4• la aaaa laboral, •n afio Mao 19)8~ tea1ea4o la al•. 
planto 0011M11dn a 

. Q•o~/t.J, 
donda Q ••lo prodUOt.1ldo,a J'NOloe oonatantoa, ra1 oa al capital a PNOloe 

oonataatoa, LJ •• il.ln4loa ele le •na laboral, tollaftdo en owata, qm la . 
letra o oa una ooaatante. 

Pr!ra 4oterainu al ••lor ele loa pumtroa l, J, tUJil nooeeal"lo -

udllaar un JIJ'oCI' ... de J'OBl'aalcSn lineal, para aal Hber ol .. tl'lltab1 a -
un• fllftoldn o~ ren4ialentoa oonati:st••• deoreoi•atoe o orooiontaa, 7a qua 
oollO he~a •lato .. trata ele una tun~idn do pro4uoo1dn del tipo C~bb-l>Duglaa 

donde l, J aon ~orea qm coro. 

• importante llaoer la aoluaoldn de que al no ooratar oora 11 hOllJl 
•n•lded 6al wol-a de la prochmol&n, tul neooaano "11U.aar loo faot1Jr•• 
d• OClllYeraSdn ~ loe ,lll'04uotoo ,.,rOIJuf•tooe, 7a i¡uo 18 eqorfa oaUn o:a­
P"l••doa on tonelad .. llltrioaa 7.JIOl'•'•taotoa ele oato ~••baJo .. oYnalclol'I 
al •ol-a en· NITUH de loa ,.troUteroa 7 del· Ol'U4o, ,_ aer .. -.,or -

" 



eu 901.ea ooa ~•peoio • ln• •terlOZ'H• · • ftrdad t•• al UoU la ~.·· . 

••ntctn .... mrtda ia .ia~lla ·•1'4114e .. ,. 'ª ••·. ut•• _.•t•a ••• ~- · 
•nerSfa •• c11011o Jlll'OCM'.01 ••pe:ro ft.l 1a •J• .itera&uY. ••a ltq~ a -
loe RIÍaltadO.a ... aaU*f'NtOl'ioe, JOZ' la HDOllla nticla ...... llia ueqa! 
ble_ la ocHsnntdD i:le tonelada ..ruto•• a toneladu odbtcu o º°"°ea ••te 
ouo a·MnllH, q• la operaoicfn lanHa, ea.40011' .. Mr:rU.lle a toaeledu . 
.,trtoeá. 

A oonUnuaoidn UatU...,. lu ooluau que elnieroa pua obte­

ner la lnfol'llaoi&n prooeaada, la oual ''a a_u fta oo.ntrih\ii'cf a deteainar el · 

••lor do loa parlcotzioa d• la eouao14n. 
' 

~ 

Sl•nclo la oouaoida le aipioato 1 Q • • r 1 L~, 7 oonaidorenclo 1~ . . . . 

Hrie .. do• prerl•t• 1939 - 1979, tene110a la •tcaiente tabla• ' 
~ 

Ailo ca •· r L .. 
.,.. ~ f·,_ -r ·:1".-

1939 100.0 10~0 1o0.o 100.0 
1939 126.4 .10.0 124.7 114.2 
1940 121.) 10.0 126.6 124.7 
1941 1)4.6 10.0 152.4 112.) 
1942 u1.1 10.0 126.6 116.0 
194) 122.6 lo.o 146.9 120.6 
1944 12).6 10.0 160.7 129.9 
1945 144.1 10.0 19'.) 145.7 
19d. 162.) 10.0 25'.7 165.8 
1947 190.2 10.0 )56.6 16).1 
1948 203.4 10.0 488.3 165.3 
~949 221.7 10.0 5Q1J.3 165.3 
1950 240.0 10.0 671.2 19).1 

_,,_,, 

1951 259.5 10.0 .74'·4 2ar.1 
1952 266.9 10.0 752.4 253.3 
1953 ·.211.a 10.0 T67 •• 2QJ.I 
1954 314.1 10.0 953.9 226.9 



.. 
··'.' ..... • ".: 

. \::.ca.·• :• s .. J. ·. 

•7T.I ·.. . . . 3)2. 3 10.0 . . 1190.3 . . 246.3 . 

349., 10.0 .•. 133.t~i. . 2'1.3 : 
···.1957 )45.,. 10.0 1436.3 252.4 
' 1958 .· . J67.7 10.0. i.ee.o ~ 258.7 

1959 ·40) ... 10.0 ¡955.4 259 .• 6 
·. 19'0 403.4 10.D • 2157.) ·· ·:265•7 .• 

19'1 456.4 10.0 . 2412.0 . 263.3 

19'2 481.9 io.o · · 2461.0 269.1 
19'3 ·.· 501.6 . 10.0 2696.3 281.8 

19'.C. "'º' 10.0 '979~4 286.2. 
- ....... 

. 19'5 575•4 10.0 3161.a 306.7 

1966 6at.1 10.0 ))87.) )28.l 
.,.,,,. 1967 .. 644.8 10.0 )760.) 356.1 

1968 683.5 10.0 41)1.8 )84.8 

1969· 744.3 10.0 .· ''''·ª ·. 388.6 

1910 818.1 10.0. 5030.7 403._~··-
1911 8'6.0 10.0 5478.3 '28.9 

1972 ~ 888.9 10.0 60C2.6 4')0.4 
·1973 • 947.8 10.0 6941.9 435.5 
1974 1061.8 10.0 12092.9 441.) 

1975 128).7 10.0 L098.5 461.4 
1976 1372.5 10.0 11034.e 500.3 
1977 1551.0 10.p 28541.6 520.9 
1978 1927.9 10.Ó 37582.0 543·5 

Collo ••ta funo1&n •• 4eaea 11neal1sar, toaando loa~itaoa lo. 
ooneel"'i ... I poi' tanto la nu.va f\moi&n, ••r• la e1gu1ente1 

Loe q • t loe .r • ~ ioe r.. 

S1 "auUa4o, llHw'• .. llMber oo:rrtclo la ... ,Z..at&n Uneal, hl 
el d¡uiene1 



. r. deevieol&n •~anelud ¡.: lu ••rlltl•• 4e · 1. oolU.. l, tv1· • . 
1.605, .. lu. ••labl•• 49 la oolumna 2, M •• 0.484 ' de la velabl• -' .. ' . . . . •' ' 

4epen41•nte ~ 4• 0.810, lo oual 4eau .. tra c¡U. loe clatoe n0 H eat•nU!, 

ron c1e ... 1aao . dreddor ele eu •alor •ello, 1. ••, Ja Ueperal&n t\iii oul 

nula. ta.lleavlaolcSn •hl• ele la aueetra hl 4e2.9), •l•nclo au elHvla . ·. . -
olcSn pro .. 4lo 419 o. 820 .· 

Por otra parte •zl•t• lll'I& oorrelao!dn, tantQ el•pla ooao adlU­

ple oui perteota, 7a que la oorrelAcion ele iaa YArl1bl•• 1, 2 tul ele · 

0.986, .ele lu varlablea 2·, ) ele 0.990, 7 de laa Hrlablea .), 1 ele 0.996, 
aienclo au oorrelaoldn adltiple 4• 0.996~. 

. ~' 

J'lnal••nte, vemoa que el valor de lo• no•fiolentea el• recreeldn 

deaorlban el valor el• loa pAri .. troa 1, J, por lo tanto af 1 • 0.375 . ' -
J ~ 0.432, ••to algnlf'lca que la funoldn ele produooldn da proclúoot&n Jl9n · 
el ouo PJIJ(U, Uena la dgutente noMnol~tura • 

l j . . . 
q •• ra l.: • la oual ...... a llnaalha, J)OI' 

tanto, 

·Io.,.Q • 1 loe ra + J lo• L, 7 qu. al auaUtulr noa 4'1 

~ Q. 0.8222 • 0.375 r· • 0.4)2 L, . 
lo oual lmplloa que al all•lnAr el log~ritao, queda da lA •lsui•nta •anera, 

elonele .0.8222 Q • 2.321 Ko.375 Lo.432 
• 2.)21. ' 

Por tanto, 00110 l + J l. o, en eate oaao pod.~llO• et'lrau qua la 

fwloldn ele prod~ooidn Plll'• el oeao PEX~t ••• d• acuerdo a la d•tlniclda ele 

laa p~glnAa Anterior•• a una funoldn oon rencll•l•ntoa cleol'tlolantaa Pal'& el • 

perfodo el• oba•rY•oidn. 



._- ,. ··:~·f-. ~,, " 

-··,:~~ 

loe pl'01tleMa .. 1 üllt.h .C.l•loo, •a la ut•Ubcl • reauel• . . ' . . - . . . . 

fta a ,, ..... ele 111\0doe •te•IUooa o.ada wa ... et1 ..... , •1oM9 llltotoa • 
- . - . 

tloaleM .. -.U •Hanolledo ea •pooeli HlaU,,...11\e noteniea, , ll• propo& 
•lonatO Nlllhedoa .•• u.tao\orioa. . .·• uf ..... ..... la Jlloopo ... 01&. . Unaal, 

JIOJ' •J•aplo, lerrHlonta .•19 podero .. de la lnYeettcaotcfn 4e OperaolOHa, -
tona pario .. tocia •• Htoclol~• aate8'Uo•.1ndl•J>enaabl9 para el trata• 

•1Hto todrloo do la ••PI'•••· 
a ·C,loulo )lteronotal, Uono un oriao~ .poco ••• MllOto, pero •• -

1ncluclablo t• lla•ta llaoo pooo Ueapo, 'el• una aenera do cllreotatuYo eu 1,1 

ouratcte en pro'bloau .. 1 &n•ll•i• SooncSa100 • 

._ lnnuaorablH la• eJtlloaoiono• que dol Ciloulo J>itonnoial po -

deaoe oaoontrar para la a~luclcSn do loa probl•••• del &nili•l• Econ&mico~ -

&I ol proMnto traba-jo, 01Uo tUYi•o• la oportunidad 49 obnrvar d• \ll'la aan~ 

ra pnoral, la aplioacidn·" dt oate lnatru .. nto a un ~ontado n'1m9ro do •J•11 -
' ploa ••noilloo 7 pr,otiooa , que alguna Yes ll•cara a •140ontrar al ••tudiar 

la •~t•ri• d• loonoa!a latom&tioa, impartida on lata taoultad. 

Rq todavía INOho por b9oer on ••t• vaato oupo, 7 oaporo que. •n -
un futuro prd:dao H lleguen a dHarrollu loe ••• poeibl~• 8'todo• de ~ -

'9orfa lat••'tioa, aplicable• a 11odaloa da la tradicional Eoonoafa 'lladrlca. 
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