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. Por otn um. )oduo _nr que ut oo-o h u-um ululm
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. . ho ) nuth epnotnr. nuto siort -n-logfc coa lu figures :
: quo u’lu-u on ol ‘segundo npﬂulo, tales como las figures ¢ (e)s € (a)y =
‘4o la sesaila 2.2; 1s fu\-- G, 4o g seceidn 2.7) 7 las Pigures X : L de 1-
ltlln un“- 2.1. (T} Mn ollse uhton 108 ulon- antes senoionsdos.

e .hun oloﬂmu uolon ll- 'S -ploo lo la nlu“n po-“riu
lo .he ¥ otn Sateris, pero ahors dedersmos pessr s otro pmto intonnnu -
on sote trebajos la ‘historia de loe sonopolios y oligopolios, pars poder ep
m |\- 3 oJo»lo do h uoau- 3 ). [ -610 - uu upoum..
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15’ lo h )roduoc“n.

: l\ ruiuul ’od..ol -fu-m quo h potcnou u los .rmdn mpo- "; B
no- tobua, oin o-bargo, el ocontrol de los seotores de mlueoi&n ouyos -; ‘
eados donln-n, ya que on general los pupo- finsnoleros quo oouttohn estos
ssotores son tambidn los dusiios 4o bancos, compafifas de «wru. mhd.du .
industriales y oo-orcinlu. nf eoso de tranaportes, que llcvu\ loo Ill dl -
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" ameriea (AICOA); del trust de petrélec Oulf 01l Cy.j del trust de eleotrioi=

. 4ag Westinghouse Air Wrake Corp.j del trust del vidrio Pittsburgh Plate = =
. Class Qye.) @8l trust del ferrocarril Penrsylvania Rail Road Cy.j del trust =

ée gss Koppers Corp.j del trust Union Switch en Signal Pire Insuranse Qy.y - . e

6o 1a Geaeral ‘bin-nr‘nu Corp.y y dela North Ster Reinsurance Cy.

h estos eu’oﬁ. on verdad la sodregancia monopolistae i'uultq“o -
uns elovacidn del precio de ventsde los sectores monopolisedos por enciss de
- presio.deo preducoida. Sin eabargo, ls sodreganancis monopolists, results =

“Sambién de les ventajes de Froductividad que obtienen los trusts en relsciéa

e las enpresas mdisnss y pequefias. y. & los ‘sectores no sonopolissados.
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por . los tmt-. Estes tarifes han tenido un papel isportante en }n forse ==
61dn y oonsclidacidén del trust de la Standard 011, igualimente, el monopolie

de los medice de transporte obtenido por los trusta, como ol monopolic de los
oleocduotos que auy pronto logrd el trust Standard Oil de los Estados Unidos,
y ol mef\opouo, del ferrocarril de la U. 3. Stesl Corp., on las regiones de af
aerales de hierroj e to obligs practicamente a los vendedores a inolinarse -—
ante ol moio’ de coupru quo lql -onopouo- ﬂjm arbitrarismente. '
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‘gestos, en tanto que para las scoiedades pequefias y sadianas los gustos 48 ~=
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it " ! mnus do o*ttnﬁuoi&n trnu por 10 t-nto, m m hgién do ponibui,

- dades s menudo de ndmero infinito.  Asf pues el mlhu no limits su nnll T

‘ i"-h ‘sl @e uns sols deoisién po-ibh, trat‘ndoh cunl .1 hubhn ‘de ser 1a -
"hiu pera ls eap-esa en utuuo, debido & que, por lo genersl, tendrd ante .

of wmy ssrie de slecoiones posibles, o\ulquiou de las ocuales 1o pon:lurl - .

seqmiir on ol negocioo inclusive acumular,  Puede eon relativa hp\m“ad, -—

”fcnm on forms segurs algo ulo ° -J.p |aenos on propnganu. heoer un cnbie

pers’ mlhr © :-oduair su ouerpo de nn«doron. sus niveles de uinouolu,

, : 8 senuido que nmtnto ) robnjo sus moioo. SRR ‘
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.3 c.lculo d¢ Optuiuu&:.-» a‘.lutoh do- upooto- dol ouroquo - -

ol "lleulo de, Optuinoun ‘que_debsrdn ser examinados con cuidado, para en~ f; ‘

tondouoo ujor. ol pti-oro, o8 la consideracidn uplfoitl de toda las escala

de pouﬂiilir!ndel oonmonto-, ¥ ol -og\mdo es de someter todes satss posibi=-
lidsdes & un snilisis sistemdtico y riguroso. Jutoe’ dos rapectos de \opﬂ-;
noldn. quisd se pueden mtondor msjor por udio de un ejemplo. hr-\ tal -
efecto, examinaremos uno de-los modelos sfs sencillos del Anfliste do oxis -
tenoias. - Hemos de aclerar, que h eleccidn de este oJo-plo es 810 o0n ﬂ.—
nes oxpncativo-, y la intonoidn e8s que se pusda observar qu. bn‘ndou on =

suy pooe tnfomcidn mloinl, se van uoondo dol -odnlo ade y p‘o upuo.dg ’ T

h nnnu-o mlu-u. traterencs oon un oourounto. que espers oim-, = ‘
ﬂadnonto vender on el ourso del préziso aflo, uaa oantidad detersinade -

serarofes que de ghora en -«uuu J1lsmarescs Q' unidades de una de sus nr-
cancfas » un molo dotor-in-do. oon la donu. repartida por u\ul durante
todo el -ﬂq. :
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) uumiu qua ou umnrio.

) L Surp non unn mguntu ;llutu quo wnto puodo llovnru on.o u-g e
f/ouo ‘0 nbnju- lu ozhtonoiu?. . Como n utmal. un usvcntnrio reducido, :
llorr- AImro de los costos de loﬂinhionto de cxhunciu, o8 docir, los =
costos de almscenssiento, aostos de intereses del efectivo nlpludo on la .‘
quhioidn de merosnofas, eto, hro por otrs parts, hay un- costo de IOIQCBL
-ionto de nnovaci&n de podido-. cono oonnmnou de oolocarlos y ontro.n-
los ¥» puesto quo un inventario sds reducido comports pedidos ¥y ontro.n -l:

frecuentes, si se puodo optar por un promsdio muy bajo de oxhtonoiu, ostos

ocostos .88 punden hncor probiditivos. La determinacidn del nivel Sptimo de

existencias consports wa equilibdrio lnto-ltioo de las economfas logradss em= S
los costos de sostenisiento de existencias oontra la rononowu de wdldo-. o e

ncourio- cunndo el lavontnio o uduouo. s e




muat-ioau miu h -ntonu on oxiuouia wma muu e umno!u ;
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- eo8 s wided oo-o mnqu ol -a-on m-ouo de unidades en on-umu,
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Mare ol nn. o1 ¢ han ¢ nMor 100 000 widedes ¥ e ontnnn

"au H}

25 000 de ellas por embarque, entocés estd ‘olm que ol ourso del aflo se — o k

asessitardn 100/25 = 4 entregea. ‘N)!vobo'onr térainos sés generales, of en -
"ol eursc del afie ban d¢ venderse Q' y ceda ves la entregs es D, ¢l némero =
~meoesario de entregas serd entonoes de ,g; S :

, m. olonlo (1) ol ooato m ntup o mtoﬁu . u
o-mm ontreguda, ugﬁ\ 1a expresifa a' ‘¢ 'S, o la sual a' y b oom -
doﬂu afiserce. In este sase B', pusde interpretarse eeme whided onvisde’

“ ul saners que ol vosto de envfo de D unidedes o D'D pesoss Mnllogamep

v - . S
- 1



: : h hlu ino&gnu. do 1: oc\uoun mtorior s ol v.ler G,un & -
D, © ssa la cantidad qus hadrd a entrogarse por envfo,. _the ves que se. b
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de Rallar ol promedic correspondiente al nivel de existencies » V2, y Ol af ,
sero 40 veces por afo que se habrén de pedir 1os embarques serf de @ '/l;

bro una ves q\n hallemos nusstra oo\uoldu. h soluoida bl 'nll,g“;

ua se reduce s un sencillo problema de oflculo, wnto que la OMM. 08 = -

darf una relecidn directa entre los costos y los valords alternativos o - e

nueatra varisble D. For ejemplos -uponi.ondo que loe ndmerve do la sous = s 1%
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Il oxamen “ nu tlbl. -ugioro quo h conoluaun eomct. loborl
m de. aprozimsdamente 40 000 midadu yor cntron. o1 valor Sptimo de D.

Asf pues, el encontrer la eousaidn del eosto de inventario, hesoes
obtenido tods la inforssoién que necesitebanos para resolver el yprobdlems.

“les essuacionss e esta fndole reciben el nombre de funcién objetiva, dedido =

s m domtru le forna en que los objetivos de la empress (udnoel&n 8 -

8faise do los sostos )» vienen sfectados por loa d1stintos valores de la va - .

rishle. mmﬁ.ﬁ. . 7 fune“n ebjotivo son -\' eomunes en Ioc woblolu -
nu:-nm el mu. ’ ' e R

oo nde de Anflisis peraitird sscar gran cantidad de inforsscifn, partiendo & ]
‘@0 esta solucidn, los mdtodos wsuales dol Cfleule Diferencial (que veremos -
en el préximo capftulo), serdn de utilided pera sacar do nuestrs sousoldd, -

e un-. venos qul el )roblou o ‘resuelve, l(a oRbATgs WA PO= - p



- Este yesultado’ nos 48 o1 uinl ‘»edio Sptimo de notes 3/2,'y
;1. unti.du! Cptm pars lo- pd!do. de renovacifa D, eom-pandtonto s m_{; -
;quicr uinlt de voh-on u nntu, Q'3 de eouto ultu-io de oonservacida, o
l'; 7 deo costo unitario do podidoo, .' . - 8o pusde ver fécilmente qus’ udi-v o
.08 que ol nivel 6pn|o do oxutonoiu. D/‘.'. dobo uuptnm, euando lu ven~
‘tas Q'. ausentan.

lon.- Bemos puesto un asterisso a lu utonlu qm npruonun
wn nisero definido que la empresa sonoce. . Sste -igno lo espleancs un - -
distinguir estos nidmeros de los que representan vu-inhlu. owoc valores sca
las inodcnitu del .mlu-u. o , : - e S




':.5 h mtlnalll ln ncmo- quo )o:-u- p
‘ ll u.msn o 'unu.l" ‘00 Iorln lo h oonﬂe“a Co qu-' 1as nluionu
nuuu sean h pinr pm. e

T u . ;ri-n vi-u e ;lndo ver.. Quo e trats do m. ntodolocf-
‘Aq- hm mlllo, d sanera clontfﬂu. 1e upucucid’a del pﬂno!rﬁo ooond -
.mieo @» minimisar el costo, en equellos oasos en que ls expresién ll‘.brllﬂ e
del mblou es wn oonjmto 00 nl-oiom- linodo-. ' ' : '

Min cundo nruon densefado restriotiva la oondioi&: do Mnuu-
tud, las p-iuluadn de -pucaoih son numerosas, e L

- Tenemos wa objoun. que es la -xm-mc. deo las muum-. -
Ahon bien, tales utilidadee do;onaon del ndserc de unidedes Qque | do udo are
tfoulo se produscan, por lo que s posidle expressrlas como )g suns de 1a | S S
t4lidat witaria de orda artfoulo sultipliéads por el nimero 49 unidades que' A
se produsoan de fste.  la expresida slgedraiocs &s las utilidsdes eerd wms =




n noblon dudn ) § punto dt vhtn utollﬂoo,
ner o1 nlor -‘xi-o de una muu mdteioud. por duiguuudn. Sa yo.-
bu-go, 10 que 80 ks dioko pnn el ‘caso de las’ nundodu ool rodnoto. RS
vflido tubi‘n pnrn conceptos nlu 'gomo los co-tn' )oro on nh ouo. 01 -

objouvo url lin i-tu.rlu.




: o3 Que sstos. oompm u son tnndu‘ son um -
m“‘“’“ we, 9oz 10 mence nos. soa indespen: sbles ° -uﬂch‘
uo ’-n oonpnnlor la doftltcih ; -o ao h d-rivadu - o

2.1 mu-.- n n.cu-u lnhniuoo. trntn con’ urublou lo l‘o e
g i-munu o h umn on qm apareoen ulwioncdu \nn con otras, . Por = -
’ 'mu. (7] n-do Gooir qu- ol andl11sie. Natenftico no o8, 8ino el estudio 4s -~

las releciones existentes ontn lus variables, Para expresar y Npuuntn
wna relacién sualquiera ontu vnhbln. nos_servisocs del término t‘onioo -
qllmdo fumih. ‘ o ‘

. Aumn ‘o] eoncepto de funciln prevents un carfoter general y ubo-f ’
tracte, es, esencialmente sencillo. Al objeto &e lograr una’ nocién olare -
“del. ‘lniu. darescs oonunmu- oasos 0 ejeaplos de funciones, tomades = L
del easpo etentffice 7 4o la vida préotioas . Cusndo ol Anflisis Wateaftioo
oe aplice sl estudie do 10s fondsence reales, las lunuun ffsicas gy 4o =~

"uu distinto on quwe sllos aparece, se nm-utn por vuublu. los ejep

plos eiguiontes tossdos sstoclsticamente, podenmce Seoir, que R R -l



oxlﬂ-n do- ncattudu mhbl npro-onndn ’or
htu ugnuudu y vnrublu qno lu uptuontn.

nninah cutai ‘los uloru oorrupondionu-, ‘o8 doelr, unu ciorn dOM - B
| donch ontro \ma Yy otn ncnitud. s 7 nocwn de funei&n 1npuca. por 10 == S
tanto, Xoo concopto- de gelacidn entre lci valores dc doo varublu ydede

Emuneh ontro una y otrs vnl-blo.
Podno- pamar nbon . las dofiuicionn de 1los .uuiontu dos N‘r- o

nno- “cnleou i

9 dice que existe una funcién implfcita o rolacién funcionsl em-
tre dos variables x @'y, ocon campos de varisbilidad oonocidos, si los valo-
res que x &y pueden tomar no son inaowndicntoo unos de otros, sine que -
estfn relecionados de alguna manera definila. 3£ se supone‘que 1os valo =~
res de 3 son oconoojidos, entonces el valor © valores de y no 10 son, 8ino =
que son ‘deterainados en dase a los wvalores obdtenidos de x, e inversamsente.
na funcidn laplfcita es, por lo unto,‘ una relecidn sutus entre dos varie-
bles, determinando cads variable a la otrs. Se dice que la variable y ee V
wa funoién exyflfoita de 1a variable x, of el valor o valores de y dependen
ds algw #0do definido de los valores arbitrarios que 1o hemcs asignado a -



hh tonoru ‘en ouvsnts qu- una fmewn conudonds do.do ente pua—

~to do vhn, mo significa necesariamente mu relacién causal, ya que 1s “o-'_
erisinacién que se establece entre :lu»urhbln os purasente oonvenolional, ' .

7 m.lo tanto no pusde deoirse en figor que una variable ses csusa de la = -

- otre. las relaciones onusales spareocsn adlo entre las cantidades pertens—

sientes @ fondnhon reales, y cuando una de lra relaciones se interpreta por
wna Moi‘n. sucede que uno de los aspectos de la funoidn predosine y se de=
sechs al otro. Toda funcidn matemftics pusde ser considerads desde uno w =
otro punto de vhtn, teniendo su corrupondiontq f\moi&n unﬁ.. :

B eoncepto de funoun s sumsvente npuo. Les -uumm. .3...' L

'ploo 1o manifisstan, y estosnce serviran para olesifiesr las funciones u - /
wa unon oounnunto pars su sstudie. particular,. SRS

i 1) hl vnhblui o y tozan valores numérioos cuslesquiers, oom =



unrt‘o_l ._ignionn i‘\l’lvldldl L

En sate c;n-o,’ty, sparece como ‘una funcién 'oxpl{cu.'doa X, 701 caspo de va=' :
riebilidad de x, es ol conjunto de lo- niseros rales, la funoién hplfet—y"b
u de la que se procede ess ¢ T A =
e’ 03:*,-2‘0 ‘o.

Ia correspondiente funcun inversa os ufs diffcu. do obtener, poro o ovi '
dente quse para cada valor dado de y, oortupondo un par de valores & x, O -
no cox-x-,npond- valor real alguno, - Besolviendo la ecuacidn ougdrltlcl an
terior, para todo Vulor de y, hallasoss

ze1/2(-3 r——r.x Y oo

que “ e % oomo runctdn explfcita do y. 7 la e sélo nnr‘ uﬂniu. ’m :
loe valores ruln de 3 on un limitado campo de verisbilidad de y, del que
quedan exolufdos 1os valorss negativos de valor absolute sayor e 4.25.

,

L]



i n-f nmgu :, s fimc“n oxplfuh do x, to-nao oomo onpo a0 vu-u -
uucu de osta ilun al oonJmto 4 lon enteros podttvo-, nos garantisa
L que 01 valor « (1.05), serd unpn sayor que la mu.a. _ Por otra paﬂo :
s funoidn mvoru eorrupondhntc s puedo oxprcur on t‘nino- do logn - ;
T pitmos, asebe s ‘ ' :
o hrtiondo de (1), 'loc ¥y = log 100 ¢+ x log (1.05%),

‘av donde, gz o) - log 1 e e ee e (2)
,/ . = oolo oJo-plo. oomo podo-on lpnoin, se puede considerar oo -
=0 problema tfpico de finanses, @onde en (1 )y e umnnh al sonto de - -
$ 100,00 82 5 £ anual, durante z afos, y en (2), se representa sl uupo -
aue tardard pars souzularse ese monto, ambas (1), y'(2) son funciones oz -
)!huu una de h otra, ¥ la corrupondhnto tuc“n tnpl!‘ouc oa uu - :

;nu ur‘n



,_oxplfoitu : onn fi -

'n.ulpo dc v-rhbindud e x(nrn vllorn ro.lu de y). ut‘ - - s

,,‘m-utufdo yor todos loe nleorocs c\wo v;lcr .b-oluto no sujere 4, y do s - L
;_mrn mllog.. respscto al cazpo de vuhbi.ldcd de Te - Ezhﬂnn. por tnto"“”

dos v-loru de y (excepto en los punto- * 4). corrupondhnt“ ] cldl nlor s
dado do Xy rocfprocmnto. : :

hd. mi funocidn ouvalquieras, ae deduce la po-tulldud de acnstruir

) cundro. asignando wvalores arditrarios & xy oon los- vnlorn qQUe COrrespan=

den a y. Como es ususl, se requiuu que se detsrainen loa valores s cads -
una de las variables, el valor o valores que tome la otn. S{ el oampo do -
variabilidad es contfnuo, no hatré limitacidn alguns en ol n\!nro de volom

'eorro-pondionw- quc pueden unotuu en el eu-dro.

Sobre una Boje de ubol cnsdﬂculudo'. se trasen los ejes de ecor =

donsdas Ox 'y Qy, tosando usualmente a Ox, como horisontal y & Oy cose n‘r-w B

tical y se nllp sobre los mismos una sscala de mdida. . Cada par de valo -

" res de los quo figuran en el cuadro obtenido de la hmoi&n. dul 1u¢u am :

punto -obro ol gréfico de 1la siema.



'&--‘0 les pumtos m-mﬂntn. o0 ve wa ourve mu. < g
on. mo.x.. . Tor munm aayor. interds ontn lo- pmtos e oomo -l
')udnunluu de 3z oumnndoo entre '-2 ‘¥ = 1, o0 ha seflaledo en o-
" 1ls una wa punte interssdio, siendo nu ol mmto ads h:o de h o\u-u, LY

(1 1/’0“/2)."“. (3/2, 9/2).~ S

h 1s stguieate fuuu !.l. mm .prunr o m- ml!uu
ol mﬂumu & osts t\-mh m:‘nu. ‘ ‘ ‘




<0
TE

le p‘ﬂu do h hnoldn 'y "do obton-r t01 -uumm cuurol

X ,f_-( SR R '_-x ! ° ‘12 3y e

Por udto d0 la ruu-a 2.2. que m- ur nauj.d. yor wna curve .
d. truo sontfnue & traves de la_serie do pntos dedos, exletiendo oin 08 ==
bnr‘o. ‘sierts duda, respecto al curso quo dobe seguir cuande x toma vulorn
m poquefos.  Cusndo ¥ slesnsa precisamente el v.lorono. le férauls 20 ==
proporoiona mingds valor correspondiente de ¥+ Observemos teadidén, que ol
valor de y sumenta répidasente s medids que x resibe valores positivos osda



vcl ll- )oqnclo-, ks quo doemo aou r-pide
; nu \vn unorn. h crlﬂc- do 1- f\mci&n por uto u qu.o!

3) ‘X e ¥ ‘;- 26.

n 01 euadro siguiente, aperecen lo- valorea de h funown pau lo- ulorn
de x, 4 de y, comprendidos entre - 4 y 4. LT : ‘

F'S

4 -4 -3"‘-2"-1 o 1 2
: » <26 =35 9 4 =39 =35 =25

e

Los valores de y, se han calouledo toundo uns ﬁifrc d«iui.r - - -

No estd definida 1a Je Pars valores de x, que no pertensscan al intervalo — ;

eitedo, - Mn x=e_ 4, oxiste un valor sélo para g, sientras que en los denés

+



EL cusdro con los valores corrnpon&hntu dc ze y, ac lon quo .o obuono -‘
el grdfico de la funcidn, es el nguioutu

N

R SHRYE RS ) -z;s’,-u 0 0.0 y‘x.a 1.5 ’,1'.',; 2.9 3.9
T gy e s
RER SRR K B X JEE K R 0.9 0 015 0.7 0.9 -2.8 =39 -4.9
B ol e

hu obtonor en ono easo loo nlou- con-upondhnt” do ;. v‘ Xoo"
dc t PO u noo-lnrio tesolver h escuaoidn o\!biu. - los valores corrupond'u-
lu de ¥, a los de :.ucnou una oifra deoimal exsots. £ gonjuntc corres =

i




1) los yilor‘ s correspondientes a x o:, ‘,'-ntln" hdé,ﬁ “pqirf’ol ul : -

uiste euadres

x€),3¢144,4¢285,5¢2656,

.,“. ’ '.1 ‘.,,-Bb_.‘y-’ . ’,,7-19‘,

. L.

N

'hfnto_o'uo §» o0 ung funeida '™ l.kow’uk’ ﬁln« ufon.m ol';f
omjumto de les ndreros positivos no sayores a 15. -

es funciéa de y, el onmpo do variadilided de

Jor otre parte, [ 19 t.

a ©9 uoovnnu.




1.

] ,

s e e

e - ——

ap e ——————




mu- g o om‘nmuun f 2 h funcide’ izverss u la nuu, uah -
501 pooou-uno indicado 4o sus tm.ormuonu oon las pareleles ¢ 208 = =
g *o,)u. ‘Tha surve ¢ wna maa- dade puodo ser cortsds en wa punto dnico =

' por uns ‘paralele .1 030 n-mttn. ¥y DO obctonu. la cnrn que npnsnu BN :

18 funoils inverss pusde ser eortads en dos ¢ més puntos Por una recta ps -
.‘relela sl otre eje. . Wo ezxiste, puss, wia perfeota uniformidsd entre las -
prepisdades 48 uma funcidn oupllein ¥ las ¢0 su oorrespondiente funciéa —
inverus, Ixiste una rasda que pone bien de senifiesto la isportencia de &
‘1a8 funsiones -ifonu. Cuando y es wa funeidn uniforms de 2, 00 pusde
hager case onise 40 1s maners 0onc varfa x(ecasiderando implieitamente que
tosa siesprs velores orecientes ), 1isitindonos a observar oomo varfa y. =
‘1o ulon- e Teside 7 pueden ser mounm. decrecientes o presentar -
: uulo-u slternativamats ereeisntes J édecrecientes 4o wne- forms eont! —.
aw. Gréfiessente, si tomsase 108 valores ds z & 10 largo del eje hori -
,u-tol ) um-u 16 swrva #0 1g Puneién & igquierds o hmu ) gré -
fiee, la veriscide que uprt-uu 7, sparecerd mtﬂuu pr la mayor o
20007 alturs & que 80 halle la curve @el eje horisontal, pﬁtln’“’ obser= .



) i h'tuoiomo mountu 1 ucn -
.!orm. oonj\ntuouto. ;ol mw u h- t\noionu .on‘touu. !- -
tmciouo m&tonu npmcnn r-punnt.du piﬂou‘m- m una’ euru cono-

)nloiudionao nd do loo roqui.uoc forul L ?“quo 1. omtuutdu!
t-mok ”» pmdn -onumr una mptodu ouuctortouu de lu t\ncsmo -,
-onéteml s tanrn d. e Mex‘n -ondtm mitorl.. ‘os nlhx‘- wne fun-
0160 nncm ntfom on ol lino unido que: la funcién ort.tnala ’. oj.. »

iy ouu funoién nattoru orecients de By para osds valor de x sdlo 1o = -

corropondor. w valor a T 7 . los’ valoret d. y .unanrin cuando x- au-onu.

Esto aparece coapletsmente claro dudo ol punto de vntn eririoo, ya qw h‘ 2

curva que representa s Y, m ser hu unn funsidn miforu orecisnte de x. !
as elevard de iaquierds & dertoha « medida que nos .loJ—n- del arigen. -
De aquf resulta que sélo existe uns uniforaidad ;orfects entre una funcidn
Y su innrn cuando se trata de tunotomu sondtonas, k
Msapecto a las funoiones -ulufom-. es & vecss po-iblo uvuu-
una funcida de sste tipo en dos o sfs secciones, 4e tal modo que cada una =
oonstituys ung funcién uniforme. La ourva correspo-diente quedardi tamdidn
dividida on dos o mis secciones distintas, siendo entonoes oorisda oada une
de éstas en un s0lo punto por rectas peralelas sl eje respectivo,  ls fun-
oidn que figura en la eiguiente expresida: y. » :2 . 12 - 16 . » 0 -

esta clase. la expresidn explfoite de y, oowo funcidn biforse de x, s =

ls siguiense. ; , T

7 - o_Vl‘fl



¥ i, i .
vuceioﬂn -iaulontcu

=z . z/zm;f:-irr

1 ciondo oornd. oadu um de clln on un .olo x:unto po!' ro etn :
oJo Ox. " h yri-au uccwn do uh ‘unci&n os eroo_tonto on

'uguuh ucclén doﬂm u:u funcltSndo : docraeionto,
ourva quo la representa en posioién docrecipnu.» &tge aivisl
éiones u’_ni!orso- dc_ las fnnoiones hul{lforus ,-qon, do mhg uuudul

) : Mdo obaorvarn, qm u‘mu fnneiones presutan h px-op.odad de
ur lidericu. la simetrfa pusde definirse de nuckas for..-aa, de ‘las cua -':""»
* les la siguiente es, quizf,  is mis importante. Se dice qus una funcidn ime
plfcita de x, y, s sinétrica cuendo al pern‘.;ﬁtar les varisbles x o y la fun~
61dn no varfa. Bsto implica que la funcién explfcita y de x, tenge la mie~ :
ma forma que 1» funcidn expifoita 2 de y. la funcién x Yy o+ ), 08 vlindtr}_‘ S
on, segin la definiciSn anterior, ya que les dos funoiones oxplfcitu. - - ~
¥ = 3/3 y su iaversa x = 3/y, son {dénticas. S

Ung funoién 1im;:1fcita de ln nriabln 2,y puod. npronnuru.- “
wnlquun que sea su forss, por la noucidm i o

i | f(x,)). u




l su roraa.a Purn doauelr do u;uf una funoi&n particul.r °“!1 1”
 §0£¢:., baatar‘ reonplazar r(x) ;or la forza defl nida que lo corresp@nda; °;"”

f'i i hacemoa f(x) - 2'xy f(x) . x +3z~-2 6 2(x) = Vs, obtendremos - . .

”tran funcionon uni'ormas =y conocidas, - nats notaa:da puede oxtanderso -—

'tambiln sl caso de funciones no: un'formez; en su uso mis geﬂeral, b AL f(z),if*

ligniflca lolamento qus tomamos ¥ oqmo;nlguna funcién 40 x.

las letras se usan indlotintumen%e para daaiguar vur.sblas y pn -
rimetroa. aunqus e oostumdre resgxvar las dltimes letran dal alfaboto parl
designar variahiaa,y pardns tros, para laa letras dcl principio,.

Yos quad; puds, conaiderar shora la notaciJn ldo tada para aesig- "
nar valoren pa.ticulares que toman las variadbleas de usm neral. -
'3f y = £(xz) ea una funcién explfcita cualguiera y dan ahle x va- .

lores: numdrlcot dsterninados, talea como z = O, x:e 8 valore ‘

J2), t(1).

os cona 8, b,

eorrospowdion ton do y vendrién ontonco- 0xpr¢sndon
PodsTos, ldomis. aaignar az valores flJoa indatera

Oy sesey 6 llo o 13, evessy utili:ando 1a nisca Iotto 5. con aubfndices o



. R otn Mo, ‘ot t(:. :) «0es una t\mei&n ounlquuro 'f(.. 7)
e 0 ml. entonoes, uns oomi&l Que uns ves rnuolu. nos doré 1ce valores
. an y oonnpoudlonto- ax-= LUK / f(x. b) = 0, una ecuacién que nos dard los
~ valcres do x omumucntn ay=b : Lu constantes paradtuen .. 6 b
”(oa sor sutitufdu, por -upuuto, pbr minem dotonlmdu. :

Go-o ojc-ple de 1la notseién tur.oxonal, eonudounlo-_lu jxguxm-]
tes -operaciones, de las ouales se hard ol dedbido uso mfs sdelante. Sf la =
variable 3 toma los valores partioulares a y {a + k), siendo a y h nimerot .
positivos o nontivo- cualesguiera, la tuncwn £(x) tomul entonoes los vae " 
lores comcponduntod 2{a) 7 t(a + b). Rl inoumnto de 1a funcién oo —
rrespondiente al incro..»n%o dado do z serd @

N

, ﬂn . h)l‘-- t(l)- -

; n lmnlonto guo oxporhoun 1 runou. nn ol xnurcmto de 1.
wnided de 1, eas S o ,



2 lloeidn Pnnduontnl dol Lf-uo.- htno. on oondioionn do
umur 01 ntu:uo dol ooncopto do 1nnntto. para uf lpuour 1. potanou
Col Aulli-u lauaitioo. R

= coho u nbido, lo- mhn-o- nalu pon w«ptiblu do oolooncld-
pot omn de mitud, pud“n.!o-o ologir, Por 1o tanto;- dontro dol oonjunto‘
s uns -uonidn nuadrice particular, euyos t‘nino- e tornn oon u'r-glo L IS
una loy ou.lquhn. provioun.o ntghlocidn; por QJ.. sean lu -nce-iono.
cneiontu. e e : : S )

) v g 1. 2, )4 S5 “.'."..'..“

1/2, 2/3y 3/4y 4/5s eevies
de nderros realesy y, andlogamente, podrfan citarse muckos otros ejemplose
| fodas estas sucemiones presentan la progiedad esencial de que oada térsino
se deduce del anterior eegin una ley deterainada, tenieando, por tanto, ca-
dn término un sigulente, sin que 'se llsgue nunca a un ditimo término.

\

[ ; )

’ las sucesiones mondtonas oreciontes de ny!mro- reales pueden = =

| olesisifioarse en dos grupons. Zn el prisero, dol qua forma parte la pri-

| more deol ejemplo anterior, loa tdrminos de la -ucoai&n alcanzan valores ca~
\ da ves nfs grandos, a redida que seguimos el orden de enumeraoién. Dado us
| ndmerc cualquiers, por gradde que sea, hay un tdretno de la sucesidn & par-

)
"y



-unnidu un px-sxi-o 'y 1 oono e duoo, lin
‘e s travéé u s -\lcuidn. B nn oiroumt, ncia,. lon‘ luinoc e 1-«‘: =
'-noui&n e uoo que taondcn 'y 1. -iondo 1 01 lf-uo. o ol'ulcr lf-ito de
_cuouiln. g 'lodn -uouidn c. uu oluo uono wn, lfuuo ﬂnuo, : nt—
aw 01 lntorulo quo oemn s loc t‘ntnoo a- 1 -uouian dol Xhiu e op
as ves -l- mmﬂo. y qucdn onuivuuo 01 qul oorn-mdo 'y un valor eunl-
N 'vquuu por lu “nho- ponorion-.,-~ : e '

: hl lhlo nodo. [ pudcn ologu- -uce-ionu -onatoml dccrecientes T

'-'do nbaro. ro.lo., o deoir, agquellas que presentan invertido el orden de
-ocnuud de sus téreinos. Como ejeaplos de -ucui.onu loudtonn decrecien
‘tu, podemos oitar las siguientes: )

5

1}. o. .-1. -2’ -’. -‘. iooo...o-..v~
2) 3/3- ‘/30 5/‘o 6/51 7/60 ®evcsssvccse
huton, de nueve, ‘oz olases de suoeciones, rci-uunhntoi. h‘o- -

pottnnnu. por osda uno de los ejemplos anteriores. - Tods sucesiéa b ~
s primers olase estd forsade por términos, ouyo valor abeoluto  Orece == . . .



do h o l. obnnido tolnndo \n t‘nino of y el otro no ou h-lo‘undu ou -
cuio‘nu de los ojuplo- ‘sitados en esta: ucoldn. no n ex-oetonto n.'. docn
ohnt., pero tiende sl lfmite 1. ' Surge aquf. ein O-bcrgo. m nuova ocosply

caciéne la sucesién puodo no verificar ninguna de lu po-ibiuduh- adzitl < e
das, ya que el valor de sus térainos Puede ser oscilante, sin qus sanifiests -
por lo tanto,ninguna de las tendenciss indioadas ‘anteriorsente.  Una suce = =

sién de este tipo es, por ejemplo,

“19 %v ), .z.c S. *v 1 i. ?, OOf.o - »

-~ . 'ss dice entonces, que 1a sucesidn es cacilante y que carsce de 1f- -
mite. | Dads una sucesidn cualquiers de nimsros ruln, podrl, por lo tuto.f T

ocurrlr (]

1.= Que tienda a + OO, o
2.~ Qpe tienda s - OO, - -
Yo Qn tienda a un 1fmite ﬂ.nlu' o



qi-u mi&n onmhlo 1. u ‘orden : mt:nuund. h noe!&l do iaﬂnit -
_Antl llpueua. u.-i-, on 01 ‘propio -htn- nml‘x-ieo ntl. _ ln ofoeto. ox
V-Voutou real ‘o iu-itulo. ¥s que cads wno de sus nﬁnroo puunu w e ~
"nunto; » oonﬂnuo [E indoﬂnuuonto Iiﬂnibh. yn quo ontro dos nbom :
»i’mloquiou «1 uu-o ™ ;\ndon mtrodueu- infinitos u\h-m. Istmu.
,m-n uupnno- a continuacién de la pmuunoi&n del ooncopto do. lfd-'
' umh o0 N nnbloctdo antes, al ono ' las t\meionu. N Bl -odu uis -;":'
nnvonhntc u doﬂnir el 1fmite do uan funcién, en ou- dinmn auou, ooa-
‘siste en eonnucnr "algunos QJQIPIOO .ignifienuvo-. : m detenido estudio - '
#¢ los ejemplossiguientes word "y oonnuionto. Ja que, oloaidon de lodo qm'i:’ ,
oolwonun el sayor nimero pouhlo de ocasos, nos pnr-uuin ‘pasar a doﬂnt -
ciones ads moun do todos estos oonooptol.

 1) Bea ;'-1“21 '. g R TS PR ILNS e
‘Dando a & sucesivaminte valcres ontom. po-luvoo y nognuvoc. la

oom-pondlomo sucesidén de wvalores de y, pusde ser doduoidc de la funcl& -
ntortor, ®om0 96 expresa & oontinuacidns : y y

a 1' 3 . ‘ , ‘ 7 .....'

R RN



D

,?ﬁnldo este euadro, -o puodo cbtouar ¢rlt£eal-nto 1- ourvn qu. re
progon.n a .ul. tuncién, 1s oual es una lip‘rbol- oqnilltorn, eolo se: yu.do

-y

En ol cuadro anterior figuran las cuatro sucesiones de nlmeroe indioadas en
el pérrafo .nterlor. las dos primeras estan relacionadas de tal modo qmr.
conforme x .umontu indefinidamente tomando valores enterocs, y, también suw -
senta, aproximéndose ind-finidnnanto a 1, Aunque z es evidente que @s vae
riadle contfnua, tambidn lo es que 1a introduceidn de nuevos valorss en la

sucesidn de x no cambiarfa esencialmente 1o dichos la sucesisn de los valo-
reos oorrespondientes de y tenderfa siempre Al 1fmite 1. Bsta nooidn de co
rrespondencia entre las sucesiones de valores de x y de y, s expresa df —

¥



w'oocn tohcionldn, tondhndo h oueni&n de nlo?n ae T ul 3!-“0 1.'~

sedide quo pry -uouiéu de. v-lorn ‘de-x tiende & = 00.  El mismo grifico v

'\""N‘pruonu oﬂ. tondcneu. yl que la euru bajn de acroohl ] uquiord.,
prou-lndou a 1- lhnn hori:ont.l a ud!du qQque x. u toundo vnloru ne =
 ',' .uuvon, do'nlor ob-oluto o-da vn mor. i Lo Lo

; ‘ 2 ) l'l I e l/l wa Mei&n Co e-vo- nlorn oqx-n-ponduntn ta-
fhl-m on lo: -uuhutn cmdrou ‘1 : e

2 ‘3‘_ R % % ‘i 2% . wese oy ', _.,

x o 1 . 1/2 0._1/ k| 0__1/ 4 ssece

7 k] 12 27 48 veess

oe odtiene el grifico e lnvfiﬂra B.
~ In este caso es _h\dlﬂunto tomar para x valores positivos obno' -
getivos, ya que los correspondientes valores de y, son indéependiéntes del =

8igno do 3. A ®medida que x toma una sucesién de valores de y, va dieminu-
yondo,  Por lo tanto, la funcién y = 3/:2 tiende @ cero; cuando x tosa los




yi"u':louo ‘que '

y lbro, cu-nda x tou una’ -uonicn dooncionto do nloru uondn n
aro. u .observa qu- h -uoni&n do ulorn eom-ponuontc s ¥ mco 1ndg_’i
,flntdalonto." Do uquf rr-ultn quo 1a tunot6u ,:’ 3/&? tiondoﬁn 005 ouando :
uomlo s ooro. h crlﬂo. de 1. fuuol&n uuotn ntdo u-itn. 5
do-otondo ‘sl ojo Q:, s lndidn quo no- llOJAIOI (hneia 1. doroehl o . 1- il
qu&otd.) ‘del ori;on de ooordon:du-. y g L] olovn 1ndot£nidnlonto, nproxin‘ndc—
se ul ojo Qy. a lodidn quo z me .proxlnn n dieho ortg-n.;i

los ejenplos anteriores demuestiran qul‘ la nocién ds 1l{mite de una
funcidn debe deducirsa de 1a del 1fmite de una sucesidn nundrics indefinida.
31 y o8 una funcién uniforaze de x, se puede dar & x una sucesidn de valores, B
segin una ley esteblecida previazente, y el lfnite de la funoién dependerd -
entonces de la manora de comportarse de la -udo-idn de valcores correspondien
ten do 3. Kl ooncOpto de 1frite e» esencialmente relativo, -ianitt.lnlo -
aiespre ol vulor & que se¢ aproxima la sucesifn de valores de ¥y,
riable independiente x, varfa de un modo definido, Habréd, por tan on oy




”u, dop-ndorl «1 -odo do mporum 1 tmouu nl nrh.t £

m uguiontoo «unieiomn eo-mnhn todoo lo- enoa lo llnito -
,‘d. ws tuaei&a f ) 2(z) uplfoitn L B mtforu. L BUARE
e l.— !.fluo do #(x) ouando-z ﬂcndo 8. O.*élf- S :
. ‘ - Pars hallar ol 1!‘-1“ a0 s funcida omnﬂo x tlonh s n, ob-orn- :
"nm 01 mpoﬂuton‘o lo la sucesidn de valores pooulm de z, olcgun do‘
cntom y qno uu-uu m.ﬂudmnto. khua emtro ono- poublua

: |) h- valores de t(x) son’ muivu 7 v looon po.yoru (w todo uhnk'
mo, por- pn“ qm sste sea, mmlo z orooo lmlounumnto. : hrn w n-z_

"lor eonveniente do 2, 1 funcién tomard, pues, wn valor ‘suparior e todo n\l - *‘»_’

mero dado, pcr grande que este ses, diciéniose entonces que *e(x) tiondo e
€0, ousnds x tiende a 00", 1o cusl cuede sisbolizarse del modo siguientes .
£(x) —» ¢00 ousndo 3z —& 400, o bien Lin £(x) = +00.
. . | b _’ QQQ

B este caso, 1a ourve 7 = £(x) se gleva indefinidamente sobre el -
eje horizontal Qx, de hquierd- a doreehn, comc oocurre ocon la ocurva (a) de =

la figurs C;

») loo valores d¢ f(x) son negstivos, pero crecen mdonnidmnu
on volor aboolmo eundc orece a indoﬂniﬂponu. :

"Bste omso ss enterasente anflogo al lntorior. rudiendo .ﬁr-un .
que 'f(x) uondo s -0, ouando z u-na- 8 +00", o -ubduomnun




Y 'Ae) la- nlorn 60 f(x) fornn wa- lucnldn quo uondo a ua nlor ﬂnito
1.-‘3-. cunndo x or-oo indoﬂntdnunto. El valor de f(x) se puodo hacor quo '
difters do luda nn pooo eono u quicrn. uin -‘q quo tonr un nlor de x, -,
1o ouﬁetontounto pmdo. UL e 5 e

h uto ca-a, oe dico quo 'f(x) ttondc . landu cundo : uondo \
oxpron -iuwnomnto por el ’ ‘ g

. 4‘

t(z) --9 ludn ou.ndo x -O m. o bion u- f(x) . luda

4!. ourve y - f(x) oo ‘proxlnr‘ -hou (por onoiu ° por dobnjo) A

1a 1fﬂ'l borisontsl y = lenda a medida que nos .lojo-o-(haoic 1a derecha) =

del or!gon, nin la. ourva (c) de 1- f:l‘urn c.

4) Los valorss de f(x) pu‘ddon véx’fiér, osoilgndo sin manifestar tog_’
dencia alguna cuando x croce 1nd0f1nid.tr;aht§. @ este caso, la funoid
£(x) earece de 1fmite al tender z & 00, y 1z curva y «f(x) pressntaré, de un
modo pernanente, oscilacionea dncrniundu a medida que nos ulsjemos indefi- .
nidasente beoia ls dexrecha del origon, .vease la curva (d) de la figuras C. :

4

i

Los ejemplos siguientes 1luatran estas clases de pritooi
; : ! g
1=-1/z=—91 cuando x —p +Q0) ‘23X +] =P 2 ocusndo x —» <00,
" - N b & : . L

lzoh-z—boﬁ cuando x b '+Qb) i s 0 ouaddo x —» +00. .
) “,!1 B



X ' —




s un nlor ﬂuito z i "Wo es moi-o. on_ tcdo ono, quc ll lf-i.to do 18 =
r\mcidn eotnoidt oon o1 ulor quo tou sna x -”‘ : ‘ncuyo puuto puodo inoln-o

: Supongno-. px-lurmutc, quo h .ucuidn do"vnloru do x tieudo
s x e l. toagndo uieupro v.lorus worol que A. h oucuidn da nloru co--
mopondicntu do t(x) puede presontar. las nismas euatro podbuidadec que -
u\tn; o doolr. que: puede tender . 000. -00, a-un valor rinuo Inmda, ° a ,
cu-o..or e’ l{nuo, al tondor xe I. x-actbiondo nleapro valoraa superiou- l
a. I nohown .hbdlic. ox ploadn en uto euo e’ nnaloga [ 1; ndo;;t.da oom S
lntox-lorldsd, pIr0_ee uulisnri 1a’ loeuc.ldn oomphmnt.rin "oua'xdo x tiende
[ 2N toundo valores nqyorn que 8" , y u o8z ribiri e A . ".‘ A.t por
ojomplo, on ol caao de _que t(x) tengn ‘por lfni‘o hmda, .o cxpx-olarll

I

h D e (x) —ip landa cuando. ‘T -—-) ato bion lfm t(x) - lmdn.
. - r. ) - ) : : ) g--’. .

- Anflogas obsérvaciones pucdsn hacerse cumda z recibe umi sucosibn
de valores menores que a, que tienden a &, escribisndoss x - a, 0 lndlo
ofndoae el lfmuo de 1a funcién por medio de la notacidna

f(x) —3 lamda. euando x —-—3 a' o bien 1fw f£(x) -Llul&a.
] X =—p 8 ‘

Finalzents, et f{x) tiene el mismo 1fmite para x.—¥ & * que pﬁru ,
x —-+ &, lo expressramos simplemente diclendo que f(x) tiende a dioho lf-
aite euando x tiende & &, por e jenplo, .

o 2(z) =3 lmdu ouando 2 ~~~3 a o bien 1fs £(x) = landa.
x—>a o



‘3/: —ommdox—’m

-““ o .,5000-4 , --ao& —01

"cundo Io- 11-11... son uforontn, unh z —) o

=3 — s 80 miblo oxmnrlu con uns iol- noteoién. ‘1o u@tﬂc.- . J
4 01&: p‘ﬂu do utu zmm un x —y n .. dn cn 1s- nimouto fuun D. e
, qu paunu 1. ourvs y -, f(:) on lu milﬂndu dol ‘punto g = 8 h -’ »
" los euoo . v; »), £(z) uouo m solo 1!-1“, euando R R siendo hto .
& ranno on u csso o 1nrinno on 01 otro. h ‘los enoo o)y d), loe 1!-1-’ ,
.m oon m.nnuo ousndo’ 2 —p n y ouando 2 —p &y uonlo nboo ﬂnuu .

SRS aEn

on o1 nrun- osso, o), . i.utin:lto- in 2 otro. d).» SR

- £ la- uintonm ouoo ‘son unumm por lu cnmomdiontn - 2
anplolcy,_‘* S - o ' : o

'V-p 2 oumdox—bol

h fnuh nulmdn del oJo-plo 5 de la seocién 2 1, d. 4 -Q 7 o
mndo:—-)) oy-—chmdox—oa-. ’
‘ Pinalsente ».ino-;n & oonooer .1;1.:-. proﬁtodudu de los lf-itol. !
Dedas dos funciones unltor?l (x) 7 (x); que verifican 10e eiguientes =
resultedos: ‘ ‘ ’

1) pix) » Kx') =~p lamda ¢ miu ouando z —p OO,
2) p(z)~ ¥(z) ~p lemde - siu cuando z —p OO,
3) P(x) . ¥(z) == lemda por miu cuando 3z —p @0,

4) "gg’ —.)ﬁ! ouando x —~p W (pare miu ¢ 0).

Todos estos resultados se deduoen féoilmente de nuestrs defini =
oién de 1fmite, sin qus sea .necessrioc dar wnadesostracién forsal de loe sis



;hf por ojolplo. . mrou-u ud.nam--nu V(x) al nlor lenda =
y Y(:) s ltu, lu ‘sunas do Ioo nxo 1 comspondie'xto- . onu do- hnaiof,
nes: se -pminﬁn, cada na l‘l. s (llldl 23 uu). ‘al emor z tn«ﬂnl‘n il

oulndo s uonap e Q. o obﬁomu los lilloo ruulndoo ouunao z tlonu . L
P-ﬂ o.eun nl.or unito 8 " Tlenen n-biln uudu. ovidontonnto. suando

ﬂ..o

' < u- p}npl_os.-imton‘t‘o‘-' uluchnu prooodinto_pto. S

o,

sente.  Por 1o tento, (1amde + aiu) serd o1 1faite U V(:) . V(x)]o -

n t’ntn do cu-n. diforoneiu, productoo o miontu m -‘a de do: rmig, e

1) n valor oonltanto 2 thns. ovtd.ntounto. ’or linuo l 2 — o

omdox-—.@. 'y 1.mwn 3/:-. Oewdox-im. : Por lo tmto.- -
dol ruuludo 1), . tcndr‘l N s ",’*.*/-._ : Lol

2"" o‘J_ —-i 2, peraz —p o0, |

’2)Snbomqm g_;__; -—szqun 1-_1_,_ —)l,mt-—.m

poro-iondo , , ‘ , o ‘
24381 w2701 - g3l s 221 - [2-1\,
X =1 -1 z =1 z

se tendré, aplicando el resultado 2)h

22 o - == 1 ocuando x —» 3.
x(x -1
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l-nmlo-, e oon-idcur -1 ano do wa Mcun \mizor-o do’g, s
mi vuhb!o oontinus, ¥ = o(x) _ IA acolén general de funcidn continua e
se aplica nquf a la funcién considorada ‘on conjunto. inpliosndo quo 2l ve- 5
riar x contfnusmente, y, varfa tazbidn de un smodo continuo.  Cuando @ =~
‘trata, sin embargo, de dar una definicidn r!guron. es necssario definir «
primero la continuided en un punto, es decir, pars un valor ‘dado de 2.’ -
la eontinuidad en un punto es -u ugnincntin que la coantinuidad en « =
general, i )

© " La primera dondlei&: para que una funcidn -oi oon*.ihua en un punto
2 = 8, es que f(x) esté definida para dicho valor x = a y para todos los —
préxisoe a €1, Existen diversas posibilidades respecto al modo de nrhr
£(x) ouando x —p a, y 8l valor £(a) que la funcidén tomaen dicho punto, Ha
primer luger, £(x) puede presentar dos lfilgo- d{ferentes o osrecer de todo
1{uite, al tonduf X &8 8y POr uno : otro lado de este punto., Enssgurdo - =
luger, £(x) pwie tender a un lfmite finito, distinto de f£(as), sl tender -

.+g~g 8 por uno y otro lado, la funoién £(x) puede, por dltiso, tender, al
valor £{a) ocuando x;&i;ondo‘u s por uno y otro lado. la funcién o8 ~ = = -

.



v)l.ao Qy, eorn'u. por Oulquior paralela 2l eje Qy, en.um -610 PUNTO, '

h !::ncun ¥ - t(x) vcndr‘ ropruonud: por m curva .c;bré 01’-\

b- ooudloionu son mccuarin pare que dichs ourve sea oonunun. Pthoru

que- oxuu - mfso P de h ouru que eorrnponda cl x'e ap lo que supore - .
kquo uohn ourva omscn do bmeoc, o sea,; qul munto un trago continvo. i
'&mdll Que, al soverncs & 1o lergo de la ourvs, nos aproximesce tanto oor.
‘30 querasos al punto P g nd!dc que x LI .eoro- al valor z » sy lo mismo u o

1o basenos & uno qm a otro lndo de este puntof ‘1o que Slx:ltcn que u curu; o

no o m salto al paser por P, - Tor lo tento, une.ourve ser continue en = ,
} - puna xeg oua.'\do no pronnto ‘buecos ni -.xtoo on dicho punto. B le '_ o

‘} figurs €, sblo h eurve (a) es oontinus en x = a.  las surves (b) ¥ (d) -

son ducr‘nunuu por presentar huoco- on dioho pumto, siendo tanbuu dis -? :

' mtlm lo. (o h .l dar un nlto on 01 Punto. eiudo. ‘

. M. puu. darse pers h oonuauidcd ds una Moida en un mto~ N
) 1. .uuonto i : Lo : ey

" DEPINICIONs h Mcwn 7 o £(x) o0 oontinun onxs as T
lo.- 85 existe f(a) y es finita. B
20.= 31 £(x) toms valores finitos para todos los valores do Y -

‘prézince s 3 » 8, verificéndoss 1lia £{x) « r(.).
TP 8

; ht’. definioién equivale, esencialmente, a decir que una funoién -
£(z) ss eontinua en el punto x = a-ouando el lfmite de f(z) ooinoide eon el
valor que la funcidn toma en dicho punto, de la que se deduvcen necesariaren~
" te las condioines impusstas, de gqus £(x) tome un valor finito r(a) en el = =
Punto x = a y que £(x) tienda & este valor cusndo x e aproxima a 4, pPor =
unoe y otro lado de este punto.  Estas condiciones se ocorresponden con las -
geonftricas de que la ourva - f(x) no presente salto en dicko punmto.

Conviere extender ests definiocién sl oaso de la oonunuuad de ung
Malh on wn intervalo. Se dice que una funoién es oontinus en wm inter -

~




01 llpu del lillOcv -

% Q\l. -m ourvs nn eonﬁmm no cvpouo noeenrhmnu qua hqa dc nr
lise o .in punton anguloao-. ll eoneopto do liour. tiens :
sicance s 1imitado que el dﬁ oonunuidad. Clas’ ourvas (c) v .(v) e

tigura D son eontinuea on el interva]o en qm eatin deﬂnidas.

qw uprennn la mraboh e 1/2 (x . 3: 2), tdonﬂo. 11... h-—
ncu.-uh. qu eotrnyondo & la scuscién : . 1 03‘7: - 1) y o8 tnbi‘n eou-.'
:tinm. ‘¥ que Mdo 4ibtujarss sin ‘levanter 01 llph dol y-pol. paro no es -
liu, puuto qu. pruentn. p-n X e l. un punto cngulm. R

; 3{ wa Moléc o dieonunua ‘on curto inter\ulo, h;br‘ o ‘1 un - :
punto, sl menos, de dhconunuidad en ol quo un- n otra’ ‘de lu condiclonu -
"‘necessriss pars la oontinuidad no se cusmpla,  La curve ‘representative de la
funcién prcnuhtur‘, al MnOI,v un bueco o salto en dicho intervalo, El casmo
aés importante es 4¢ dicontinu’ded infinita, y surge cuando la ourva carsce -
de algin punto, es dacir, ocusndo prasenta un bhusco o soluoién de continuidad
en ¢l intervalo en qu entf definide, Ia funcién y » f(x) vendrd en 6sto = .
cas0, pars cisrto velor de x = a, infinito, es decir, que f£(x) =—p +_ 00, ==
cuando g =~p a.  la ocurvs se slaja hacle 01 infinito cuando z toma(a h 1:—
\quierds y a la donch.) valores préxizos a o, - hn clase de Mz\.ontinuidad
aparece frocuontomn te, aun cenoidornndo -Jlo lu funclonu nlpbrnieu or—- '
d:nnln. ‘ ‘
7Y funoun ropruonnun ds la Mp‘tboh oquu!tou eon nfniotu
pnrlloln a los sjes(es decir, la funoién formada por el socients de dos -
presiones linesl s en x) presenta siempre discontinuidad mﬂnu- en o} pun- :
%0 en que la asintota vertical de la curva oorn sl o je- d- las absofeas, = = -
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) eon-idorgn do 1; invutigzcidn -ntolitin.
pucion.anto. lu functonu do ut. clnn p-rt:ouhr las Q\.a "1
} plluot&n n dlv-uo- probluu de. coonon{u. ‘ :

} R _,2.4 nlﬂnicla-s do narivadl.- hpourono; oon- donndo fmoio
'pnuouhn 4o forsa unouln. S ) Y Ou uns. mnolén, por eojuplo, Y. 13 ‘0 lg
-ments. 11 ulor de x desde’ un valor xx a un valor msyor ‘2' ¢1 valor corres -
) ’pondionto do 1a funcidn nuunur‘ deade: z% s xg. La veriable x Ea eido = %
tnouunuds, pues, en la o;ntid-d "2 - 'l.)’ siendo.el oorrespondiento in -

cremento 4e la funoidn iguel o (x.‘, - :i o B ucreuonto modio de 1- fun -

oidn, por 1nox-amnto unidad de x, es Qntonou,

N - .

e el S R B

oxprulan qQue dopondo de ny 22 . "Bl incremente eedio de P dopinf.lo, dol R
valor asignado a x, deade 01 ausl parti-o-. Y ﬂol lnorcnneo dado e uu -
vnhblo. v : : : Lo :
' : Oon-ldonno- aho'u‘ ente mérounto 'y pnﬂr de un dofihxdo'vnlor S

X« Sea x el vknlor'orlginnl fijo nlgn:do‘ s esta variadle y h ol -inoresen= . S
to correspondisnte, A1 sumenter ol valor de x desde x & (zob)y laee=-




1o hace onda ves nis - ";'
a1 tiénde al 2feite =
'unplounto, 18-
h(’raz&n in -

fo" ab-trnoto dol lf-ito. eg docir, es el lfaito al oual tiende 16 razén in -
cresental cuando sl ineroqonto ax tiondovnroero. A s.sﬂj veremos afs ndclon
te, sunque los fendmenos cient{ficos sean exprsssdos dirsctamente por ssdio
éo resones incresentales infinitas, el andlisis ratemdtico encuentra mds cop
veniente oporlr eon el peferido concepto adstracto -de la resén incromental « -
instanténea. Kl hecho vcrdadcrumcnts ciénificativo. dacde ol punto de vise
te matenéftico, no oon-i.to en gue una funcidn s0a increxentada realzente en
detersinada rezdn media, dentro de un intervalo definido de valores de x, 8}
‘'no que la funclSn tiends o ceambiar 01 valor en clerts ro:ﬁn, para un punto =
definido de dtoho intervalo.

: 'h randn tnorennul tnstentdnea tiene un valor distinto pers co=
ds valor dedo s . Se e vieto que la raséa incremental de x" s 3:2 para

sental de xd 1) i.gu-l . i. en ol wmo z vale 12, y eef sucesivarvente.  n

L I‘ ns&\ © nociente !noumnnl do un. !’unci&n o un coneepto por--,';f,f?.
hctc-nto doﬂntdo rars mlquur nlor nlor rul dol tncnnento b de x5 -
“on tnnto que s ra:Jn 1ner0lout.l lnstnntlnoa Q-tl rclac:onedl oom o1 conoqg S

) un punto ouslquiera x.  Asf por ejesplo, en el punto = » 1, 1s resén inore o



‘ _ smoutu con ‘urcglo '3 ln ru&n de
"3 mu-du por mtdud do x5 7 mnogamnto pau los duh euo-. E h m&u
» 'inenmt.l de x’. on 01 punto Xy urfu al’ varhr z. unundo -tonpro deda -
por s oxwuidn 3! o le ru&n 1noromnul do uns fmcidn de " x-c
tmto, un,funown a- L. - ' : '

vor lo "" 

: co-o m nmdo oJcnplo, vono- quo ua funown Y 1/x dhnim.wo ontV
une cmtidnd < 1/: = 1/ zsb) al numontu' xen b deldo xs(x 0 h). “la -
.;'“6" do doerochunto ndio do la functﬁn os, por nnto, SO Ll

l/i ( 1/: - 1/:0h)’ ; l - h o et

b la ilqdn tndr'omntdl {n-t-rit‘hel dé h"funqién 'in'ol p@té 2 'ﬂur;,‘ ,
‘puess i - : : V L e T e

‘ifa 1/l ( 1/. - 1/;.:) . 1/:"’
: h-.o ;

h nzén increxental de la funcién X/x vondrl sienpre dada por 1-
uproa£6n l/x , pero tomars diferentos valoroa(u decir, 1a ru&n de docro -
cimiento serd distinta) 81 aumentes X.

El procoso que lcnbanos de exponer se pmde' entender y gensralizer
al onso de una funcidn uniforse cuanlquiera. Supongamos que , en la funcién
y » £{x), 1a variable independiente se inorsmenta en uns cantidad B, pasande
del valor = al valor (x « h). S3 puede admitir que h es susceptibls deo to~
mar valores positivos o negativos, indioindo, on el primsr csso, que x aumen
ta, y on le segundo, que x disminuye, El corrdspordiente incremento en el
valor de la funcién serf entonces f{x + h) - £{x) , pudiendo ser taabidén
dste positivo o negativo, segin que hays aucentado o disminufdo ¢l valor de
1a funcién, la upin}&n A

S 2(x o bh) - £(x)
Y

- indioaré, entdnces,'ls ragén incremental zedia en £(x) por incremento uni -
dad en 12, il signo que corresponda s esta axpresidn es de gran importen -

v

e
’

i



,:. n-utuulo euando x amnto y Muinmndo Il du-imair n l!. por ol -
,mwio. on ucativo, f(x) v-rur‘ o opuuto nntido quez, m-ontonto -
_t».on-ndo T uuin\va y un:lmuobao al m«r e la euutt&u afs hmtn#
. te oouuto en ver o1 ls rnda incresental media tiende & w 1!-1;0 dofs =
',.nilo wnlquiou, al w-ar » nlun- (pooiuvo- ° nont:lvoo) oada ves meno=
n 84 nto lf.:tn exuto. uprcnntu-l utonou. -1a ru&n inoroloatd £

".ﬂu = do-do n p\mto x oulquieu. .- Cuando ‘dicho lilit. no cxim. ontog e
008y ol nlor do la fnolén varfs do una manera inchru © irregular c -
dide qln x recibe inorenutu ‘cada ves n‘-pqmﬂo-, no wdundon. on nt.”'f
L oaso, ‘representar el cembio qno oxporhonu 1a funcién por ninguna raséa -' s
lun-nul iutnﬁnu donntdn. la ountsdn eonphu de la existenois ' _
.7 @l vplor lo la resén um-nul de una funcién y- r(x) .o tranfonl -

‘im.nt‘m. e f(x) on el mnto x, o8 docu-. ls ran oon urnglo e ls, ——
.oual f(x) tsondo a awenter o dininuu-(ng\in el signo dol 1faite) ol va -

asf o la im-tmuida ds 1l oxutmh 7 del nlor del 1faite de h re -

aén incremental media I/h f(x eh)- f(x) B eu.ndo 'Y tiondo i cero, en =
w mto definido 3. : '
" h Ql pinr cjnplo mtu cindo, ls regén tnerolonnl de 13 »
on sl punto x, viene deda por 3: 7y Puesto que éats es positiva, sadbemos
que e susentard al eumentar x. Por otra parte, la rasén inoremental de
la segunis fumoidn y = 1/x, en el p\nto X, 9,

llf:gh‘x—,}-i B {) i 1!-& x!xoh; '-l/‘ i

Bsta resdn incremsntal es, excepto en el ugno. idéntica 8 la ==
obtenide anteriorsente. Bn.efecto, ol -ggno negativo indica, simplemente,
que la funeién es decreciente(al erecer z), en tanto que el valor nusérico
1/:2 side ls rasdn efactive de deorecinstento de 1a funoion en w puato —
oualquiera. o . k



nrubu: mtim' Xy

: Pu'. ropunanr - dorivuln
,lonf.o divorn- Mtueum-.
: plur‘a de. ohouon dol-nto'

: : Puuto quo m -uu mmon puodo cxpx-nn-n por jqu. por f(x). :
se cdoptarin tazbién - pars la derivadas de mlquior funci&n las do. uouoio-‘ JEa
nes oquivalontu. . De quf »e deduce la oiguunto ' : .

Definioién: La derivada do 1la fmol&n 4 - f(x) oon rupooto P
la varisble x, en el punto x, cl ‘ :

&y -~ & f(x) -y'- t'(x)- ifs f{z +b) -kg“;)

ax &= - : 2—p0 . h
sl existe nu 1fmite.

| umonlonto, on estos lounto-. b.oor u‘mu oburvuionu -- 
sobre la definioidén de derivedas - : - : ’ w o & :



- nl-oau . m Mei& ée una. variable ooaﬁmu. la loﬂnio“-‘quf
‘_M. ndonds, mmm 0619 lu hneionu \nironu. m-oiud“nﬂon‘ uhcn
m m.udor oste oomom -1 mo n lu fmoimn -ltaforn- B

o= ll ouupto lo uuvda, .ut ‘u doduoo do ) 1-. utmum ‘o lp 3

2.- hb'ru‘a imnnntn nuu.m ou 1. dtﬂniei‘a lo mindu IO u“ b -

k ﬂniu o\nalo n otntin-nto icul (3 eoro, $ 1% m 10 unto, s ilmiblo -

mmnr u la «rlnd. eoxo ol nlou- do la resén: hm-ouul o\nndo on ‘o—

.te oo hace A0 .h orivm oonnum, en oroato. ol ruultulo de um o-"

) vnmih b pno al 1faite ofmm. sobre ‘la- n:dn inoresental a0 ls fune -
_elén. . 3n el easo. do Que mtom : C/dx £(x) "o biou Qy/d:. 1- d/h dede -' 
‘oonsidersrse como wn ‘afudolo onutivo -pundo Y x. fnnoi&a que. ﬂﬂu s

dorecha, y .u o-ploo es parecido ‘al del oflbolo f on s notacién Moionn -

vt(x). : bh obeervares, nﬂhuhnnu. que ol sfabolo dy/dx no quicu do-l :

olr qu la mtuda u. 01 ooohnu lo - nlor Oy m otro 4:. R

’r 3

3-- h m&s tun-onul . md- cmour o otn for-, quo ruuun. . vee
oes, -mz. .. los csmbiocs © iamunm cmnponduntu s las urhbln x,
¥ nhoimdn por wna funoién cualquiera, se rueden designer por Az. Ay,
respectivemsnte. la rasén inorvmental vendré entoces expresads por A_;_
7 1l dorinda npmcori oono el 1imite de ests rasén ousndo Az =» O

Asbos inoresentos Ax,Ay tosan valores finitow y, dado un valor pertiocular
s A2, se hallar§ de la funoién misme o1 oorrespondients valor de Ajy.

4s= Bl valor de la derivada vendrd expresado por tantas unidades de y por —
unidad de x. 31 e¢ alteran lss unidades en las cuales cads variadle es we-
dida, ae deberf alterar tamdién ¢l valor nuaérico de la derivsda de la fus -
etdgx on ¢l pumto x, cualguiere, la regle pars el on'bio de unidades, oonsj

rando a la derivads om0 wns cantidad obtenida a partir de x ¢ y = £(2), - '
ha 8160 visto ya en la passda seccién dedicads al conoepto de funcidn, of =
uns unidad antigus ¢o x equivals s 1 unidedes nuevas 237 uns unidad antigua -
de 3, o8 igual s M ‘wnidades nueves, entonoss ¢l nuevo valor de la derivada =




5. ,_ftu’noholonu que hno- dldo . ln msvm. se lplicou . \na tunoun
‘y - t(x) ou.lquhu. hro deben’ nuﬂomo connnto..uuuto omdo h -
"'h-cua recida uns- ‘foraa muonln-. . As{ por ojo-plo. afdx (2)y-- -
d/dx(l/x) dnunu lu doundu 1) lu f\noionn pc-ueulma de 13 y1/z,
'n-pceuvmnto. Sorl nocourie. asintsmo lodtﬂeu h nooida de las dort-
udu omdo oxpmun 01 nlor dc les ninu, % en un p\nto vnhblo Ry ui—
e )An un vtur do!inido a0 2. . los. -uuhntn ojuplo dnuutun 1. flo -
“:tluuad qm. en ﬁ.lol nul. mnntl 1- notuo“n ndli.uhl : B

owoc ofnbolo‘ dui@nn 1: dortnh do f(x) on lu p\nton :miculm- - - :
X e 0 : xe 1/2, tumunmto. : v Seuh

, lJo-plo- dol oéloulo de dorivoau.'-' h- oon-iduueiom- hnohn .l” o
;ﬂuciplo de la pnnuto ncolln debuuestran quﬂ )

‘3‘-‘ Den? 3 g4 ) = -
. . ) . u ) .

los ejemplos sigulentes decuestran tasbién el modo di hallar, se~

an la definioidn dndn, laan dori.udni de variss tmoiom-;pntiouhmu

1) la derivads do(?x ~1)enwm p\mto mulq\uon de x, se obtiene
nlhndo ox 1nite, ouando A =p 0, do la raséa

(g(..n)-1) (g; n z; LI i 2zl _n,-z.

por 1o santo




. h mtnd.. o ote cm.v u e mtnto. Ill nnltdo
-n- [ ¥ v&n‘o pn 1. msvu- C- wme M“- uaul mlqucu

_L.f-:; <-'?" - . ;

s !) h m& hon-naw lo h mu- (x - k 2) ”,

‘ 1/.((: o l” . 3(: . h) 2) - (x 0 k - 2) - }

"J-m«- omn’)o(hon)-z-(x ox :))__z_h_;_x__a_

Lo

B I R S

> m -odo,i. dorivads do 1a funciba Muu- C'mr‘lnp ;
.L('nzoi..)_zu.;. ‘

» M}uim;‘. ;° 1a resda inoremeatal u.

x - 214 ; (B - MR I 1Y



indn.- h ‘lpbu olonnta n*tutu oo- um-!onu hi npo pou-
_u.x q » «m 'S ‘o8’ la b-o 4 u 01 upononto. -uuﬂouo [ ] nta om=
pnu’. vu-f-. m 1- nntuuhu «l nd-u-o -. b!, ojnplo BN

#.=’.‘.... Mty ey

. : l- pnn‘l. lu mtmu . n htorpntn‘ ouo -u\nl R
: 1.- St a oo cneoro y mlnvo. u' oxmur‘ Ql ruuludo do -uuuu -
onr ol a\inro ' s neu. por of sismo. - : : Ll

2.~ st n os fuccionnuo Yy poutivo. n oxpnur‘ ol ulcr mlun -
de uns rdl detersinada:s
‘h

3.— S n e m.-tlvo. entero o fuocionu-lo, 'y umlnr- ol uofprooo
de la potencia de exponsnte positivo correspondientes

oy VES
b= !f nes lulo. o oxpannr‘ 1s unideds .‘ - l.

S~ Sf n 00 m.clonnl, h pouneh < unu ua -iptﬂcm u‘- oo.- '
)lludo. Como m puede ser gonaiderada en eate caso ocomo 01 1fsite deo une




SR h tolu lo cuu. lo ’otmu " ohdno ulu ooaoouu lm y
o X Ioo umum. bnnonuu on .0l ‘lgobn oloumd. .

g : Una @o! lu tnnum- -‘c uneulu ol iouusud Mouu potoa-
»iv oul ) - a'. o 1- que ol oxpoulu n os mu ocmt-nto. : h urublc : utlj
definida on todo el onpo rnl, ez08pto en ounoa ouu. on lu que n&o
v'to- valores positivoe(como ocourre, por c:clplo. eay=V3 )  Ths propie=
‘ded o-notort-uu h la mnoun potencial es qw su f\neidr Anverss tnbunﬁ..j‘
u “1 aismo upo. Alf. por oJuplo. 1a hnotb )otoncul Pl :2 tiene oo-
‘.. !\-osda tn'om gy, que oout!.twc wa f\noida potououl s y.
Pl m., ’rusnnonto. ozcm acnro do euoc uneulcn L

l/h (x). « 11"5"—-;1—‘-' - x ;1‘5"'4' 1. e T
_ 2, . : - 2.‘_ a2 - k - L
: _,, ./., (,. ) 1(:.%_;_.)__;1_ .12 = ,',', ) .‘i‘,&" "-).,,:,h

“,3.- d“ (l/l) ° u. 1/. ( 1/' oty 1/'), v.ﬁl-‘—.p 0- v xhio:h" U w

_..-‘/l . 08 mu. ‘/‘! L l.?

o - estos ejesplo se deduce,:evidentemente, uma ley uniforse. ) ] toé :

doe ellos la derivedn de x’ o de la forsa nx" * l. 3ste resultado se pus~
ée expresar do un wol: Buy seneillo como sigues ' Ly

ezl el ukoklxz.. i

“alo A oe wa nwuua on x, -lovndo'ﬂai'n adn oundo l -p 0, - Drtonces

"- ; '- ' v v. |
C/h( ) 1‘-&;_;.)}_;_ .::lo_*_ ((l'g'l/:)‘ 1)  ..



pera m viidx;"f:'iaa @.1...1.,; @a

: uogmo .hou . 1s ol-boruescn do uns uru da roglu pm ul—
’ culc lu hr:nau as lu oocbingoiom- do fuoionu olountuhl. ) ho, 3
’tu- u-lluru mln -uuiontol L) rofioron, n.potivmnto, n .mn (o -
dlhumin ). produeto- 4 mionu- de tunctonu. s Y o-dl una 49 ellas
o npono uy g acn. dos fmoionu do z eonoeidu. eou duindu ﬂauu
lu mto- oonosdondo-. SR ' i : v

. :

o bgl. I.- brivud- do una suss o dtfounau do”tmolonu. :
h aoum. de una suma (o ufcuneh)do doa hmounu o 1. -\nn (o
ditorquiu) do m- dcrivadn x-npoottuu : ,

& ( wev)- 4u/¢a . dv/dx Ly c/.dx(n-" v) = du/dx - av/dx.
. Wegla Il.~ Derivada de un prcducto. o ‘ L
1s derivada ds un producto de dos funciones es iguul la prisera fim=
oién por 1.__‘dcriv.d- de la ssgunda, ods la segunds por la derivada de 1a = '
priseras o k ‘ ) :

¢/ax (w)ougdv ovdu

- Begle t!l.— Derivada de un cooiente
. La derivada de un ccoiente de dos funoiones o igual el dsnosinader por
1a derivada del numersdor, mencs ¢l nuserador por la derivada del denomine~
dor, dividida ls diferecncia asf obtenida por ’ox eusdrsdo del denosinadors -
. _4_(,_) o v (aufaz) = w (av/ag)
: v -

vl



‘,‘h aomtncidu nrul dc.ntu :

‘ .,u-i‘
_n-oo--. l

: -lloplonto p&n s difonmh ontro U y v. : loo hclol ulldo quf dol
‘teorvesa @e 1l omun 2.2, de2 munto capitulo, que dice. qn- ol 1fnite do
. um. sula 0 “fonnoi. os la suma o diferencis de sus Huﬂu. S h; desos -
~ trnzm- de les atru dos mln. nrin lu -imontu. EERE e

v'uu 01 mto uno.o., e
‘/" """’ .. s b K] e s o e

u-tnndo P susando el tlx-nino 4{(: - l) v (:) on 01 nuundor uz hdo loro- gt
" oho de esta iguelded, obundrono- dupu‘- de .grupar t‘rniuot. . i

‘/ﬁ (vv) e . )= + s ¥(xsh -
o P(xebd)(_Yixen) - Ih) [/0 Y(x){ ¢(x eb)- Y(x))
, N - : Y :

y m:uuo do los teoresas -ohroklﬁfntn. tenemost

8/‘:('")- Ma ¢(xod) . 1a (.(1_0.!1‘_-_111) .
: h=p O v heo O IR P
eltav(s) o MeY(xo)=¥(3) eouw dv/azx ¢ vanlex.
)t O N X X S : N 7 .

3!
e
it
AV
.



S e

r(x oh)-%*h% ' 7 luuo; Dﬂ'l '(x o l -‘ ’(z) Vgiz‘ : :}- -Lt;;

f.’~y uudiondo ontn Y s abo- udu. tonolol. K _"‘; 'f'

9"(’”1-(3-’_1—1.(_1-1"" ) - ‘((x)( +h) =
w(xoh) 'f‘(x) B

.1 .puour ol teorems de- ltnitu. conoarniente al ooeunto s los. num,’l‘“ :
tonouo- ques :

- II-V(x).lf-ﬂ; oh!-ﬂﬂ - 1:-?(:).1:-%;..”-\#;,1
-_l-,o e 1ia V(x + B) . %f;-._';"qﬂ-r_! ’ 2 -

 ——

. b~y 0
ﬁnul-.nn,’
' e AT
- X Xx] - b 4 X L] v du/dx - u dv/ad "lj-:_
Y@ . .

Ds las reglse 1 Yy II se puede deoir son t-poruntu omnomuiu,
‘ nlnoto sl oo-portuhnto de las constantes en la dorluot&n. M L

S




" stendo mi'uin funcién de x mlquim. y a. B :
00 que o1 'y una mua o0 le sume una mtnto oulquuu, s dorivm u
jmf.. 7 que 1y o mltipnu la Me“n m o, connunto. 1. hrivm |- '
',fu -mmuu ror aiche m.t-m. i : : :

u-wo lu mlu nuuoru u hqnn doduouo plr' ol ouo do .
lu Mzonn. »e wodoa \nlum tasbifn on qunu oo-binnionu ’wto-'
,nuln on ln L ﬂcunn -lo ds dos mtonn, ein d- que. cplicnln nuoo-_

jtv-.m *§ ululu- h dcundu. bbo clnurnm, uidm. que la.re ~
gls pare nnu la doriveda do la sums y diferencia de funciones se pusds -
. pmulim .1 080 &0 una .n- algebraica d¢ tmotonn, oqn .derivada- sord

n(lo.uonu. h sume nlqobruu b o hrivadu rupocum. h{, por -

--.10»10. , : o
: l/‘! (u sveu) . ‘\’/‘l "’, "/"' ¢ f"/u' L “

siondo u, v y v funciones d¢ 3 eon derivedas finitas. '

‘ h derivada de um produoto o cociente de mds 40 dos funciocnes u- S
obtiene eom -ﬁouiticutu, oomo pusde uprooimo on 01 siguiente ojuplu

- Soa ¢l producto m, el ml pusde ‘uoo-mnoru on (uv) por wy -’
seaifndsee omomo. , : ‘ : '

1/az (w)ie w h/u ow ‘im .- w .,,;; .. (, ‘,/“ . . “/“).



g .,b miblo cxmur ln roglu do dcuvwi‘u ul mdneto Y dol - !
oooionu ‘" une for- wm | poso dtfounto de. lu ntoﬂom. ocuando u tnn : .
de ‘generalisarlss para sés de dos fusoiones. - ‘Ast, s dividieos los «- -
, _‘-u-ux-u ';u la oxmu‘n do la uunu doy - - m I » tmm* .

1/’ . ”/‘l . 1/‘ . “/" * "/' . “/"-

e mv“ om unocmato.

dol mtonto. ruultn
1/, . q/a - x/- . lq/h - i/v . cv/u.

h uto aodo, 18- dorivdn u y - m. obmxd. murtoﬂomo von-

dr‘ oxmn« pors .

1/;.¢:/u - I/n.du/hollv.dv/hol/' . c-/u.;uuy-w/-,'
e 1/;.0,/4: ' x/-.du/axox/vcv/u llv.dv/h.f
ﬁm obtonido as{ uns férn de oxprioid‘n»broo»-\h para las doﬂv. -

des dolV produato y del cociente de funoiones, que me podrd aplicar eviden -
tesente, oualquiers que sea ol ndmero de ﬁmoioqn eonsideredas; -

las tres regies do derivaeidn dadas snteriorsents, no som sufi — .
otonn. pare caloulsr las derivadae de todas las funeionss que apereces o '
ol anfliele uu-lﬂdo. uuuh. on efeota, muchas funoiones relativeses~
te senocillas, cuyas derivadas no se pueden hnlln_.r por sedio de las regless -



IM por 1 oo-blmt& do du Mlonn olounulu. h nfl cndnda
' 1. tmua mmu(a - 3). no® montnm, al ‘pretender uu» n
Tlloﬂuh, oon que éata mo m Peducirse & una sums, uhm-h. Nalto
" o eosiente &0 loﬂuan. ¥8 que 1s mucn dada o8 d¢ whs nstursles By —.
A"u-um. h qu lm muurio u -‘todo mnnuutc m. odeulor su do-

: ;. ”.gun puuu x-ooolvoru m 1- utrodmldnku m n\nvn V

: h nto ouo. ‘wes dc l.o r»-. oudr‘un.”gu. upnuntoma —
_t-oua lo z, Wl dorlud- .y e :

P

; cq/ax n/u (zx - 3) . 4z ‘
1 e fmoidu original npu-ooor‘ akors .lf" 1a forﬁi y -VVT ’ o-do- :
eir, 0030 una fumoién sisple &e la vufhblo u, teniendo une derivada eono~ .

cida oon respesto a W : e
: &y/au « &/du (u‘/z) - 1/2 wi/2 - 1/2(u
la mu- y i sz! « 3, tal coso ha sido dispuesta, aperece de -
tel s0do que y es wna funoién de u, siendo v una funcibn do 3. Asbas fun-
siones, sonsideradas por serarado, tienen derivadas oonocidas., iPodremos
shore caleular ls derivada de y com respecto a z? la nnoin. mh dade o
sontinusoiéa nos nrl la respuesta afirsativa.

‘Wngle IV.= Deriveda do ums Mo“n de Moi‘n- S
S 7 oo wma funeién do u, elendo ¥ uns funcién de 2, emtoncse ls u:-; '

vada de y oon respecto 8.z serd igusl al profucto de la derivada de y eon -
‘sespecto a u por la derivade de u 00N TOSPEOtO & X




;g; sn)= ﬂ;l - a,yldu . dv/dx. '
. : i-’ IR
hlbtlndon \auliudo aquf 01 teorema 3 do ) P uccun 2"2 u qun lfntu “ - ::
un producto s 1@-1 Al mduoto de sus lfutu. :

la rcgh uxtorior es splicadle al ceso oh que sean.variss 188 = =

" funciones ‘{ntermediss. Ase, pbr ejeaplo, 81 y ve uns fmqi&n de v, siendo
" u une funcidn de v y dets, a cu ves, una funcién de x, se tendrd:s

dy/dx « dy/du . du/dv . av/ax ,

uns ves llegando a este resultado aplicando sucssivamente la rogh dldl -
pars la funcidn, todo esto quoda decostrado.

la utilided préotica de esta regla depende principalzente d» 1l ~.
introduccién de uns funcidn intarmedia u, que hage nés fdoil la obtenoids

40 1a doriveda. Sn 10s sigulentes elemplos se aclara ls aplicacida de ls
roglat . i - :

1) ’-V?t -3 .



n qu- uee 1 .troduco,_m oulodid-d u otlculo.
‘eo-o, oxpunr s un nriublo oo-o mnc“n dl:.;

o "“!'- v l/u. dondo u - 3; ‘. z
i br unto, :

4/..! __;_T) 4/¢u(1/n) . a/dx(;. . z) .- 1/..

h cual l. o“o ,ya obtonuu. fu , :

hicxom i_- . 'b,.ii",txono y = u®,.de. gonde, N

de (uob)‘-d/du (u ).d/dx (:xob)-nu 1'.l.-‘lu (ax oykb)’-l‘.

Cada uno ds 10. tres oJclplou suonstituye un onso pastiocular 4o una
foraa generel, deduoids do lp regla pexa hlllu la derivada de h fumw-l de
funcidns

d/dx (). a1, du/dx,
siendo u uns funcidn de x cualquiera. Para a =~ = ] ge ticanes . ;

Yax(1/u) - - I L av/ar.

1a ousl n‘o ‘es unfs que el caso bartlohhr de la (uind. de um coolente.



; 'o-lo l-ho r-u-u un -uonn. T

h .-utm“n os h ounmul W e h mua -ira- ‘:‘1":’
7o Y(z) tiens wma fumoia inverss wmiforms x « V(y), entonoes, - < = =
V(V(:)) doberd sor uul . :. mhnhu q-o ses o1 nlu- qu toms nt- v“"

riebls. Per tamts,

‘/‘! ‘V(‘f(l)) - d/l: (x) . 1.

u.ﬁ 1a regls !', o tienes P R

Yo YRGD) - Wy 90) - ofen ix) ety . /e

l.p ol mduoto de u/o; por dy/h es igual a la -uu. som0 -
querfamcs demestrar. .

Osne wa quplo ulmmso de ests regls, p«u. to-u- ol esse :
[ ) hbuvmex . lionloq!y-ﬂ s Su funeida hnmurl--

2o 3", 60 donde, segidn la regla para ealcular la derivada ée la funeila - :
unnc. tondrencs s !



SR bl ‘esto umm n ol mcodinonto mploeo pu-. ol o‘lmo ‘
'_ to‘o Ctp ‘o derivedes.  las elm roglu nnurlorn son suficientes’ m
baller lu derivadas ‘o to‘o ttp de funoiones nlfor-u, por qonplojc it -  5

e 2.6 Mtoﬂo ae 1- ma- Dnlndn.- lnbhudo umnnndo ol -
_ walor h h ‘derivada de £(z) on ¢l punto x « &: yor. ?°(a), soré fio1d oon - '
prender. ol ‘significado do sw signo. 81 £'(a) o mluu, ol eounto l.-v
. eremental de £(x), on dicho punto, ur‘ tanbidn poutlvo. es deoir, f(x) -—
srecerd ou-ndo oresca x, & partir «l pmto x = a, B ooeficiente ‘mlu :
do la tangente a h surva y' e f(x ), sord ‘tasdbidn pon“ivo. 7 tanto 1 ten' -

' nnto coso la ourve nnr‘n mclinndn ‘haois mlbn de uquicrd. s du'och

on ol punto de sbeoisa a.  Oourre lo mtnﬂo oy 2'(a) oo nog-uv.. .

st o0 doduoe:s S PGS

 le= 2'(a)d 0 -unlﬂo- que f(x) ¢s creciente sl orecer x, y g
h surva y o !(l) ssoiende &e uquin-dl a derecha en el punto x = a.
y
2.0 29(a) £ 0 -uniﬂu qus £(x) ea deoreciente al orecer z y que
la eurva 3 = f(z) e» decreciente és isquierda a derecha en el punto x = a.

‘R veler sundrieo do la derivade £°(a) medird entonoes la repides '
son que la funoién f(x) erees o decrece en dioho pumte, 7 la inelineeidn o
pondients eon gwe la suwrva 3y » 2(z) esolende o descionde on ol punto x = 8.



‘toﬂ.lo de nlorn u :, mioindono- ut hsntunhu do h ?mi‘u o &
_1a. eurva oorrupomlunu.

‘ttn. f(x) moorl con-tonumto al enoor By
: dor‘ eontinunonu u :l.quiora . uroohu : uoonm.
'uv. on ol htornlo. o

“alente en ol punto x. = a, 7 1: ourn F 2L f(x) no ncondor‘ ni do.condorl -

»ll vnlor qm h fmoi&u tou on m Mto [ ] dono-iu nlor utuiomio.

g,hn'nr w&\h 1. mtd’. mu o° 'bev
1s mn uotoml. ° dnotonu. lnear‘ -hplomto intm ol itpo ‘a .
derivada de 1o mua. o Y to« tatonalo 4oz en ol qu t'(x) son pcu-
":ll .Il'r'l g - t(x) ucon

: ‘ Ih ““, p-rticuhr apuoco -bon. qu-l on quo lo dcuvldn n u :
mto o aula, - 8! f'(-) - 0, oatorooc f(x) 0o seré nt motonto ni aocrg

sampoco en dicho punto, ‘n nlor ‘de h fmtdu se huc xmn. .o-ont‘no-
unto onuhnnio, m-onnndo la eurn uu ungonto panl.h .l oJo Ox

h ‘derivada u;mdn d. f(x), por ur lo douvm » ;‘.}‘1 B
de ls primers deriveds £°'(x), =ide 1l vnriacidn unitaris de t'(x), s docu, h o
del coeficiente angular de la tqngontc a la ourva y = £(x) en el punto oo - S
rrespondisnte., E1 signo de £°°(z) en un punto cinlqu'ion': = a o de gran .
importanoia., - 31 £''(a) es positiva, entonces f(x) vartiaré, en un entorno
del punto a, en proporcidn orieionto, y ol coefidiente angulsr de la tangep
te a la ourva y » £(x) oreceré también en el punto de sbsoiss a. la tes -
gonte a la curva girard, entoces, en la direccida contraria a las uni- -—
del reloj, siendo la curva convexs vista desde adsjo. Por ¢l contrarie, -
oi £'*(a) es negativa, entonces £{x) variard en proporcidan decrecisnte, y -
la tangente a la curva girarf en la siasma direcoién s Il; manecilles de wm -
xiloj. siendo la survs odnocava vista desde absjo: Rstos resultados, que =
han eido representados en la siguiente figura P, son completamente indepen~
dientes del valor de la deriveds £'(s), es decir, de que la tangente en ol
punto x = g esté inclinada hacia arriba, haoia abajo o sea borisoatal.

A



lo" ’u- ontmn. vnlma/.bolutu duuouatn n m By y n oan-o—,
o ird ’crnundo,'fp‘r“t tm' : h wna nnlt“ ug-uv.. : hr nntoo i

; E -unlﬂcl (] ,h mua f(x) e-bu, on wn og ity
m hl, nnto .. Oll mu mporoun mcuato, ¥ q\n h ouru y - f(:) o S
mnn vun ‘n&o umo. on: -1 n-lto x . l. : e

» ll f"(c)}‘ o -uniﬁn qm h tw.oida l(x) onbu. on un og
tom hl'm 8, on mporcun dooroohnto, y quu 1a cnru ¥ - t(x) n -
o‘uuvs ‘wista lndo‘abljo.ln 01 puato 2. & » ,

r‘.,ll v-lu -hnluto “ f "(.) noe indio-r‘ ontomn 1a upun comn =
“wge £'(a) moc ° diorooo on’ e a, 08 doetr. 1s mloruicn oon que f(x) ==
varfs, 'z 01 p.lo & ourvatura de y = £(z) en dicho punto.  Todas las cuu-
tiones: nhctonodu oon la natuulcn L inun-idad ds h curvatura de une =
1{nes se nmlnn por udio dol umn 2o 1a dorivad- ngundn c.—l- runcidu :
eom-pondionte. R e T T e _ B o~

' D pusde dar tasbién, utilizando la scisunde dori;at‘l'a',- dtrt}‘f,;y;to-
rio para la inveatigacisn de 10s mizimos y mfnivos relstivos de uns funcide
ouslquiers, (1oe néximos y afnimos 1los veremos en la siguiente seccién) ==
suponiendo que la funcién £(x) ‘sea finite, continus y admita primera y se -
mdal derivadas, tamdién continuas, si £'(a) es nula y £*'(a) negative, en-
tonoes f'(x) seré deoraoients, hacié~doss igual s ceroc cuando z sea igual a
s, s deair, 7'(z) pasard de positiva a negativa on el punto x = a, ¢s d¢ =~
oir, ol valor £{(a), que la funoién toma en dicho punto, es un -‘xho‘ulo-
tive.  Anflogamente, ou-ndo £°(a) sea nula y t"(o) po-iuv.. la lmoldn
tondré wn afnise nhuvo on diobo punto,
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o &iurlo pu-n 1mro tinr lon -lxhon y .tnlnoc nlauvo-.*h l.— !odo‘
) :; -ln-o y lfnho nluuvoo do f(x) .pu'occrt quo on’ umllu eno- dond
'-':jt'(x)- 0. e AT o ’

2.— si f‘(l) - Oy f"(n) L
,‘l’moién. S

h u-tnrn oondloi&n es, unu oondiel&n nceonrh; h u;unda oong
. tltuyo una condiown mﬂchnu, quo s8lo tondr‘ lugar eu.ndo f(x) presente
- dxi.o ° un afnino relative. hro ‘anbas oondietonu no son oo-plotn.

Y L 1) qm o forun uns oon(iel&n noeuuh ¥ -uﬂclonh. :. quo quod- ox--
,b'»oluuo ol nno on quo r'(-) ua uuh. i O o :

:.'3 Valores -Axim 4 -fntm nlnim.- t mein nhou, el cono~
eor ol sentido de los conoeptos de -ailo y sfniso rohtho. de uns funoién
que, segin Iom vhto. nnn ulloionndou oon . 1os valores’ o-ucionnrioo do
1s miema, ) i

DEFINICION: la funeidn t(x) mnnn uwn di:-o o sfnimo rohun on

"6."“’:(.) -et‘.uh ;m‘.. ,.‘mm 43 daem

Si l"(c) - 0; t"(l) > 0, f(u) ur‘ un -fnilo rohun db f(x‘)-L =

- ’mto. euando el valor que la funoién toxs en diche punto es mayor o mg )

» sogin ae trate, que todu los valores oomnpontloutu s va entormo - '

4o diehe punte.

-(xhu ¥ afnince nl-uvu de una funoida reciven h dono-l
nacidn eonjunta de extemos de 1la m:&-.

lll“hndo. on lo mnnivo, Qut tanto la funoiéa eoso su derive- ;

.- da eorrespondiente son fiaitas y eontfnuas en ¢l intervale en que estén d¢
finidas, su eurvs nmum.ﬁu sarf entonoss regular, es decir, se pre -
sentera ni discontinuidedes, ni puntos engulosos.  la eiguiente figura &,
.rnonn'-n curva de este tipo, imaginada oon o] fin de qwe indigquwe todos



; " Es evidente, que un méxino o un mfnimo relativo de £(x) sélo podré :
sparecer donde la curva y » £(x) t”'ngn 1a tangente horitontal. S{ ls tangen
te, en un punto ounlquiorn; es ascendente, existirdn insediataments a la de =
recha de dicho punto valores de f(x) que superen al qua toma en el misma., =
$1 por el contrario, la tangents es descente, existiidn, pata puntos suy pré-
zimos 8 la igquierda del cénaideudo, valores de f(x) mayores que el que toma
en dicho punto. Bn ninguno de estos dos caszcs es posible, segin la defini -
o18n dada, que f(x) presente un méfximo relativo. Y andlogemente ocurre com
respecto al afnimo relativo de £ix). Se tiene, por lo tanto, que una fun =
0168n gontfnua adlo podra pressentar un afziso o =fnimo relative en un pwno -
ouando la t.npnu ala omu, en dicho puato, ses horuonnl.b



. t(x) o borhoaul. uutn .lguno-. nh-:om L & !V, u la ﬂ.cur. a.
"o- loe. qn 1a hnoi&n munu w -hin. ¥ otros, ulu ocso 61 11y '. top g
e t(x) munta m lfnho. ) hto wodo du-u u-b“’n 1- jao-ibillhd de que

“presente una tercers olase’ do punt». teles couo ol ’mto de inflexiéa III,
'fuu« ls mun carece de mfxiso o Ifnlno. ‘Dentro do los valorn o-tnelog
'iru‘ “ uu Moidn hadrd que- tnolulr. m Io unto. uto- otron mto-. ndo
l‘l do lo- .lxlm : -(M-oo nhtivoo. SRR e : L

S h u-u ﬂmn 0 aoo lugioro un ldtodo prlouoo paru di-umir
loo dhtlutoo ttpoc de uloru nnc!on-ﬂu. .- i _efeoto,. cuando la funoién ‘
: f(:) Jiesente wa -lxllo uhuvo on m punto d-do. ol oooﬂeionto mgulu d0 .-

" '1a tangente & la ourva y » f(z) es positive (o ses que: o olova hou 1a —-'. o

'k«mn) on o1 «-uutomo do 1a hqnhaln del p\nto cou-idondo, y negs ==
. tivo (1a nngnu dvsciende nch 1a douchn) on ol n-lontorno de la dere -7" .
ohs. Pu- lo uato. la derivads f'(x) panr‘ de pouun s nognuv. nl pe -

"Sar .z por el pmto d-do. on o]l qus la derivada ur‘ nule. - Cuande, por el - . -

contrario, ls funoidén pronnn un afniso rohuvo on un punto, la derivada y
el ococefiolente sngular de 1la tangente s la curn pasan de negativos a positi
vos on un entorno del punto. For Gltiso, si o1 valor estasionsrio de la —
funoidn no @s ni mfximo ni afniso, el snularse la derivade y el soeficiente
anguler d¢ la tangents a ls ourva no indica casbio algune do signoj ea deoir
sabos presentarén el sismo eigno a uro y otro lade do'l punto. :

; Bste eonsecusncias, deducidas del simple gnion ‘de 1a curva de la
figura G, se pueden expresar en uns forsa snalftios precisss

Criterio do Néxzino y Nfnimo peletivoe:= 1.- Todo l‘nn 7 sinise rele~

tivos de wns fwneiln wniforss f(x) es uwa valer estacionario que exiete oven-
4 £'(a) es asula, ,



’ t'(x) eul:u;d‘, at;nc, puando do ;
rd ontoncoa, un: -fnho rohtlvo do h

nntro de las ooudtoionn osnb ooxdu. ci -i(no f‘(n) no
ta l‘xino ni lfnino nl ton.r 02 vnlor f(a) et

; hhton, pa: conalguhnto.] os oondioionas ) oonudoru en 01 pro-f :
blou quo utudlnoa. ~.la prinere os h oondioi&n necesaria para que la fug_.'.;' S

!“ﬂ vﬂnnto ua ulor ut,ciouﬂo cn un pmto. on. tmto que la ugund- .

m- eondioid’uuﬂotonto. en. vlrtud de 1. cull ey puodon dutineuir los af -
:uo- ¥ nfnim nlntivo- do otroa valorss a-tuoionerio- de’ ung ‘funoidn unl S o
toru eulquion. Anbu co-zdioionn. cnnjuntmnu, oamutu,yan uns condt-

o1dn necesoria’ y -uﬂctonto. . Pnodc d-x-u otn forsa, sunque sunos px-ooiu - S
dela condictdn maesarh. 51 y - f(x) prennn un valor estacinsario, por.- o
ojolplo un I‘ximo o afniso relativo,’ en un punto, enzoncoa Yy serf momentd -
neaaente’ conlunto y se tendrd pargyun increnntc muy pequeﬁo de x a partir '

de este vulox_- que Ay ~ 0, .proxilndament-. De aquf. se doduca que al con=-
siderar una funcién on_una posiocidn de nixizo o nfnimo se le puede considerar
como constante en un entarno del punto correapondiente.

Debe subraysrae que un sdxizo relativo de la funcién no significa
nnoouiriunnto que l_an sea ol moyor de la miswa.” Un sfximo relativo es
siempre un valor Bayor que todos los valores prdxincs a €1, es decir, qur to-
dos los ulorn que toma la tunown en un entorno del punto en que dicho ad-
zino e3te: doﬂnl:lo. p:ro oonsidersndo puntos ads alejalos, es obvio que oxi_‘
tirdn valores -uperloru do h funoldn. .- Anflogamente, un mfnimo relatico no



i lnuiu m ol nnor nlor do 1. mudn on ol hnorulo on que osté do
fimide. Pon Soda fmeidu eonttnu existen sélo un: -in-o y un l!ni-o
; ulﬂu. pno ”ao varioce -&n-u v -tnim ‘relativos ntomun-nu.
l-u u evidents on la - pasads ﬂgvn G. h llpornnco, ‘tener pnunu —
q- Mo valor utnionaﬂo o0 m-ut\vo noeonrh-u“ o oxtrou : q-,
: por 1o tasto se Aadré do unoucu, o tre los nlom o-tacionaﬂu. u‘ G
»?lu son do hﬂni&. Pinslsente, ol oriterio enterior de miximo y. lfnt- s
w0 nuum pusds faller en ol osso en que la funoién o su dorivads mo —
sean mtfnuo. h ﬂc\ln | nmuut. wa ‘ejensplo en que dicho orttorlo : A
. oarece @ ul“u por munnno ol -‘u-o ulauvo n m p\nto mlm -
o hou'u. o o ~ :

'Come 0 ssdido en los probleses préoticos se trats de encontrar -
les nfximoe y sfnimos reletivos aleamsados por una varisdle (y) al variad el
veler ¢o lo variadle (x). 51 smbes variables estén relacionsdas pot sedio
¢ una Nmih wniforse y = £(z) procederemos des uﬂtonu sode?



ln"obundr‘ h uuvm (:

\,b rnolvox-‘ 1. oeu-oi&: t'(s) - 0. ol uundou m ntou '

b

; P l-.. !."3... ccoo . SR
3.- !o tour‘ -uuivnonto osda Una de estes’ nfm pers nt uu- L
-uun ooa .mglo s uo w-lquhn do Ioo ouuhntu wooodhiontou

; a) htoninucidn dol. u-bto qlo -uno oxporinntm por t'(c * l), sl p-
‘sar denegativa o po-iuv. labd. S f'(as ) pess de mittvu a negative,
2(a) serd un adxiso-relativo de £(z). . 81 en oublo sucede lo oontmto. -
£(s) aerd in ndxiso relativo de £(z). Cusndo no oxht. ocasbio olqmo do ==
ouno, t(u) ux-‘ un )uto de tnfloxun de, f(: ) R
E b) »!,. uloula‘ f'}(-) y o0 dotor-;n. nu—puno - u r-'(-) o8 untln,

£(a) serd un afxiso relativo de la funoién f(x). St f"(n) os pouuv-. -
£(a) serd un sfnimo relativo de £(x). : . : L
“Low -mtpntnt, ejemplos aclararén completamente el -‘todo. &3

1) 1-33-3:245. ' +

se tienes 2 2 . ‘
- - 6 - - 2 - 6 - ‘ - 6 *'1 L 3
dy/dz « 3x x = 3x(z = 2) {_x{. x (z--1)

1os valores estacionarios de y sparecerén cusndo dx(x = 2) » O, =~
es decir, prra x = O y para x = 2. los valores correspondientesds y en -~
estos puntos son y = S e ¥y e 1, Pars ver si estos son mfximos o sfnimos -
relativos, tendremos: ‘

pars x « O, 42; -6 < 0 ""“2'—45!- -6 > 0
al o v :



: Qul ‘o nmuv. P‘n todo v-lor de 3. la f\mei&n omoo, puu, do valores
nneionarl» ,1. por lo unto. do inho- y -fnhou rolativo-. h om. -.:':v',’
' representativa de’ 1- funoién o uns. liplrboh oquu‘ton oon u(ntotu Farg
‘ ‘loln alos oju. quo ovidontounto, emoo do ungon%n parulolu ll ojo -

- 5- I.rivndl‘q-, 4,/ix

Existen los 'uloru utaciondrioo 7J sl peraze 0, 9=/ =
para 2 ¢ 4,  BExasinando shors el ugno de 1s doﬂndn on un intcrulo lo -
estos mton. s uom ques :

b/h- Bk - ’m-:.lu
(h enre=2 . :
/“" _!._(..__4.}.__.“* puuz-lol.
(N +9n 0 18

e " 3 m-n expresidn pasa de pasitiva & negativa ousndo Y ton v’
lores auy pequefios , pasa 40 negstiva a positiva despufs, la segunda ex-
presifn oanbis de signo en sentido opuesto, sl variar h d¢ la misms sanera.
la funoiln presents, por tanto, un mfxiso relative u\ul e =1 on él puate =~
%2 » 07w afnino relative igual a = 1/ enz = 4.
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‘Por otra parte cuando una funcién uniforme y = £(x) presents une -
inflexidn en un punto donde 1a ourva correspondiente oruza de un lado & —
otro la tangente, el mismo punto se dafine como un punto de u'xfloxidn. -
La propledad ods importante de los puntos de inflexién es Que en sllos' tip
ne lugar un camblo de curvatura, s decir, la curva se tranaforsa de oon =
vexa a ¢bncava(bacia el origen), o viceversa, segin se pasa, de derechs a
isquierda a través doltp\mto. Eata propiedad resulta evideante ea loe ose
sos de inflexién representados en la figura J. Exiaten dos clases de pug
to‘ de inflexidn. los de la primera olase, indican un cambio de curvatu
ra on la ourvs de convexa a o8ncava (vista desde abajo), al movernos sobre

;




h uo- 3 uqnhm [ dorceln. _b pmto & taflnl& h lh g\nh ‘olase
ubio LB curntm oa natuo mtmio, o dutr. % obnosv
‘. _ hb tancoato a'ls ou-n o 01 nto do. wuua- o nt‘ w:on -
,";,aumm 'S am- uueuﬁ-; ‘pusde estar inolinada hecie aFrite o a0l
“;*omo y uur - oooﬂciogn mhr oou o nlu- a\-lruolmhuon. '

» o u..a n u mpuau 201 casdio 4o Mutur.. rnun- ovunu
otrs onrm.rf-tiu 2 loe p\nto- de taﬂ.oxwu ol uutnu' la ﬂm Joa
‘sabers ls de que 8 todo pmto ‘ao hﬂoudn le eorrupond. wa velor extremo =
- gel occefiente angular de la tangente 8 ls mn. o ¥ ofoeto. on w mto lo'
. Anflexida ¢ 1 pmu ‘elaso, el oooﬂoiuu mlu d 1a tmpnto o -
i.l:i-o, e que ol oooﬂohnf,o nuuhr e w-unndo segia nos sovamos de h—,
- quierds & derechs, huu nlounur ol p\nto ‘e mﬂoan. 7 enpiess n deare = St
oer ® partir do dicho punto} en wm punto de inflexidn de h u;und. elase, = i
,‘_u ohurn. ¢l sismo n‘o. odao ol oooﬂoi.cnto ugul-r do ll tnwto -loq_f'zjf-
u-danonolnm. L - R L ;

7 mam qus la m:a- miror- ﬂx) ses ﬂuu ? oout!nuo y q-" !
u-u- prisers y segunda dorludu, oonviene sxpresar shors de un sodo analf
tico laa propiedasdes snteriores ¢e os puntos de inflexién de f£(x). la &=
" riveds £7(x), por ser ls medida del coeficiente angulsr de la tangente & ls
ourve, deberf presentsr un valor extremo en tods punto d¢ inflezidén. Serd
necesario, puss, que la derivads segunda £''(x), por ser la derivads d¢ 1 =
primers deriveds, oo snule en dicho punto. Ademds, ol valor de £''(x) de ~
berd oanbdiar de signo cuendo x pase & trevés d¢ un punto de inflexién, deter
sinado el sentido del camdbio de oclese o que pertensoe ¢l punto de inflexién,.
Si £'*(z) pesa de positive n‘a;gotiva, la deriveda primers £°(x) presentard

un efzino en dicko punto, y el casdic de ourvaturs serl de oonvexs s odncave
(vists desde adejo), es deoir, ‘o1 punto & inflexida portensoeré a 1a prise-
re elase.  Th casbio inverse 2ol signo de £2°(z) indicard que el punto de =
infloxifa o & la sogunds slase. Do aquf dedusiremos el eiguiénte






i Aﬂtnotio pera lu'nntulo‘; whu&. ' s
16a t(x) 0610 pmdu um«or o 'quuo- p\ntoo dondort' '(:) . 'o.\-“

: : v~2.- s f"‘l - Oy f"(x) onbu do u!.po al. puu- z pu ol ntof:
.. “entonces f(s) nr‘ m ianou&u de 1a funcién. f(x). B -} -gnﬂﬂp on que
tm. luu 01 osabio a0 ouno u t"(x maicarl . ‘ galn pertensos el -

h ntuu n m oondiosh mourh a lo- mton de ufhx“u -
e segunds u mn -uﬂotonto. y eonjmtuoato, oouutvn un orutrio oo.- :
ploto. o mu. wme oomuclcu 'menuu y ouﬂoiono' , A IR

S nll e -l-uo que l.n tunﬂdo uou tomn ‘nivdn oontfn\u. ('Y pg
M dc entanoes vuobo oruorto éo wme fom que inoluye s 1a tor«n don -
veda. me f"'(n) « 0, entonoes f'(x) pronnnr‘ w afximo en zea, y i
. um&. por 1o mto. ua mto ae. inrloxt&l é ls pﬂuu olm.v _dndle=
gamente, of £''*(a) ea positiva en wn puato s, en ol que s nuﬁu 2(e)
0y toadm un punto de inflexiéa de la ugundl oluo. Do .qn! o M\no,‘

'QD. o1 £'°(a) e 0y ‘P90%(a) # O, existiri un punto de inflexidn en 2 = 8, J

el u@o de la tercera derivada (no wula) indicard e qd olase pmnm el ° ¢
pumnto de mﬂniﬁ. . Bl eriterio, expressdo en esta forsa slternativa, no ~ o

o0 eoapleto, pussto que quiln exolufdo dl caso en que lg tercers derivads — R

ses nula.
]

Tolo punto de mﬂnidu. uq\h bemoa observado, es cospletamente -
mdoponuonto del valor que tose la prisers derivada de la funoidn en diche

\pmto. Sin embargo, pusde darse el easo de que la derivada primers se env- S

lo on ¢l punto ds inflexién supuweste, y entonoes el valor ds la funcidn PO -
drd ser, -sul'tinonnu. un valor estacionsrioc y um valor de inflexibe. -~
Rl segunde eriterio de 108 wvalores estacionarios, pusde .hon extenderss W
pose afladiendo ls -uuionu ooaluthn ) -

2 r'(a) f"(a) y f"'(o) A O f(-) url m. - uhr sste-
clonarie y & unuu. & ls funcida r(n). : : S



voo- ® qno‘ [ ] nnuh h tnrmn du-tnd..

; , hur tpdu qmuu euoc ou qu. 1. tor«n doriuds do 1. f‘ -
'.voun .(x) no se anule en ol ymto : - 8y ‘se podrén -o!lnlu- low’ nloru utg
.oionorton y do mrlou‘n do. f(x) por- -dio ¢el oiguunto Q.qnmu R

: ,’lnllqr_nuo‘tqn‘nlq 'clor do 1ntloud-

‘ v.lor .oxtx‘lo : '.lor o-f;oic;;rto : o »: ;,-'nlor do tnﬂnih'..." ‘
G 'y de jaflexida ' no estacionarie S
[f'(a) =0 f"(n) / o ’:t'(.)_-.f"(.) «0 t'(l) { O f"(.) - O\fa..,_,‘»

, e ,hn uu-em ox n‘todo a. looauuctda do punsoo do inncuda - g
"~,lu omo do Moiono- mﬂcuuru dnu-oo lo- dos ojuploo -u\uontul 5

0 gedestes

Su d‘rﬁl&u sucesivas n?n : ' o
dy/ax = 3x(x -2)s p/ax® w 6(z -1 &/ P e

hi-to, on este caso, un solo valor de inflox!én‘do 1la funoidn, ea
ol punto x = 1, en el que y = ). la tercers derivada es positiva y 1ls deri
vada ngund. prss 42 negativa & positiva en dicho punto de inflexién. Bete
portomeo. s la segunds clase, cambiando la curvaturs de cdncavs s conveza b 4
alcansando el goeficiente angular de la tangents (igual @ = }) un sfniso - =
relativo.  Bn la siguiente figurs K, se indican el punto de inflexién Py -
6l ufzimo ¥y nfniso, A, y B, deo la curva npnnon‘.ﬂu de la funoiéa.

2). y-x‘-‘x’olh.



'vuq/u - 4(: - 2)! v

Pt RN hnmn qnfiol puutoo h lnﬂoxldan y . 0. pau x- 0.'-'0 y . 16

‘m ze 2. S mel -h-ro. ls hmu acriud- o lmunl ol p\nto L)
‘ ,z-nnu. ’lﬂomo als priuu olau. cnbumlo la ourutuu do eomoxu :
o‘um y ol soefioiente angular de la tangente: (uun a 16) o8 un -lxi-o' re
" lative. . Ba el segundo, la tercers deriveda os positivas el ymto ds. hﬂo—
zién n'a la segunda eluo. eabhndo 1 curnturn de oénuu (Y mﬂxn. 2 \4
munlo., duh, que la: prisers ‘derivada o8 tub“a nuls en dioko ‘untos o
Bl puste hallado es, por le tanto, estacionaric y de inflexién) el coefi =
elente mhr & 1 tangente e n-lo ea ‘este pmto y oonnu\vo un afnimo «

nhun. B ” 1 olcuioato ﬂcun I.. untu h n‘fiu do h ourve oorn-po-
tieate & in. funeide. TR R A




: Ex 01 .n.uu. of-ctuado lnuriormnto h.-o. tenido ocncidn de
' utublocor las debidas distincionss entre condicio es nocasarin, condioio-"-
nes suficientes y condiciones necesarias y sufioientes. Las siguientes -
observaciones tienen por objeto acl-rar, de una sanera mis cospleta, la na-
turalesa de estas distinciones y destacar eu importancis.

.

Pn;n empegar aon un sencillo ejenplo, podemas examirmr las sondi-
oiones bajo las cuales un ouadrilitero es un rectdngulo. Bn primer lugar,
si el polfgoho es un rectingulo, uno de -sus dngulos tendrd que ser reoto, -
siendo {sta una condicidn neceasria. Aunque todos los rectingulos tienen
un (ngulo recto, existen, sin embargo, otras figuras geoadtiricas eon la mis-
se propledad. 3i uno de los éngulos del polfgonoes, sin embargo, recto y =
todos sus lados son iguales, la figura deberd ser entonces un rectingulo, =
tenidndose esf una eondicién suficiente. Todas las figuras geondtricas que .
tongan la expresada prbpud-d son rsoténgulos, peroc existen algunos reotdn- '
gulos(es decif, los que no eon cuadrados) que no sanifiestan dicha broplo -
ded. la 61'!-- eoridioién no em, pues, completaj eato es, no constituye —



. una opndioidn necesari 4 u sfentes - Tor B1timo, ai el polfgono o un
‘ff'f’mtln‘ulo, outoneo' ‘uno de wl angulol ‘eord ‘recto y 1os .‘lado- ‘opuontos’ 1_
mlc llclproemnto, si una ﬂgura ‘eom‘trica uom un ‘ngula noto ,

"lu hdos opueato- igualoc, Jsu sera cntoncu un root‘ngulo. : '!‘enenon. ou":
. .“to emo. una condiciéu neoosaru : ouﬂciento; s deeir. h eondiown u'; i

K‘;oo-ploh, e qw inclu;yo s 1odoa lon raetangulos & nada n&o que a loo Te0 -3

";“wtlnculu.,

'-gmphdad ha do asr tal qm,‘ i 1a propiedad e prenen?.a, 1a condieién: quo-
ll ontowon ntisfocha. : h oondioih en nuatecha por tod.-.n las cosu

) pmrol \lll- oondloidn necesuh pan que ee varifiquo chru - :

:_quo nniﬂnteu dicha propiedad. ‘pero puedc también sor nannfooha por otra i

ooss ‘que no )a ‘tenga. . Dna oo-xdioién es suficiente ai, al verifiearao ésta :

1a propiodad ﬁon@ lugar‘ la eovzdlcién no.es patisfechz, en oste ..r...o, e 'g

- ',_por oqmllu oosas quo caro:oan de- la propiedad. paro puzde. también ocurru',

- quo llgunal de. lao ooan ‘qus poaeen dicha propiadad no la aauefagan tzunpo- i

0. - Una oondioidn es necesaria y. lutieienta euando s¢ dan en olln las dol'
'torlsl ducx-un. os decirs si la cosa poses la. propiedad. :nu-facc la eon‘ A
,dieid’n,,vy ot 1la oondici&n n .aticfecha, tendréd: lugar.la propledad. T
lh oaso ilportanto, relncinnado con 1a distinoién es.ablocidn, -  =
" tiene lugar ul sstudier 1as condiciones de los méxinmos ¥y uininos relativos

d¢ uns funcién contfnua f(x), quo admita deriveda finite y contfnus, . Se -
oin dijiuﬁn, una condioidn necasnris de miximo relativo, en un punto x e a,
os que £'(s) = 0. Esta condicidn es satisfocha por todos log valores de x
on que f£(x) sea un mfzimo, poro tanmbidn en otros caso, por sjemploc cuando -
aparecen minimos relativos o puntos de inflexién, tamdién se euinplo. tha

oondici8n suficiente de miximo relativo es que 2'(a) = O y £*'(a) € 6. =
Sienrre que eesta ocondioién es satisfecha, f(x) presenta un méximo, pere =-
"puede tener también otros miximos, aun ouando la condiocién no ses satisfe-
oba. Un, oondicién necesaris y suficiente. de ‘miximo relativo es qﬁo - -
f‘(c) «0y f'(x) ocazbie de ponuu 8 negativa en un ontorno dol punto = -
2 e 8



: una’ funoidn do do- vuhbl
‘s= t(x. r) lao vax-iabln xe : pueden. variu- do unn nanera conplotmnu

‘“"P"‘“"‘“ una de. °‘¥‘l- i pax-uouhr. s puodo ltribuir s uns de les

var 1‘“" un "1°" “J° y hl“l' que varfo \!nicanonto ls otu. % oste = S

ouo. lo tunoi&n mtnrior queda. hducid. (Y \mn f\mown do mn .oln vuia -?-
gblo. n- nto modo e ~podrin obtonor dos funoionu de. una sola v-uablo, s
' 'nborl s ooao tuncwn do x. siendo : comtanto, y l o8O funcwn do.y sten

do x oonntnnto. e dorivcdn ‘on un punto do oada una de. oatas funaiom- u{;‘ '
podr definir y culoular oxaoumanto gomo en- 01 ‘caso do ‘una’ loh variablc.

lplieando la ucnicu y.conocldn. v hn dorivadu uf obtenida- u dononinms(ﬂ .
derivadas parciales de la funcién g . f(x. ¥)s y ol se les 1leza Darohln

porque l6lo ntin dofinidaa par. v-riaeione- auy puticulant de las vuu-_;'
blu 1ndepondionten. . Una dorlvada paroill reauln cumdo T var{a. nntc -

ni‘ndou : conatante. y 1- otu. euundo : urfn ; x pommooa eomnnto. Cain
_ Sf lu funcién g = t(x. y) o3 nnifoxmo, su darivada paroial x-el -
pecto axenel punto\x. y) o3 ol lfnite\de 1a rnén. S

o i

’ f(x * h.J.) - t(x. 1)

cuando el ineremento arbitrario h tiendo a ocoro, y la'derivuda parcial -
L
as{ obtanida so designa con la notaown P I P) £(x, ') o bien s _—

& (1' ’)- . ax ;-;

Las notaciones son andlogas a 1las de 1las derivadas ordinariasg pg_‘
ro, para indicar quo tenenos la derivada parcisl x;eapeceo ax (es decir, —
que ia otra varisble se mantiens fiJa). usanys el sfmbolo "9 * en lugar de
. "d"® utilizgado para lss derivadas ordinarias, o oolocamos el subfndice que = .
sea necesario, segiin el caso. Do agquf resulta la siguiente v

DEFIMICIONS h derivjdn harc‘inl de s - r(x, y‘) respecto a x cﬁ ol  -
punto (x, y) eas :



: y h dQ!:'lV;l‘d&A“'_Pa’l'.ﬂiilll‘ roip‘cté . 2 ouv.‘ ql'k‘lt-por _'pmte‘ ioi

o

u!, por ojnplo. puodcn uuuur lu not-oionn 5_; §_{ on lucu

-‘do 1.-%_, 9_;

R

D A ,,

b oonvon:lonu - veces uulinr notnoionu tgvuunto diltin‘u.

. uuntﬂoado do ln dorindu pnrohlu -pmoo de nmn -‘- -~j':,
ohrn e\undo » intorpr-un nu‘ticmnto. lx 1. ﬂcuu l, 4 n ua wnto

.de la ouporﬂeio g e f(:. :) hﬂnido bor los nloru ze 4 do ln vu-u -

blu tndopendioutn. . S mdon tranr por P dos uocxonn nx-uoalu a0 -

"h -uporttcio, uns pomndiculu al oje. (V ¥ 1a otra al Ox. o h prinn T

1s curva de ‘la -uporricio que pun por P en la dirsccién 0.!. ‘@ indica ln -
vuuoldn de s al variar x. . En esta seccién 1a variable ¥ oconserva el ve~
lor constante inicial en el punto P, la tangente ML e 1a secoiln en P =~
tiene como eceficlente angular la derivada de s, conoidorudn oono f\nowa -
dex, ea deoir, la derivads paroial en el puntoc (x, y). Por lo tanto,= « =
9 8/0x debe ser considerada como el ocoefioiente angular de “la seceidn de -
la superfice en ol‘ Py en 1p direcoién 0.B. ' '

Anfloganente, o1 valor de O 8/ y en (x, y) mide la pendiente de
P!’. et decir, de 1a inn&inﬁ. on P a la secoidn vertical de le superfiele =
perpendicular al eje Ox, esto es, el coefiociente angular 3.N. de la super =
fiolie en c'l punto P, "Por oonsiguiente-s .

bhl do‘ﬂndu'u 'p-rcravi‘nlu s/dx y s/l -uon los @ﬂoh- -

- tes angulares o pendientes de las tangentes a la superfiocie s o e(x, y) on

el punto P, definido por las coordenadas (x, 7 )y trasadas en las dos direo~

ciones ortogonales corre-pondhntu a los planoce perpendiculares s los ejes
"f.\, -



i rvars 1a sedida del cosfioten
-':}“ lﬂl\llﬂ “ h -uur’hu ou omlquiﬂ' otu ‘unooua e ey i

e nlor do )n/): . ol mto (=, y) doponb. no 0610 dnl ulaf“:
"f‘o s ludt o1 wal partincs .1 to-u' 01 uuu que doﬂno 1a dortudo wnt-
‘a1, @ino tembiéa el valor de k2 qm porumoo oon-tanto dunnto ol proouo -‘_  »

“de puse sl 1faite, Ia hﬂvm pmml. qQue. -uo 1. pendiente de ls tam &

gente & 1a -umrmo s = 2(x, 7 por el punto P y en la direcoidn 0.z, "" :F
~varfe oa npunl ouando dicho punto se- m de.. cunlqulor lodo. i- dooir.  _
ljonmlo \no o ubu nrnbln x *y nrfu- R e s LT

h ‘oﬂn“!‘a do lu dox-iudu uxﬂ.lu no llpuoa ounci.lunto'». :

,m- muptoo, : mdoa. m nnto. olmlmo Go un sodo parsoido al u - :
vlu urludao oﬁlm:u. . la mhblo rupocto [ h ousl no ee doriv-. -

dederd por. mmno. ser oonudor.dt como una oonstante en el proceso do —

hrivul&. T 77 ] n.ln para osloular ln dorivadn paroiales de las fun -

‘eiones oo-puutu son,. oupmlcular, nn‘logu . las que se aplican en ol oy
so de las derivadas drdinarias. - la forms -oaiﬂcad. de la regla para oal=

cular la derivada de una funoidn de funcién mereoce, oiq embargo una obser -

‘vacién aparte. . Pusde expreesarse del modo elguiente:

8! s o8 una funcidn wniforme de u, siendo u  una funcién uniforase
de 2 0 ), ontoncu s o8 funcidn de x @ ¥y por intouedio de u, nundo sus de
rivadas parcialse reapectivas, ' :

‘~ ] ' . .‘ . “,. D
Bogol v oqogeR

Bn particular, i w es una funciéa wniforse de x @ y, o tiens, B

> .n"»‘%{’ -5;70"- O"%_! }’ ﬁh'nl/‘.’u ."

I



.

: e t‘enin pz-(cﬁea pare le dorincwn pareinl se aolnu-l por —
Vnoeuo ds los uguuntu Qjolplo.l ‘ :

‘xx)" s e f(2r-dys1)

s (- et)ezy ‘3.’)';(2:-»?1)--3'-"

2) sef{ax s by +0)-

.
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Fgo + e =’ I X AR AT

C e ) 2 2
slendo, olarc - s = f£(e* * 7 ),
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o ;hfhmulh a’ huv.h ‘pareial ~.onnuu floﬂmn . h-
- onses P f-ﬂm- 40 nés & ‘u mublu. ;._8 ‘- e f(:. Ty l) s -l -
!‘lt‘- -itoru do tres mhbloo, o podr‘ oatonon obtmr wa mu- -

e -n v-rhblo unm -.m u dem’ nla-n tuoo 'S lu do- rntntu. -
"Bete puade. lqnm do tres fm dnuutu, 8 ssbers -mtonioudo y. ) (e
ﬂjn. m“mlm omonen a v 8080 funeua do x -ohnnto. to-ando aw og
.o Maida oy (l 7 2 ocomo oonn-nto- ) 7 muorincoh oo.o wna mu. '

e 8y dando @ x ® y'valores ﬂjoo. - Se podrén dafinir por 1o tanto, troo -
-derivedas perotsles du/ds, au/‘)y -y )q/.r)n do h tmotén on ml --

qdu mto (:, y. -). ‘ uondo pot ojuplo, .

'\A

; . lnnon e nodr‘n olnonor « ud- wne de estas «rivndu ’trou- o
ho do rriln erdea, tree de mdo. oon 1o que u tendrd un total de nue-
~ we dorivadnn do segundo orden de la misma funcién. B orden de deriveoién
s tnditoronto. pm todas las fmetono- oo_nt{nuu ordinprhlg y on eote ==
"’ouo, ‘por 1o tanto, sélo tres ée 1as seis derivadas paroiales cruzadas 40 -
segundo orden serén dlfnom.n. Do squf rimltnn sélo tres derivadas par-

oisles directes ' * u/) I'u/.)y ’ auﬁs ) y tres oruzadae (Ju/éxéy '
- Yelows , Qu/‘yat). D evidente que las otras notac.lonn de las derive-
des parciales pusden también aplicarse a este ciso de tres varisbles, = =
Podremos por dltimo, obtemcr en caso necesario, derivadas psrcisles de or -
dsn superior al segundo .tn sfs que aplicar de nuevo el proeodhionto 4 ==
derivacién,

In ol ceso geners) 4o una funcidn uniforse de n variables y =
., ’('1' x?. seseey :.) existen n derivadas d¢ priser o‘rdonv.
J » 3 »- ..oo.;' | 5
S

'axl' “n’




'f‘“, ; cad- e ollu- crrc-pondo . l. variueldn que cxporil-nts ¥ ul;[
vuh:- uc a lu v.rhbln Mcmdhntn, porlnmcundo eouuntu lu -
(n=1) mtnntu._» khton oneonou nz derivedas parotales de' ug\mdo or-
don, pero ‘este nissro se x-tduoo. on ol auo de tunolonu oontfnun ordl.nn -
m orooto, oxinon ono-to ouo, n douvulu parcialco dinotu. S

'1

r;u,

Sain SmiEn ‘;‘lg oo emias
Y ’ ) Y ’ - 9. oesessseesy - ). ot
Bt "2”‘4 J;'2:§- Mo b )'215
h tntcrprouoldn m‘luie- d. lu d-rivndu pu-oiulu e, pnor.- =
uu 1n-odutnnntu. Las derivadas parcisles de prinr ordcn, cnlouhdu
on un punto dado, miden la varhcidn unitaria de la funcidn cuando una do = -

las v.rhblo- orece desde un valor dado, Por-aneoiondo constantes las otru
- Asf, 81 du/3x es positiva en el punto (ay by @), la tuneiduA

variables.
ue 2(x, 5, 8): orocorl sl orecer x desde el valor dado a tomando s ¥, J 8

No e» posidble, por .upuono,

respectivasents con loa valoras ﬂjol by oo
dar una intorpntuoxdn goondtrica proeiu de lac dorivadu pu'ohln ouando

existen nds do dos vuinbln indopondioutn.




*:3) nuc«cxo-' nsx. cawm.o nxrsnmcn , ';monx;a.s TIPICOS DEL-

- i 3.1 !hn oburnelcn ol renpocto.- Sogdn hemos vnto. en 01 ‘
An‘luh Patu‘uco, cxi-h-\ eiertu nllciom cntre 1as variable- quo deneri
.,hon el comporunlonto de una funci&n cualquieru ahora este casc 10 versxos - "
‘pars los probloln de cnrletor oconsnco. ooRO  pOT oJe-plo 1 oferta y ol pro B
- 610, 89 ymdon expresar por redio de uns funcidn y su ourvs corre-pondunu. r "
Dubouuoo considersr le derivada de una funoisn y 1le pcndionto de 1a tang.nto e
_a_uns curva y entonces, -clarnr su lignirioado oeon&-ioo. : ' L

‘o

o ) b fheumto on ocononfn .xplicax- 1a vuiacion de unl! nguitud '
Y oon ro-peeto s otra lngnitud X utilizando dos tipos de conceptos, @ labern
el concepto de sarginal y el concepto medio. El primero se refiere a la ve-

"rimcifn o cambios pequeiios, de Y en X, a partir de un valor dado., El costo
mar;inel , significard entonces el osmbio que experimenta el costo, suando en
ocierto nivel de la produccidn , se aumenta Ssta en una unidad muy pequefis, =
Es evidente que el concepto merginal sdlo posce un mentido preciso cuando se
coneidera como un 1fnite, al tender el jincremento de X a corol‘ es decir, debe
interpretarse como la derivada de la funcién que relaciona a X con Y, Bl -~
segundo expresa la relacidn ~or cociente eatre la variacién de Y en un inter

valo oompleto de valores de X, ¥ 1~ amplitud do ecte intervalo es, corriente-
mente, desde cero hasta un dsterminado valor elegido. Asf, podemos decir que

el costo medic expresa la relacién por cociente entre el costo total de una -
deterninada produccién y esta produceidn. ; ¢

Se pucden citar algunos ejemplos tomados de la realidad para iluce-
trar los vonceptos medio y marginal., Segin veremos la demands de wn bi?



‘a,oﬁaroduoida. la f\moi&x ¥ 1la our\u do h dennda, son- pox- lo
4 oqutvnlontun a la tunoldn r ourva del lngrno udio. . Como ‘ol 1ngmuo
tctal l A.xl'(x) nl tanbi‘n una. funoidn de 1a donndn, P podr( deduoir oon—-
phtuaonto do la ourvn del ingroao total, cl ingrs-o-zadio como la pondionto

da 1. roen OP que tno ol origon do ooordonada- O, con el oorrenpondionto -

’p\mto P de 1a ourvs.

ninl x. on un. paquoﬂo lncremento Axy e nota un “inerzmento- correapondiente
dol ingru-o tot-l que urt AR; ug\!n el signo que. tenga AR, el ingreso to- =

tol oxporilentar‘ un. amnto o una diuinuown.' 5'1 euzento de ingraso pro-
duoido por unidad 40 produeoidn eﬂudida serd ontonen Ia; readn do AR a Ax,

‘o8 doeir, 01 lnm-o ndio corrnpondiento aun’ cambio en 1a produeown des-

de x o x 04:., A ledida que el 1noro-anto de la produccidn ee hace cada -
ves M- psque‘r!o, u tiam “1a rasén ineroleﬂu.l 4nstantdnea del ingreso on ol
sergen de la produecidu x, 0omo olafuuo de e_l s cuando x -—9 0. Este
se liaas el ingrno uarglnal de 1. produccidén x, altlndo vedido por la deri-
vada de R como tuncidn de z¢
‘Ingreso marginal = dR e __d_ (‘xl’(x)).

dx dx

Bl ingresc marginal es, por lo tanto, un concapto sdbsiracto que -
sélo tiene ‘untido,lu"tenstioo cuando el ingreso y la produccidn varfan de =
urts @anera continusj pero puede siempre considerrrse coso un valor sproxias~
do del inoresento de la misms produccidn. - Créfioamente el ingreso sarginal

que corresponde a uns produccién x, viene dado por el co:ficiente asgular o -  )

pendiente de la tangente a la curva del ingreso total en el punte de adscies
[ 1Y : ’ ' ’ ' 7

: 31 se .unontn 1 c.-ntidnd dnand-da o producida,. decde dotor-inado .

K]



S ll 1n¢u-o larginnl s uns- r\mcwn do 10 prodmi&n a, ya quo o
';3 v-lor ‘epcndo slempre’ dol lnrgcn xzmicular ‘de produeot&l oon-!dorldo. i
. Se ’uodo, pun tr-ur una ourva dol mpe-o --rgmnl ‘Fepresentando 1e u -
rineidn que. 01 1n¢tuo -nrginnl o:poriunn al cruoor 1- mduocid'l. hl
lum sodo que en los nsasos de las curvas del ingrno tohl Yy louo, 1ag =
- cantidedes se -“on en’el oje borhontal. Puesto quo 01 1n¢n.o lu-glnl
oz le pomuonto de 1n tengente a la ourva del ingruo tot-l, 1 fom é la - ,
“cma de .qu‘l 1n¢n-o pu=de doductru féhcilmente de 1o del 1n¢ro-o total. )

. - Con obJoto de sclarar este punto, se puodon tosar du ‘tipos do -
lqn dc 1- demenda, Do una ley de la donnd. linonl Pea-~ h. se tie-
u.t ' 2ol

‘.vl-u-he l.‘ ,"dn-"l-ZEx-

. la ourva dcl ingreso tonl ‘s, on este caso, uma p-r‘boh de oJov‘_,ﬁ:,
vertiosl dirigida hec{s_sbajo. las curvas del ingreso medio y lsrcinll T
son rectas inclinedes bacia abajo, siendo la tangente, referide al eje x, = \
de 1a Gitims el duplo de la priuri. ’ Le fizura N, presents las tres ocur -“‘.
“ yas citadas en el oaso particualr en qiae 1s demsnde del azicer viene exrre~ g
sada por p e 15 = 1/5:.‘ Results conveniente nqu!.,éuo,_in todos los demés
_ Gmsos, trazar sobre el sismo gréfico la ourva del ingreco medio, y del ine-
greso marginal, refiriéndolas a los mismos ejes y escalas de medids. ~ Como
pueds observarse, la curve del ingreso merginal corta »l eje x, on el mismo
‘'nivel de produccifn en que la ocurva del ingreso totsl alcnnza el mfximoj ew
désta un» propiedad general que se deriva del haecho de que ‘en este punto di
la producceién le tangente a la curve del ingreso total ea horisontal, siendo

por lo tento, nula su pendiente,
Bs neocesario hacer un paréntesis agquf para oconsiderar. la hipStesis »

qus relaciona al precio y ¢ la demanda de daners inverss; es deocir, que wn =

sercado ovalquiera, smsyor precio, qomapondor( senor demandas, y viceversa, '



oir, quo 1- ﬁnaicn de 1- donnd- o8 -oncston; duroaion*.o. la hmc“u in -
.fvu-n. o- por con-iguh-\to, tubﬂn un&ton- dooroohnto. = 3- indtfounu -
,puu to-ar h d-umh ‘oomo un- nri-blo dopondionh dol moio. oa h innr i

! ubn funoxonu u oon-i.donn .qu! uniror-u, oonttnuu y londto -

nas’ docrsounto-. ‘La curva de la demanda desclends constantemsnts, de is = .
quiordn . daro oh., xn-nantnndo ol mismo upocto on gonoul, tlato (3 n tm
| on ol oJo p horhonul, o nx-tloal. e

II ud- osso rrticulu quo oon-ldorcaon ahon tondnm quo .ih-— g
dir nuevas nmnutom- als rorn as h rehoidn de 1- doundn.

B
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hv_ ﬂm 0, topunnn 1a dound- dolk, -uonr on wm nu-c.do ox's
_tmo, mtuunndo nn eno t!pioo do un uou qu. emoo dn mutnum‘
: mmuno-. 7 donndn se. .nuh pnn un puoio d. 21 puoo pox- kuoguno,
no ofoot\-mlo ontonon los m-uidou- ‘compra nlcunn (% uto o & oulquior
iv'paato u.yor. e Pm meioo tnforion-. h‘doundu numnu en yroporoidu -
fouoioato ngmh ol proozo duohndo. bnt- nlomur 1- onntidul -proxindc
,,;;'-_Ado BO -ulonn do Jc., -on-unlu cuando .l m-ooio on ny. bcjo. : h curvd
mtl a2 nbo- oju y u eonvo:- hooh el oripn. 00-0 unas npn-ontui&a
fi'lwoxind. do uto upo de. doundn. n puodo ohcir una onrv. de la demands ,
qu .. nproxiu . loo ojn de -odo m!logo a_como uono lugn con 1- hip‘:b :
'»‘bch oqnuiurn cou ro-pocto a -u- nfntotu. e S EELA

L ; ﬂ udur o8 una uronnot- de diffcn -u-tuuoun, 1m1u-o pqr -

,l\- -h 1mdiuto¢ mod(noo-. 1- -uarinn y h -101. Fero. 1. u’orfa do

"loo m!oulo- oonreulu ‘presentan, cn ‘oads eno, - clerto adnero de. n\u .
tituﬂm. Inoo se distinguen entre af por diversas on-onrfctiou, eo— ,'

3 3 por oJuplo, h calidad o h aarca de flbx-iu. T ' v :

'A veces o8 oonwniontc topréuntu, aproxiiadmnto al(-no- ls - s
ley do 1la do-mdl por -dio de una f\moidn de tipo definido, dontro de cior-:;'
to campo de varuvnidad do los precios. ia ourva de ™ demande serd, en - . '
tonccs, de determinada clase, por ojuplo, una ﬂctl 0 una parsbola. S ==
pueden dar como ejemplos adecuados de lcyu de 1la demanda los siguientes ti-
pos de funciones: :

l-=Xeag=DpD, pea=-bx
b

2= % = [ ] -" P & - Qe

Pes. . xzed
dexes=p 2,  peWTE :

".- t 3 k. ;!i ’ pe(a -’h)z. | i -



. - -

“ R ’d w0

; ﬂtlbucs&» \‘q a.\ ats v o :
'cada una de las loyo- que pro-onta-o- de la do-andu, oati-faoon 1. g
condlci&u do ser monétona deoreciente. ln- ‘variables x ¥ p sdlo tosan valo—f}.

res po-itivo-. ysbdye, son constantes en todos los cesos. Si son lpron-?"
chables los datos numdricos realowmde la demsnda, serf posible njuntnrloo . -~ 
las constantus y trazar un egréfico deteraminado de la curva de la demanda. <«
Ln curve de la demanda correspondiente a la primara ley es una lfnes resta, '
inounud- hacia abajo, que corta al eje vartical de lo- pretios en el punto -
A, donde p = a, ¥y ouya tangente aon respecto a dicho eJe es igual a b. '

Alterando los valores de a yh, ea-bia;( la posicidén de la-recta.
Variando sdlo el valor de s, la recta se trasladaré paralolasente a of aiene)
st s8lo. varia b, la recta girard en torno al punto A, situado sobre el eje de
los praciosj cuando a y b varien ni-ult‘nan-nte, 1a reocta oambiaré svu pou-
0idn por traslacién y rotacidn. La segunda ley de la desanda, represents a
una hipérbols oguillgoru. de aifntotu paralelas a los oJ_ea do coordenadas y




; 'h nha u-oc, x"umunt. 1a dound- dol nﬂcnr, on -ulonn do
‘-’,kuog-nol. ‘on m nnado Qn 1 quo ol melo p u oxpnu en puos por l‘.k

: ?onuoo uqut w ojnplo o-portnnto dol o-plco do 1as eon-tantn -
£ parn‘truu. “ 8 e nbo que una determinada relacion de demands corrupon o
de = mo do los tipoo gunouln eindo-, odlo quederd fijeda la posicién de =
. la curva de le demanda cuando 80 a4 s los pnr(notro- ‘walores ‘particulsres, ‘-
los velores de a, b, y o, serén constantce pars unes condiciones dadas de la
demandaj poro toda alteraoién de los valores de dichos pnrémetros originaré
una modifionoién de la demands, ocuya naturalega dependerf de la elteracién -~
perticulsr que se haya efectuado, o

Pasando & otra obrervecién, direros que 1. demanda de¢ .ierto bien
X, ®:. puede repressntrr por las dos funciones inversas vistas anteriormente
x e G6(p) y pe P(x), corresrondientes a la nisna ley de le demands. - 'Si-
ondo z la dema1de y p el pracio, el yroduc.to Re :p; ee llamard ingreso to-
tel obtenido con la demanda y ol prevcio. Este equivale al ingreso aunety
rie total que los ‘produoto-‘obuornon de sus ventas, 0 1o que es igual, al -



guto tot-l ‘on dinero do lo- oon-unidoru quo eonpenon ie deundn. ‘ l’or lo
tanto, R pG(p) - xl’(x ), o8 decir, que R se wodo upruu oomo una run-
cién dol procio 0. com0 una tumudn de 1s denanda.’ Stn o-bu-go ls dlttu -
sxpresidn ‘es 1a mds- convsnionto on -uchoo oalol, y la funown Re :P(x) u i
denominn funoicn del 1ngre-o total oorracpondunto s la lo,y do 1a dnam.n - :’ v_ _
dada. m uta funoidn’ nn&lognento alo. que ‘oourrfa - eon 1a funcidn de: 1-

demqndo, u -upone un régimn do oo'npsntcnoh porfoots ontro lo- eon-ultdo-
a8, : ‘

- As evidcnte que deduciéndone 1a fundidn dol 1ngre-o total d. la -y"','
funocidn de la dcuand-, que se ha lupuelto conttnun. ‘sord tubidn una funciba
oontfnua, cono veremos més sdelante, la forma de esta funo:ldn depende de la’
slasticidad de 1a demanda, pox'o aquf \!nicaunto podeno- bacer la obnﬂaoMu
de que si ln domada os olhuea o h\elﬁltica, on un untido suy general, l, :
croeer! o dooucsr(, r“pectiva-nto, ul arsur h produccwn vendida, -

. v Y -~ B : 3
. ’ ’ w0 ‘0 L4 o b Cx )

m\w de K. o wea. P

. y : %
L .

h 1- lo,y do 1a densnda p = - ¢, a8 deduces
X+ b .



.l la tuuu Q. [ npunnun las’ ourvas dcl 1n¢uoo toul. ndlo
: -2} l-rginal oorruponduntn ul caso mionlu en quo 1a ley do la’ donnda -

’ 401 nﬁnr es'p o 600 = 5. h nuno, le eu-n del innuo ur‘xnul dog &
: - Tzx-20
: ciondo ocontinuamente, por debajo de’ h ourvn del 1n¢ruo ndio, ° do h do -'f

sands, y corta al eje Ox en el punto oorulpondionto Y h mduee“n on h -
- que’ ol 1n¢uoo total es d:uo. sl  ;7~ w0 s :

AN —— - .T
o gs\ ~ SO kL)
T — p—
6d iiles daTon. al pmues. ’ : ‘ |

Abora bien, supongasos Qque uma empreca detersinada produce un bien
uniforse X, con la ayuda de ciertos factores de produceidn.  Algunos de es~ '
toé faoctores son utilisados en cantidades fijas independientes de la produc-
0ién de ls empresa, y se supone que el oosto de estos faotores es econooido ¥y
fijo. los restantes factores son variadles, sdeitidndose, que las oondioig
nes do su oferta son oonJoldn. ooBO Oourre, por ejesplo, cuando pusden od -
quirires s precios de meroados f4jos. Se supone, adenfs que Jas condicio -
nes téonioces en que la nQduoe“a ae realiss mon eonooidas y fﬂu.

.



Por Gltimo vv"‘“‘“' que la empresa ﬂJuu ae tal ®odo los’ faetoru mu -
blu, ‘que una dotorlinnda produocidn 3 dol ‘bien X se obuono al -nor co-to

total c po-iblo. &ltonon c qucdu-l dotor-mado -1 ooaooouo x. n doeir,
c dopendor‘ ﬁnicnento do Xy ton“ndo- g :

Q \-" P(’xv) féo-’:o“'f\m#i_dx.l dtl éo-to ‘5:-1; L

X.n vari-blo- x y c puadon tolar loluonto vn].oroc posutvoc. "i_*h

runcidn onl ropreuntadn por 1a curvn del eolto total rofcrida al cjo hort- i
sontal x, Y ‘al nrtical c dol plano. ‘Las dinnu ordanadn ds la curn -

ropruontan 1« vqrhetdn do cocto total ll u-nnr 1. poduoolda.
i Por eonvenionoia, se uupondr‘ on lo woenvo qm h ﬂmotdn dol ,
aosto totnl es uniforme y. ‘continua, udelﬂn sdaitiremcs ’ cuando’ hays por lof i
menos, un factor tuo de’ 'producoidn. 1- existenoia de dos tipos de oolto. a
sabors los costos tijo-, que son aquellos que oosciona la nplonotdn de v
na empresa mdopendhntenn.g de la produccién obtonid.. (1] docir.pmquo n
ta ser nuln, y los costos variebles, los que varfan en rasdn diroen con la
produccidn alcenzada.  De aquf se ‘daduce que le ourva del costo totsl cor-
tarf ol eje vertical AOC. en un punto .ituado sobre ol_oricon de coordenadas
elevindoss contfnusmsnte de izquierda a derecha. En la figurs R, rapresen
tamos la ourva dol costo total apropiada, al osso hipotéticq dc una rafine-
rfa de esdoar; los gastoa fijos son aquf de 250 00O pesos semanalvs, Aumen—
tando el costo total con 01 volumen de produancidn, hasta alcansar la susa =
de 1 250 000 pesos por aonnm\ cusndo la produccién de ssicar es de 80 tom—.
ladas, A veces es comveniente, pnn lograr una expresidén aproxicada, al =
menos, del coato, imx-n.un ceapo de variagbilidad dndo de la produccién, re =
presentar por una funcidn de foras particulsr ol oo-to total do produooid-.
los tipos siguientes, son algunos:

li= Coax ¢ d e : o ' - .
2.-0--:2+bl¢o - ) : :



-‘r;i‘ifi 

i

g ‘ X b

o - o i ‘6o . W m

‘F;'-fé;;ﬁ;;

Towdadar o lo Sersona, .

1a existencia de los parfmetros en tipos de funoiones del oosto,
tales ooz0 10s anteriores, nos permiten considerar csabios myy distintos en
é1 mimamo, Asf por cjuplo,: la curva del cocto dada por el segundo tipo, =
quedar{ fijeda dando valoreas particulares a s, b, ¥y c.. A veriar los pa=
TAmetros, cambiard también la posicién de la totalidad de la ocurvs del coes-
10, -0 que eatarf en relacién oon alguna modificacién en las condiciones -
‘bajo les cunles actia le emprzss. Un aumento de o, por ejemplo, signifisa
una el:=vacién de loa geatos gensrales, lo que dard iu‘n s gque la curva del
qosto se desplace hacia srriba, atnque sin cambiar de forsa, Nodifiomoio~ :
nes en & y b corresponden, por otra parte, s alteraciones del ocosto varis -
ble, y dan origen a que ias _oui-n cambie de pomsicidn y de forma. '




R Pu'- una produooi&n eu-lquiou, la t‘l&l ontu 01 mco tonl ¥ h
prdducetdn oorrupondhnto dottno ol llando oo-to medio o oc-to por mldl‘
] produecun.. st dosignuo. ol eolto udio por ‘s y non ntoﬂno- c 1- ﬂ.-

() l. tondrolou : R S i

P

o'-_g_- NP = 1a pendiente de OP. . i

el couo tonl.lin mis quo medir. al coeficiante angular o pondicnto do la - b

orrelpmdhntc ourva del conto sedio referida a loo OJ‘I Ox ’ Oc. 'h for— E

i8n que corre-pondo sl tipo segundo nntori.or, s tondr‘. cntoncu, h .t -
iente funoi&n dol costo ndioa S N '

d'-uobo‘g_, L

z S :

En este oaso, 0' = 00, 10 miemo 8L x —s0D que 84 T —p O, o —

aoir, que li curva del ocosto medio desdenderd cuando la pr?duecién ausente

a partir de pequefias producciones, rerv se elevard ousndo la producoidn heys

loanzado clerto nivel, En el caso partio@lsr, yn clerto, de la refinerfa

] s:ﬁca;. la ocurva del costo cudio es de la forma presentsda por la curvs -

Co Mo, d& la figura S. La funcién del costo medic, a diferencis ds lo que
ocurre con la funcidn del costo total, no es necesariasente sonStone.

los tres concaptos de costo total, medio y marginal s> pueden definir
dentro de las condiciones estadlecidas anterioraente, sobre el problesa del -
osto total, medio y m=rginal, sisndo ‘yu explicadas las funciones del costo -
totrl y s2dio, y Rabiéndose deducido el oosto mudio de le curva doi costo to-

; : Paedo doduoiru, por lo- tanto, ol oono ndio 8 pmtr do h enrn .; ;'-,

ota que une ‘sl orig!n de ooordcnndn oon el p\mto oom.pondimto de 19 == o
urvse . Pue-to qus ‘el costo medio depende de la produoctda, ‘a8 uom l- ﬁg i
1én dol oosto medio siguients, o'= f{x), donde t(:) wCo _Kx) ,00nou-= "

e do este dxum funoidn se ob.ondrl, puu. de la qus corrnpondo - 1- fun- N
16n del eo-to totsl. = Asf, por ejemplo, si ‘el costo viens d-dc por 1- tu-:



"-vhl oou 1. ponuontcdo 1. nota OP quo uno .1 orinn o, m~ ol mto r '
- la cm. dol mto toul, nl quo oom-pondo 1e nb-eiu -mpim [ ln proﬁ T
dmuq. ©84 ln woduoudu m-onn desde cimo nivel z en uu cantided -“

0%y 0l éo-to uportunur‘ w incresento AC y, enmte dno. ol mornoa-f\
'._‘f:‘to del costo por midad de. n-onto ou e poduootdn ‘serd doAc 81 oom=
%0 -u-ginul e ‘define ontonou ‘oomo 01 1faite de uu rasén” Tousndo - x.‘-;
tiende a on-o, es deoir, el colto nrginll o ls derivada de’ “ia fmwu del.
gosto total C e Mz), ‘sidiendo la resén inoresental del costo total y -m-!,’ 3
~do"un valor .proxiudo del co-to que eomlpondo » uns poquol- enntidad adi S
V :Zoionnl de produooidn, obtonidl ‘decds un determinado nivel.. £l costo mar - !
: giull de’ une produocidn cuclquion viens dado, ‘adends, - por ol cosficiente -."
nculnr o tangente & 12 curva del cooto total end punto ooru-pondionto.f =
Por depender eloosto --rginll oon su. oornlpondionto c-ntidnd mdmida. ,
: .nouo 1. fonc:ldn dol ooﬂ.o mcincl y au curva qm o nwcnnu. L S

i

T 84 1e tunatén del costo totul o 13\:.1 aCe u2 . ln 40, 80 “ﬂ'

v""" ontonon: e

‘costo mcdlo o' sexvbeg ¥ ~ ‘costc oarginal 4C = 2ax + b.
2 o -

: la curva del costo total estf formada,sen o-to'ouo, por ls rama -
ascrndente de una pardbola de eje vertioal dirigida hacis arribs. la curva k
del zosto medio representa la forn U, ¥y la del costo merginal es una recte
inolinada h:cia arriba de pendiente iguel a 2a. la figura S, presenta las’
tres survas, en ol oaso particular en que € = 1/10:2 + 5z + 200, y esta re~
presentard en este oaso el co'-to total de una refiqerfa de amicar, donde el
costo total por sssans es de C aillares de pescs, para une produceién de x,
tonsledas de asvosr de la aisma. '



Miles de pesce ala Sewimnian

ks do poses xteislade - o

]
R R
A
[]
Bk, . i
A6 e )8 X
) Eog : . . Tﬁutk‘s' ‘ov M'f
L 3.2 Slasticidad de ls demands.- Psra espesar tomenos sn sonsidere-

" cx6n le siguiente definicién ds elssticidad de una funoidnl Supongnoc que ~
" 7 » £(x) o5 1a alasticided do 1la funcidén ensl punto z y es la resén satre h "
w7~ yariacidn de y, ¥ ‘o1 correspondeinte gambio proporcional de xj

-

B~ _d0y) - x 47
Bx a(1ix y dx

Sste definioidn smmne directamente de la definicién de deriveds de
1a fuaneidn logarfimica y = 1x, Is cukl e su ves s: deduce fécilemente partiog
do de L definicidn de l» derivad= de una funocisn, o sea ques

Lxeh)-Ig = 1 L(xed) o_1 s(1en)*
[ : h x x x :



® 1 s donde n indics 5/h y tisnde s infinitc sl tender b s
sero.. --:*m-o}h expresida(l » l/n) tiende al lfaite e, al tender a s Angse

m“’ ’"‘ 1° tanto Lfs HL&L’:-B:' 1/! ' Lf‘ lo(l. . l/u)'.' . 1/: lnc. o»-., o

R ) 0 I i W
. l/x..; n dooir. d/dx h a l/x. -wﬂ

Supongnou quo ‘se do-u ubor u!wrt lu nﬂ.uic 1) :Io -bn- vn g
ri-blu: n x oubin de xa (x-+h)y los cemdios do 2 . ¥ urln rnpoottvg e

nentes - h/x y 2(x + 2 =2(3) . la nrtuoian do y, qm oonnpondo s 1
vu-i-.cwn unitu-i- dor ’ nrh : S ST o

81 oxhtc 1s dorindn de 1- f\moicn. tondnlon quu

bas nrnbho se oonnidotln, vendré dldl. pors -

- 3 .4y
d{lx > dx
‘Eeta oxpruidn [ 1) dcnoainu elastioidad de la funoién en el p\nto Xy

y se represents simbllicamente por &_ - B
s f(=z)

Por otra plrto tenemos que la demanda del mercado pers un bien =
ouulqulou. se puede representar bajo clertss condiciones, por Ia funoidn mo-
nStons decreciente x » G{p). la elastioided de esta funcidn define 1la elas~
tioidad de la demenda para un precio cuslquiera. Siendo su valor negativo =
para todo preoio, es conveniente hacerla positiva anteponidndole un‘-tm'_-—-
negative.  Entonces, tenemoss ‘

» Btg o = - -
- 'g' 4'?10}, '

+




L ‘ m . -nnmau do 1.‘ dolnndn : e
"':‘kpndunto de ln niz‘adn ongn L) oxmnn ol w‘o ¥ 1. Q.n dad ¢..w‘,.:_./'
" deds, Vcrfo de mo s otro mto -tdtulo uo-po P rncn entre. 01 hmol-::;‘
,f‘nuatc mmlo al do la demanda y el mnto mpocruoul dol melo, [ ] - .’~
,f:pu-tu- dc e doundn: meio dados, L

h tmoun mvorn do 1- domdrn p - r(.), y 1. .1“.“““ “1

. melo rupoeto . 1. demands o -3 g_ ’ 1.0. uotpooo do ln.~ S

; . Mo . oon-ldorlu ins n.rilclonn uht! 'an on la dcnnd. y 01
B Drceio. o vontnjooo tnnr la ocurva de 1- dolmd. -obro un. dilgnu locl -
4 rnuoe. tonmlo nuto pera el precio oono pars la donnd- esoalaa logu-n- i
®micss. . la t-ngouto e Qs ourva de la domd. tiono ontomn ponuouto ncn
- tiva @ iml. en valor .holuto, 1a oluuc“nd do h doundu. - hof. m i
' ejemplo, la ley de la demsnds x = -p"k .parooo, on un diagrams loux-ftluo,
como une recta oon pondunto 1@.1.1 [ -r.. Cla cluuoiw de h dcnndl n. e
~on uto eno, oomtmu . 1@.1 ' k en todoo sus puntoo. " : ’

oignunto‘ '-‘todo gr(ﬁco h sido oomidoudé por Marshell oon
el fin de estivar la elesticidad’ de una ourva de le donndn tnndn en es~

calas neturales (no logarftmica),

Dicho método ae basa enel beoho de que una ourva oualquiers de e~
cuacién zp = a, ea une ourve de demenda con elastioidad igual a la unided, .
en todos sus puntos. Una curva semejants puede denominarse curvs de gasto
constante, ya que el gasto (xp) de los oon.ﬁ-idorn, on conjunto.es oonatng
te prra todos los precios. En escalas logrritmicas, las curves obtenidzs,
dando diversos valores » & forman una serie de rectas paralelas, con pen -
diente iguel & la unided, Bn esceles natirales, tensmos el sistema de hi-
pérbolas squilfterass, roprannudo- por la figursa 7. Jor cada punto P de
unas curva de demanda Al, pesa une de les curvas del gasto oonstants. la -
elastioided en P de 1o curva de la demanda AB, se puede compersr con 14 = -~



lutieuu gual a L, de ests o\u-n del guto oonltan

B, ne. tneuna oon n-poeto ul. oj. do los prootoc. Que. 1la° com.pondimu —;g;_"
ayor que ls untdnd en ese punto de AB. ' Si AD, entd sencs tnoumd. que 1s

oc que la unided en dieho punto. ' Hnllunto. ol u‘ o tlu!nto s la our- .

ard uns buens idea de la elsstiocided ds 1a denands a lo hrp de dicha cup

LIS ut vemos quo pnu unu 1.: do 1- dound. p - P(x), oo uom quo ,1

-n x’(x).:. : SR S
-4 (n) epsx dp = ’2”“’1'!!7 ; S

ero sieado is elasticided de la demands Btee = p/x 4 » e tienes

L R | dp
4 - »(1-1/M) ‘
e

jo 1o ousl deduciitos que s

Bieminucién en el precio, daréd lugar s un sumento, proporolonalmente mayor em

taré ocusndo la centidad de produo’! igual & la demende n-onto. ‘M este oy
po s le 1lenmsré demsnda eldstioe. :

P.= 84 Ete = 1, para ua preoio y deamands dados, una poquﬂh disminuoidn en el
brecio mativard un sumento, proporoionslment igusly de la demsnda’y el ingre-
po msrginal serd nulo, mientras que ol ingreso total serd un valor estacions-
rio, ganeralmente m_llxn?. . En este 0080 ,lg llamaremos demands ,,i¢aria.

urve de mto oon-tmto on p. ontonoa- 1. olntioidd do 1la doundl ur‘ L

Sk

l.-‘ 8t 3ta 5. ssyor qus ls unided, para un prooio y denanda Aados, une ’ijuokv

L dosendag el ingreso marginal 4R sers positivo y el ingreso total sumen~

13 lu pondtontn do lu ao- ourvu rotorsdn al ojo dn ioo pneloc. : bto:fz_ o
s poubu. ya que 01 otro flotor p/x, que. ﬁm on la oxprn!.dn de la 01.,_ Lo
ioidud, o 01 -iuo, ‘on p, pau ubu curvas, St 1. ourn do ls donud. -(.'

mru de gasto oonlt-nto on Py 1 oluuound de la doundn do n. ur‘ - -'f s

a do ga.to oomtnnto oolo s ‘ol’ cuo de 1a tigur. Py Al, tcnd:‘ wma oluti.-;-q,
idad dc 1s dommd- tcul a l on p. Por oomiguionto. la foru como puo -
fra curva de 1a dilnnd. dada a través de las curvas de gasto eon-tmto nos =




; qula dlniuueidn vndrl uoolp-l.do do wm numnto proporoionnlumo um,
_,‘o 1s lonnd- ¥ ol imuo lnrginul nrl u.ntivo. -ientra quo 01 tnpuo
,'uux diutmu( ) -oduc que s ennuda de producto’ -\-onto bu os un

.

Hemos supuesto en estos casos de la demanda, qho 1a disainueidn -
del rrecio vieﬁg scompafinde de un sumento de la demanda, y vicaversaj s dem
cir, que la curva de la demanda desciends de irzuierda a derecha. Una nuevs »
propiedad de la demandas se admite shora qu: es viflids, e ssders que cuando -
1s demands orece, la elasticided de la deranda decrece contfnurmente deode -
valores mayores que la unidnd, pera demandas paquefise, a valores menores que
le unided, pera demandas grandes, A ®ed4ida que la demanda crece, se hacey
contfnusmerite afs ineléstica, -De aquf resulte que habrd una demsnda doﬂn_g" ,

.
da x = @y cuando la elssticided de ls misma ses igusl a ls unidad, Este —
' ) >



proptodad do curu de 1. domdu _~1£1unuda .por 1. ourvs AB de la ,1¢u—

ra P la curva o8 tcng-nto Ly 1- ouru de’ ¢nto oon'nnto pnn una; donnd-, S
dotintdnl utl -&- 1nounadu rupeoto .1 oJo de los pmiol quo ln oorru-'»”-kkf
pondiontol cux'vu ‘de ¢nto oomtlnto pll‘l todu lss domdu lio poqmi‘ln.
y nnoo inolin . ‘para. todn h doundu woro-.: : '

e

e Bn: nto ono, por.. l.o tcnto. ol 1.muo tcnl 1 orece al prinoipio :
con Bn nwcr que la unided. Y alo-nu un’ l&ho doﬂnido ouando la o.nu'-,l;“f L
dad - vondidg 'an x . s, (Etu . 1) :, ‘a partir de .quf. doonco ‘al n-onnr o—; e

quolh(.?t. senor. quo 1).«

1. mgrono ndio, por. lupuuto, }dooroco cont!. —
nuassnte a udidn quo 1s cantidnd vonduc lu-ontn. Do ‘1la Q;prscidn obto -_5,;,
niis antes pnr- g_n_ I3 rnuln ‘ ' ; = RN R IUEES

" Angreso marginal = ingreso wedio(l = 1/Bta).

s_i.ub Bta p&.;ttu,‘ ol ingreso urgini serd -senor que el ingre-
) l.diOr‘_p.lfn‘ todss las ‘producciones.  AMesds, ousndo la oantided Aygndidi—‘. : B
orece, Sta decrece y llegs s ser la unidnd en el punto x = .~ FPor 1o tem=
to, para las oantidades vandidas asnores que a, (1 = 1/Eta) es positivo y =~
deoreciente, de donde el ingreso marginal deberé orecer a medida que susen— -
e la centided vendida de producto hasta heacerse t(uli a ooro en ol punto -~
x » a, donde Eta « 1, Cuando oontinda ausentando la cantidad vendids, el
1ngrelo sarginal se¢ haoe negativo, pero no deurece necepsriamente de ung -
manera continua, Las forsas descritas anteriornente de las curvas de ine
greso total, medio y merginal esten indicadas en la la figura U. »

7 loy lin=al de la donnndu, Pra = bx. Yy la ley Mp‘rb&ltoc de ~
la demanda, p » ____- 0, eon nbu considersdse en este oaso. Bnel pﬂnr i
oaso, Sta = B( ‘/f 2 b)), y en el segundo, tenemos la ou\uonto relseifn: =
Sta = 1/a(1 + b/x) (1 = be = ox)e SR



c.a. e d. o-tn oxu-ulonn decrece al moor z. h- mm -
) de mgron total . medio ¥y largincl en los casos parﬂcnhn- de 1a doumln
" lineal ¢ Mporb&lioa, estén representedos griéficasente on les figures ¥ y Q. -

Fodemos ntlbho.r'tin'aluuto, una interesants relecién entre las
ourvas de ingreso medic y merginal. Si 1s tengente a la ourvs dsl ingreso
nedio, en ocvalquier pu.nto P, corta al eje de los preciocs en A, y ai se unen
el pun.2 A, oon el Q, de le curve del ingreso marginal, al qus corresponde ‘
le misma produocién gus a P, entonces la pendisnte ds AP referida al eje de
los precios, saré el dodle de le 4Q. in le figura V, PX y QN son perpen-
dloulores ol oje do los pronio-. luego serds 5ta o M = P , #8 decir,
YA - 2 ; . 7 ) [ 7Y [T

ate :

t

h\d podesos considersr s la olntiouu ée la demande onP p Bta,

hro el ingreso merginal es iguel al ingreso sedio sultiplicade por (3 - 1/B)

es deoir, 01 s OM{1 = 1/Sta), g M e O - OB ON -+. de donde, - = ¢
. ts e

s



D)

B la pondlonu de n rupcoto -1 VJ. do 1o px-oo o- u "'i! -
B ‘

;_vH'

,. Este resultado proporoiona um sftodo para trasar ls ourva del iz =
greso sarginel dada la curva de la demgnda (ingreso medio). dligiendo um -
punto cualquiera P, sobre ls curva de la demanda, erai-du la tangeate quo oop
ta 2l oje de lo’- precios en A y trageds la recta AQ con uns pendiente’ r..poo-'
to al eje de los precios igual a la liud quo 1a de AP. hallaresos ol puato Q
sobre AQ, el oull serd un punto de la curva del 1n¢ro-o nrginnl.




: 3e3 Problenes e uumouo ¥ Duopolie 1.'1'“:-:. annaun.- :

; :gh oicnu rengs de. 'la Teorfs boud-ton ' moourto mlnr los mblonl"
" por sedio dol eﬂurﬂo de .‘u-o- y -fnim, on ‘los mblouo uﬁtim po-
fdn-oa -d-iﬁr m ruonu de eomnunou. que ol oonlunidor ahl-do pre -i*_
Vf’_'undo nlmnr. .dentro. de su uonh do prororonciu. 1s l‘xll. posicidn po—,jx_
fl'-tblo on ec-pattbnuu oon’ 1se oondtotonn del. nﬂmlo, .7 -08f niemo podu—v'-
- mos oovmuom que -oada olwou o firss: -hhdn fisard su pu-adnooun o el -,";'v
moio pere logru- ol -‘xilo ingreso’ neto po-iblo. toniondo on ouont: el do' : :
."bide uso dn los dututoc faotores do produocidn, do tel -odo que obtom -

" le afzima. ’roduooldn p aidle & un costo dotoninndo. o bien, el unor ‘costo

'poublo pers uns produecun dad. suuan. serdn los principlo. qu' s to f

aen en cuuu, unquo en torn ade mplioadn pan ln ruoluctdn do los: prg : " 2
"bhm dinfaicos. Fool T EE RN

. - llguno- cjmlo- unetuo-, dutinadoo . ulu'at los dtodo- dou s
nollcdoo e la rnoluai&x de loa problsnn antu upuutoo. serdn tr-tldo-
o, los plrnfo. oimﬂ-ntol. Ry A HECR A : g

COIO Frimer probloln, iumngamol Qque uns empresa tnica _produce un
. bien X, 'sm oondioiones de costo dadas, expresadas por la funcidén de costo -
total C - Fx) la denanda del mercado para disho bion se supone oonocida
siendo su funcidn x = 8(p)s o bien p = P(x), con x la cantidad demandeda el
pPracio pe Dentro de loe 1fmites expuestos por esta relacién de la demanda,
la firoe actda como un monopolista, tratando de obtcner el méximo ingreso —- '
neto posible, Dos puntos de vista, sin embargo i)oduo- considerer j)nrn on-

te problema,

0 bien' 1s empresa fij. su produaoidn Yy doje que ©l prooio ‘se deter-
sine por ise condicionss de la demanda, 0 por el ocntrario, fija el precio y
de ja que la demande ses l» que detersmine la produooidn conveniente, Aunqype
el anflisies del problema sea distinto, en ambos ouo, 10- resultiados obtoni-
dos son en esencia los -x?no.. ’




Npontondo quo h—nmn ﬂj ;1. produoeidn. ontonco _‘1 mot »

oorro-pondtonto s la olntund z nndr‘ dotorlinado por h hnoldn p= P(x), L

dada por lss ocondiciones de ls doundn. 3L ingreso bruto obt-nidc de 18 =
produccidn z l-!", ‘evidentessnts, R = xP(x) y el costo tazal. c - P(x). de : '

dondo s doduoo el ingreso neto (R « C), oomo uns funoidn do ze la produg‘h-;'”
oldn 4 fij-dn pcr la em rase lonopolhtl. de tnl -anort qu-n obtom oon @ = .

lln m ingrno neto dxino. dobcr‘ -stuhoor las dos eondicienu liguicntoaf'

L c)’FO A s ’ ¢ (2 - c)'t(o.

&g\h 1. primers, d./dx - ac/“ - 0, o “‘ “ 18'-!!1 . 1. “- S

guiente- oxprnufn. dl/dx = dC/dx. " Pars’ nlcnnnr, por lo tanto, la posioifn

de squiiidrio en 1- produooi&u del -onopouo, ol i.ngruo urgin-l deberd nr_k'

igusl al cono urginll. 7Y ucund- oondicldn. quo utlbh«. ul incruo —
nlxi-o on lugu- do un -Inuo. oxtgo quol : : ' :

d/ax d/dx(l -C)-‘/u (4.‘/‘,-“/“)_ “2!’ . e ¢ o
esto es, S '2  : K v

s & ’S

dx - dx .

Por consiguiente, en la posioidn de equilibrio dei .onopouo,*ﬂ -
ingreso marginal susentard nenos respiiamente que el oéoto sarginal, Bate =
dltima condioidn se satisface de un modo sutomftico, ai bcr ejenplo, siendo
ol ingreso marginal deoreciente y ¢l costo marginal oreciente, se incresents .
la produccidn a partir del punto en qun ambos valores -arginnléo sean igus -
lea. 1ia posicién d= equilibrio del monopolio se pusde representar grifice~
mente de dos formas diferentes. Trasendo sobre un sismo diesgrams las our =
vas del ingreso y del costo total, la producciln x vendrd representada sodbre
ol on de ins sbscisas, y ol ingreso y el costo total en ol ejs d¢ las or —~




m . -n -u-. vorue.l. talu qu ln tanpntn n,ho mm- -
g uvu ourves. uan puuhlu. oo muunl qQue aR/dx « dc/dx A por eemet-
mnu. h msu eom!n s ulu yutu dounina 1a mio!h do oqu:l-

’ "u m oomnd-d( [ ] -h mu“ol. vln. dudo ah.Jo ) qui lu ulfn —

. del eosto tot.l 1o que mu’euo n h oouuoua lu.lﬁha QU= ' o

2!/‘:2 £ A’c/u o las ourves h ingreso’y mu total en )uulh

“ae oqutmuo dentro del -aao’ouo. 5_pueden’ “tlustrar por medio do les =~

ourvas do la fuun o Bl ingreso meto que oomncado . -u rc‘ml‘-

" e\ulquiou viens dado por 1a unmu vertiocal qu separs & la ourve ol
tncrno total & le ourva del costo toul. ‘ hm’l [T ™ ovuontuuu. - e

_ odxzimo en la po-iou- n, que. m-ponh al n-ono en'que la un.uu P

ol unto Pa la ourve deol ocosto utd os parslels & 1a tmpnu om o) )- '{T*"
to Qs la e\u-u del ua-no tonl. i 7 mdun“- t mpouo o o - .
‘teraina eaf on sste 0as0, ¥ (3} moio 6 sonopolio vu- Mo m ol ooo - ;'f

“;ﬂeionto mln o muuto deol upmto m.

T l. pouﬂwu u quubrlo ol -nupouo muo nmnnnu u-

bi‘n por .medio de un disgrams en el que sparescan todas las ourves de in -

puo- ¥ oostos pedio y marginales, referidas s lo‘o sisnos ojos ¥ uoclu._
. Bn la figura O sparecen representadss estas cuatro curvas tal como han si-
do obtenidne de las ocurvas de ingz-uoo ¥ costos totsles de la figura N. -~
Tres do lae mencionadas curvas son squf rectas, ;. . ST

la producoién Gnics de monopolic viens repressntada, en eate o~
00, Por la absciss ON del punto P en ol que se corten las curvas del ingre
80 y del costo marginmal. Kl precio del monopolioc vendrd dedo por NRj el
costo sedie que ocorresponde a la proaﬁc“u do .bnonno, por NQ, y el in~
greso neto mézimo, por el producto 48 QR y ON, es deoir, per sl frea dsl -

reoténgulo rayado. la eondicifa euficiente de afxino queda autoadtiss m=
mente satisfechs, Puesto que la ocurva de ingreso marginal es dscrssiente,



: ; Nodo u\ntnrn 1- lolueldn uulfuon hl vroblm dol mpou -
: pox- lodio ‘do hnounu p.ru.culnn del- oono 7 de 1a dnuu do m tipo. --7.

' unculo moulo que ” od-pto - lu oondiezom namlu. Supoa:l.onu -v
.que 1la rmoih ‘del eo-to total -u dol upo mdrluoo Cs “2 shx.s 0 ’y ;f;.
.que 1a demands sea do’ la foru lineal p- B~ Ax (tounlo todu las ocons -”,i{
“tentes positivas), tendremos que ls primere condicidn [ la uu.xm oatre .
'uﬁo-to y el ua«o utgmlu. nndx-‘ dade m sIEA

llhurl una prodm“n \hicc deo oqnunﬂo .um que b ‘ l. -
uu oondicidn -untﬂn que 01 innuo uuuul os lmr que ol mto nb
%.m.l para una produoidn ny mu’l‘. < 84 no se on-plo. b 7Y o-pnu no ’o-‘.
drd obtener jemés um beneficioc positivo y sus )Grudu sorfan nfnises al =
" anular por oompleto su produccidn. La segunda oondioidn de equilibrio - -
(0°0/ax® € é®c/ax’) oo satisface completamsnte. n les figures Ny O e
han dibujado las curvas coru-pondtontu s las Motonu dal costo y h do-
sanda de loe tipos anteriores.

Tossmce shors el ujmdo punto de vista en el mblm.' Ia o
_press fija el precio y deja que la demands, dads por la hnetdn zTe O(p).
ajuste la produccida,

In ouyo caso, se tieme,

temena). 3 GeMu) e



u,u‘-h.hu--huootunﬂﬂu

d/lv (ﬁ(o)) Wb - 0.

‘,;j'»:o- dmr. O(v) . n'(v) - cc/a o'(.) . o ’ ,. .. .q/.,. .c/. ../.
hn—omq-.-.vua—lu.-hol-‘dobmlu
J-u,—uu-uquuuu.unum. : o .

a(,) . (. - dqlh) o'(v) - 0-

hmmhmm-m-u-ﬁa-w‘
SR c/»(t/b(n-c))‘oo

et "‘“’- v :
l/‘n(c()) . (v - aofax) C'(v) ) ‘- .“

» mnmo-u-unu...utm-.uu-u-p.-h—f
ocuasida y a ls desigualded anteriares, serd wa presis do mmmepelis pesidle
-y .la preduseifa de m’ouo sorrespondiente veadrd unutm por h-—,
funeide x « G(p). ‘

' -M.uuu—u--uunux-uuu-pxum

tas
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Tor otre parte la domends del mereedo pars ws bien X, 80 recen -
.48, cons sntes par la relacida p = M(z) entze ol precie p 7 1o cmatided -
domsndade 2. la oferta de cate bism catd diatribufda entre des enpresas -
dwopolistas, qW 1o veaden ol mismo ,;nlo'). Rl primer duspslista prodwse
x, santidad ecu ws eoste total do C, = F (x,), siende la sroduwceidn dol op
gwndo duepoliste 1, 7 o1 cesto tetal €, = Py(x, ). la selwsida del predls-
se 40 1l di:¢ridusifn del ssreado entre lee des duwopeistias depsnde conplety
" sente 4o la BipStesis que s¢ estableses ssuree do ofee reeseions wo L h-'
mn-m freate & unhuor acsida qu deteraine o} etre. S
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ol so doe 1%s  2es <Bo 3087
* Toweladas ?M’Mi—é T

» lw en ol eno ads sisple del duopolio, que oadn uno do loc
duopolistas espera nud el otre no nltorul sensidlemente la produceién mx—
tual, ocualeaquiers que sean los casbios que €1 introdusos en su propia pro -
duooidn. Un e-te caso, oada uno de los duopolistas fijard su producoién -
con el propssito de sloanser un ingreso neto edximo. Siendo x, ¥ 121u -
producciones fijadas por loe dos duopolistas, el precio del bien vendr{ dado
por la funcién p « P(x), donde z = z)*x, 01 produeoidn total. Bl in -
greso neto obtenido por el priser duopolista serd entonces (x,p =~ € ) ¥ -
para que éste sea un afrimo, x dederd ser ocalculada de modo que ounpla oon
la oondicidns

-

o 1o que es lo mismo,

& ) - R
Vo ) o8

. T



htl n' h uunldnd aol nnu ﬁ: oot

Puesto quo xlp - le(x), dondo x . ’1 12, n ttouu :

q/dx (xlp) - P(x) . 31 d/dx P(x)»d/tl:vl (x1 . :2)

hnaiondo uso de h hithnh de quo ol primr ducpoli-u oonudou fiju 32. [__'t\, :
?ox-oonoiguunto. pars oualquin producoidn dada x5 del ucundo duopon-tn.
la ocmssn que dotor-iu 1a producown ‘1 del wimn urln S

"(z) '3 !1"(3) _321 ,

. ll aisno lo“. dada una- woducoidn oullquxon ;1 «x prtlor duopo-
) uon. 01 ucnndo ﬂ.:u-l -u produooul :2 de lodo Quo o vorinwo. Gt

Se tienen esf dos ecuaclones oon dos inodgnitas, que son suficientes
en general, para detersinar las producoiones de les dos duopolistas. la =
produoccidn total ,7 01 Precio de venta resultardn, al -tuo tieapo dnor-tn.-
dos, :

la prisera oou;cidn de la producoidn del primer duopolista en fum-
0idn de x,, 0 sea do la del asgundo. duopolists, es deoir, que wxpress 2y 00=
no funsidn de Xy Pusde adaitirse, en este caso queé un auaento de Zye pro-
vocarf una disainucién ads pequefla do X la dspendencia entre )V By =~
puede representarse por ssdio de vna ourve de rouocun Gl. on. 41 plano 0:1 2.
La forsa de cx aparece en le figura P. la ocurva ‘debe ser considerads en —
relanién oon el eje mz y ol coeficiente ,ngular de_la nnconto 8 la curve
(respscto de este misxo eje) es negative, peroc en hlor absoluto, menor que

e ‘unidad. Anllo;nnnto-, 1s segunda ooupoxdn dé X, 00RO une funcidn de x,,
pudiéndose obtener una sogunda ourva de ro.ooién‘cz.



nu doc curves do rneoidn cx y cz se oornrln. por lo tmto e m“{

on
Pt &

dnol.o ’, y ln coardcmdu de este punto ao- dar‘n ‘las. produooionn 40 LS
quiubﬂo -‘1 y ’2 do n"oo duopou-tu. :

: _En el caso paiticular""do que ‘los dos duopolistas sengan la misse
funcién total C = P(x), las ecuscionos determinantes de la producoién serdns
v B = .

Pz) ¢ x;P'(x) » Pixy) ST M enr) Py .

S la curva do reacoidn €,y . oburvndu desde ol eje Oxz. tiene ahora =
onotmnto 1a miema curva de reaccidn de la cz sirada desde el eje (hlo -
Resulta que nr deberdn ser igualea en el punto de intersecoisn de asbas

e\u-vu. Si la produccién total s diatriduye on dos partes ‘iguales entre =
“los duopou-tn. se tendrd X - :2 e 1/2 z, vinundo dado entonoes el ulor



o .,s/a?;g-'(.*f,, s _.]‘>

hponiando, ndanh qu' oadl mo do loc do- duopoli-tn produoo con’
;feoctoc con-t-nto-. 1- yroduoeidn tot-l, di-tribufdnfdol -1.-9 -oao cntro ellos

ROREY :t".f'x.?i -0

n do'ci;;-‘f":::"-':

010 que s tgusl

;p(x) . (xP(:l))
‘l

S -

‘ h prod\..:cién total s t.l que 1. -\-a dol ingre.o udio y nargi- -
nal, dads 1la dane-uh p = P(z), s nula. - '

Si las curvas del ingreso redio y marginal son como las de la fi =
gura Q, le produccidn total en régimsznde ducpolio es igusl a ON, Esta pro-
duccién puede mer comparsda con ls’ obtanids cul las mismas condicionas por el
monopolio puro. la produccién del wtonopolio, euando £1 monopolista trabaja
oon costos constantss, ha de sor tzl que el ingreso warginal se igusle al —
costo marginal, es decir, se pnule., 2n le figura ¢, la produccién de mono-
polio.es OB, siendo, como puede observerse, menor que la produccién O, del

duopolio.






_ ).I l‘zhoa condioionudou : lultipuudox-u'h hamp

h los ouo- on quo h escala: do vnrhctdn de lu vnrublu u lfnu-dl. o
1. muuuldn o ninutnown, o8 un: probleas que oon-uto en ballar loe = . : :
ulmo -‘- (r.ndu o afs poquoilo- quo pu.don logurn oon las ngnnudo--'f'
porluidu de las’ vu-uhlu. - Se dico ontoncu que. u:sproblon de esta, oo-,;_ f
pecie u 'de -ixino- eondiciomdo-, 7 las uluiom- dentro de 1a escals u&l‘

-tnda de vu-ucieSu do lu varhblu se llm ccnd!cionu d. froutoru. v

l\toneu. tondruo- por lo nnenl quo um oondioi&n enburl loc B
vnlor“ do las. varubln i.ndopondionton y cnf uoupu diuinuir‘ ol valor 2

del puntc quc n dnn -uniur y, en ol uJor db lo- 08808, dojnri al n-;'/k’;

lor sin -toetu-lo. SRR S e B e s ‘

hlnos lhou a oxuinu- un probleaa o-poofﬂoo de mtunntdlo T

mpon"no- Que una empresa tienq 100.000 pnou pars gastar en mano de obru': o

7 saterias primas en el ourso del allo perilo. Soa L 18 oantidad de mano. :
de obra que oontun ¥y 2,000 u-oo ol prooto anual por unidad de esta nno -

de obradonde N ur( la oanudd de sateria cosprads, y el precio por uni - o

dad ogr‘ on este caso de 1,000 pesos, Entonces la firma estd operando by
Jo la restriceilén de presupuesto B que sus gastos totales en estos 408 =
elementos hadrién de ser iguales s 100,000, es decir que

2L + R & 100,

Para 'ﬁtoronclu subsiguientes, supongasos que la produccidn, Q"-> '
de la empresa, guarda una relacién con L y N por conducto de la siguients =«
funcién de producoidén

Q= 51K
Para sacar la afxisa produceidn posidle eon este presupuesto ls
empresa tiene que encontrar los valores de L y ¥ que maximsicen Q, pero que
satisfegan lu'rnttiooldn i{mpuesta por el presupuesto. )



L tho tm. du-on u nulnr 01 mblou. s nlunr 1. u-
trxeoun para eliminar una de. les urublu. et 2L sle 100 nos &6 = ..
- . 10021 y. F 3} on ls funoidn Q do woduooidn Q Sll. woutuim n euv _{";
la oxm-oudn utn halleda ¥ umum. IR - SRR

o - 51-(100 ,-_m, .‘-‘ ,sodx}.'-‘"l‘ox-’., o

\..»

‘!oo quoda pu“. un mblou corriontc ‘de l(xiloo y -fni-ol, 01 :
'eual‘oo-portn solamente las do- vu-ublu Q 7. L . Ewte problon sc ruull- ;
e, sjustando la yr:luu dorivndn icugl L eoro. pn-a dourlinu 01 valor do
Ly es doeir. ruolviondo o » : : ST PR

Ce

500 20]. . 0.

que nos da'L = 25.  Anora bien, .‘unnmnae’ '« 1a varisble L de la eou e
0ién con 1imitacidn de presupussto con oste dlu-ovnor, mooutrnoa que -ff g
R = 100 = 2L = 50, ~ Esta es puss, la soluoién, shora venon qua le firms en
ouentre que lo ur‘ benoficio-o obtener 25 mld.doa de mano y 50 de latoru B

priu. :

Ahon bien, examinesos al problems pon‘trioaun'to. .l: 1s ﬂma ‘
Qy la 1fnea recta BB' es la ocurva de la limitacién del zai-uupunto 100 « 2L
+ X, Esata ourvs muestra la forma on que la Iin.ulcidn del presupuesto res-
tringe la escala de valores de las variables L y M. Establece que sdlo son
adnisibles ciertas combinasiones de e=stos valorss, eas decir, las que satis =
facen la ecumcidn del presupuesto, de manera que estén rerresentadas por - =
puntos situsdos en dicha 1fnes. Bn téraminos scondmicos, elto.u que habrén
de considerarse eSlo las costinaciones de cantidades de sano de obra Y mg -
teris prims ouyo valor total sea igual a 100, Todos los demds puntos, ta =
les como 7 o D representan las cosbinaciones decorriente de entrads que no =
ousplen con los rvquisitos del prosupuesto ds la espresa. B
) ¥
Cabe akors sclagar que por corrisnte de entreds entenderencs la -
inforsuoién que llegs a clgune parte, o los medio y recursos de que dilpo?o

quien tiene que tomar acuerdos, pars poder ejsrcer razonablemente. su funcida




Ahou bun; .uponcnoc quc oolocno- . fi‘un Q on 01 -uolo 1,?", ;

oobro oua. lcvmthoc un- roprcuntncidn gx-lﬁcn do ls funcidn do produo-s- e

ciéa Qe 5!!. » ﬁto aparoeo Iuoho on la figurl l. on la qu- el plano OUVI ' G
x-oprount- 1a funcidn de la mduecioin, 1Y doetr, indiea cu(nto nri pro -—
dueldo oon eadu oonbinaoi&l do oorrionto u ontndn L y l. : :

T nl ol problou de -uxunoih rntringidn no nos’ intorua todo -""
ol phno de produocidn. 38lo’ tounne- on euo-au 1a pnto qut oom-pond. e
s las" eolblnncioun adniublo. do oorrionto de ontrada, .ouyo lugar se en - .

cusntra ean la 1f{nes 3B° del puo del dnpm. R lugar que comopondn . s
lo- yotoneluu ‘de.’ ulid. (prodmidn), es ol arco BE'B' que os encuentrs - -

por omlu deo h 1fnea BB*, 31 punto 6pulo ‘que buscamos ol. euu-luto. L
ol p\-to K, que s onmnntn directanente dob.jo hl punto l‘l nlto de nto
arce, es doou-, da ol ninl dc produucidn -h -lto nloannblo. me, :

I | yrooodmunto parq lvoluotdn quq hém descrito, coaporta -
de tsl maners que se haga la utilisacién del 1fsite del presupuesto pars ¢ .
lisinar una de las variables. Esto equivale a que tomemos una seccién ver
ticel del disgrasa que abarque tanto la 1{nsa BB’ como el arco BHB', Do -
esta manera se olimina del diugrems uns de las dimensiones y nos queda un =
problesa sencillo en dos dimensiones.’
Pero results que este px-oéedimiento no liempre da resultado. la
oondicién no siespre toma la toraa ‘sencills de nuestra oounoidn del presu -
pussto, de sanera que no -u-pn ‘es posible oli-inu- dluetuonu una 4o =
las variables. for ojnplo. u no- onoontriu-o- con 1- cuuionto restrie~

01‘9! ‘ . . SR Lo
. L s ”’u e 4
=41 B R L

\



" nos urh diffeil dnpoju- l “u .buo do x.. ul oo-o lo bnoo hooho mu-.

" ‘vlotoo casos u han de trnn por el métado- de -ulupucudoru de. hgnngo,’
. que_de todas nnoru. son de muchisiso ufs 1ntor‘o hduco. h do-ootu -
eién 1- duortbinno- en for-; unouh o lntnitivu. e S

: ‘ cinml6 w 'pi-obion aohtion& u‘. ocunionu que 1n§6¢‘n1tu’;'y por L

1o tanto no ests deterainado, para escapar a esta dificultad introducimos &
'ulcmu incégnitas artificiales, tantss como rntrieoiono- hays, para. m-on
_tar sef ol ninero de las incégnitas hasta bacerlo igual al de las souscio -;;'
8 v 1] nnringidu. " Retas 1n06¢nun u-ufichloc. reciben. 01 nonbro do -

luuipdeudoru de Lngunso

L 'ol.vundo s trnbaJlr oon nuestro nnciho ojuplo vcrtloa h foh

. =8 en que funciona el sétodo. ‘Ante todo tonuo- nuestra rentricoisn qu- -
s, 2L e N« 100 y uovuos lo- doc tlrltneu de h oemun a un nolo lndo 4.
do 1- aisss pers. obtener 4 o

2L e W< 100 e 0,

- .
A continuacifn multiplicaremos la expreseidn resultante de la - =
isquierda por una constante desconocide, ).,,y el recultado lo sumaremos a -
la funcién de produccién Q = SLM, para obtener el llamado término o expre -

sién de lagrange . .
Q, = SN« 2I2L ¢ X = 100).

El punto fundamental, burdanente expresado, es que si 1a restrie-
_e18n 38 encuentras siempre satisfechs, la expresifén contenida dentro del --
paréntesis serf igual a oero, de manera que el téruino de lagrange Qa08 coa
portars exactazents en la forma que lo hace la funoidp de produccidn. = = -
Cualesquiera que sean los valores do‘l. Yy ¥ que maximioen una de ellas, « =« «
sarimiserén autométicsmente la otra. Perc el término de lagrange contiene



Qegistemiaeecs T
ﬁl 'v ’, s

Y P

hl tres ocuaciono- pueden nsolvorn mltipucnndo todn 1- n - S
guudn Qeuaeidn por 2 ¥y tntindoh Iucgo de 1la primra, para obtonor 0L
bl ] I » 2L, 84 hacesmca 1: oorrupondionto sustituoidn nos da l e 50, = -
2 - - 125, osea los l:xsaos recultados que antes , con la sola diferencia
de quo. uhoru. onh -uu, hexos obtenldo un valor dc ,L .

Por dltimo, obuervama que, si ol problona tiene més de una ecua~
¢i18n restrictiva, para obtener el término de lagrange multiplicomos cada =~
una de las restricoiones por un difsrente smultiplicador de lagrange y los =~
sumanos todos al término cuyo valor ha de maximizarase,

Kl siguiente ejenaplo, aclarard un poco el mftodo.

Suponiendo que la funcién de utilidad de un consumidor esté dada
por U o 2ab, donde a y b son bienes de consumo. Estf_sujeta.a la siguien-
te restriccoidnt Y a Sg ¢ 10b, donde Y = ingrescs del consumidor y estos as-
6lenden g 100 unidades monetariss, .

iQud cantidad de A y de B maximizardn la utilidad del consumidor?

<



- quo,no"‘-",d‘ 91:'-1dqioﬁio':uitou,{u”‘o’éﬁ-biomi g

2 s103e0 ..., (2)
58 410b ~100e 0 o 'y . . . (3)

Que a-blvion&o al siutena, se deben considerar dos cesosy uno pare a, y a1
. otro para b, los ouales al resolverlos tendrdn que llegar al ajsro resulte-
do. : - -

00 1) S5a ¢+ 10 o 100, por tanto, Sa = 100 - 10%

4o donde, @« 100~ 1b , & «100 - 10b 'y por tanto,
R :

S s

5
ae 20a 2‘. 7 sustituyendo enla ecuacidn (2), tenesos que 2(20 = 2v) o VIQI- 0.

For lo tanto, 40 - 4b « 1D) = O,



A ou-titwonde on (1), se tuno quu

-:', : ’ ,}‘ o‘ 'ﬂ‘,

z(m - x/z-) . 5,\- o . 'z'm;.‘_,;.;.f.z’o;f.,

-

Ahou oomo quoda en Mcidn de o, se rnuolvo gon la ocwldn (2 ).

por tanto, -i ’0 5‘--20 - _\ e & 51le =20
‘ ‘28 +10)e - 0 ST 8 +51e 0
' ~10 1= <20

por t.nto, ,2- - 20/10, uto uplien que, 2, - =2,

‘Hnulnnzo [ -u-ﬂmyo on (2) la A, ¥ ¢ llegs a que e
28 - 20+ 0, 2a = 20, por tanto , u = 10,

aquf 8810 rests sustituir los valores de 8 y b, en U= 2ab y en Yo o e
(Sa + 100 = 100), una ves aonooido el valor de b = 5, ys que

2b ¢ 85(-2) e 0, 2b = 10y finslmente, b = 5, yo que sustituf=
sow en (1) o1 valor do L . ‘ ' : S









: _'3.5 lnullibrio General.- P @ del quilidbrio ¢0nor.1 ‘oon
‘f.lilto ‘en snaliser 1a interaccién do las’ unidndo. lieroocondlical bdaica-, -
iooono-!-l don&-tiens y o-prounl. on la ectorainactdn do lol prceiol yoan =
fftid.do- d. bionol y de t.etoro- de produccién. las oconoafas dondltionu. o
-gquc po-con un coannto do f.otore-, inoluyondo 1. -nno de obra o trabdajo, =
;7obtionon ronta vondicndo o-to- faetoroo on los -oreados de. taotorcl. oaplo— »
i ando ests ront. para co-prar ‘bienes on lo: sercados de bicncs., Las- olpro-ff
ff-ao utilizan los factores para producir bienes.  los datos del problaras -
,,\dol oqutlibrio ¢tnorsl son. pues, los zu.zo- J recureos: de 1-: oconomfan do- j_i
,;-‘.‘io‘. y ln toenolog!a produetivu do que di-ponon las omprgaa.. ~a;" o

A Doa tipo. do 0-1. internccién dignoo ao nenoionarso son Jo- bio -"
-no- ouatltutivo- -y los bionos complementariol. . los primero son srtfculos
.0 mercancias qun ounplcn eon fines similares, de¢ ranera que el oémprador'-'
) puede de ontre ol oonjunto de. sustitutivos, escoger aquél que ls sirva’ mia

s sus donooo. * Algunos chnploa de estos bienee serdn los. paraglas e imperl'~“

' ‘mseablesj el pollo y ol pavoj el earbén yel eombustible; los bancos y las -
sillas} como todos son recursos o dienes similrres, el comprador se mostra-
ré indiferente ante sllos. ~ Nientras tanto, los bienes complementarios son
‘aquellos que la goﬁt; cuardo senos algunas veces desea usaT conjuntamente,

ejemplost Queso y vino; camisae y cortatasy agujas e hilosy ete.’
-
[ ]

1os bienes sustitutivos y complementarios se han definido a dase
del efecto que un osmbio de precio de uno de cada para de tales artfculos
habrd de surtir en la dexanda del otro. S§ hacemos cmso omiaso dal ingreso
uﬁa disminucidn en el precio de uno de los srtfoulos de una pareja de sus -
titutivos habrd quo disminuir la demanda del otrog por ejenmplo, si iubieru
una rebaja en el precio de los zapatos de plel, entoncac habrf una disminu- .
e1én en la demanda de los sapatos teniss mientras que, para los srtfculos =
complementarios, rige lo contrario, o asa 4ue una disainucién en el precio
de las camisas, puede a umentar 1la demanda de corbatas o caloetines. De 1@
Ello se infiere que smuchas mercanofas, son ocuando menos sustitutivos leves,
dedido a que son competid&ram a conquiatar la reserve limitada ﬂol poder —
adquieitivo de los consusidores. 2 . R

¥



: la olnnoin'dc'o-to, o-ei en quuyln funoi&n de 1- donanda 'y d. la
ofart., segdn 01 cnao rospocto P lu noroancfa x. no: doborl inoluir. lolamqgji”' 
te: 01 vs.or de x, eomo ﬂnlca varinblc dol precio.'c Pbr lo gunernl se in -;'3{}
cluyo en’ ln funcidn d. in demanda del oquilibrio 3enorn1 s todon lou pre. -

olos po-iblos, paru dooir quo la demanda de un nrtfcu.o oualquiar- d-pondo][{ -
ouqndo nanos de Ranera. indirocta. dol precio de todo- 10. demal biene- conf: >-
prondidoa o 1a coononfa.;"‘”" ’

Por otu partc, vamon que la ..conomfa del Bhno:tar, u una rame : :
de’ la teorf. oconGuiea, 1a cual investiga la naturaleza de las rocomenda -
cionc- dc polftica que el ‘economista formuln. = ia ucononfa del Bienestar.
se ba ocupudo prinoipalmente de cusstio-es derpqlftic. que surgen en 1a 8= o
signacién de rocursos; de la distribucién de recursos entre las distintas =
norqancfai7y la distriducién de las miscas onirp los diversos obnsumido:og.iﬁfa

‘Este e un problonaydo equilibrio general, ya que si se llevan =
los reoursos & una irdustria es de suponer que se 10- ha sacado de otra, ¥y
las relaciones entrs ambaa os lo que constituye la raszén principal del preo
blema de determiner las producciones Sptimes de los distintos artfculos =
producidos de 1la econoufa, se pleaitea solamcnte debido & que las cantida =
' dQIAd. todos los recursos son limitadas, En estas cirocunstancias no es -
ocorrecto decir quowio me jor serd producir una cantidad mayor de cualguier
bien, ya que por ejemplo, si se producen mfe chamarras de ilol tal ves ha-
ye menos mano de obra agrfcola para determinada produccién de algodén. -
Puede ser poco aconsejabdble el aumpntar'ln produccidn de un producto x.'do-
bido a que el producto s, tendrfa una disminucién que fuese segin algin =
criteric s4s valiosa. la asignacién &ptima de los recursos entre dos big
nes es una isportante guentidn relativa a la demanda de los mismos y de su
oosto relativo de producoidn, Asf pues, para deterainar el i;vol dptimo =
de produccidén de algin urtfohlo haresos una comparacidn con aquellas merceg
ofas con las que compita para lograr los limitados rtour-o-'do la sociedad.
Esto es, cuandp menos en prinoipio, la conclusidn de que la asignacidén de re

-



Y produolrn “ udn nrcnuoi", 4Cntnto do uda roouuo hahr( do uﬂu -
uru L) h woduoewn? ' ;&\ quo‘forn ©o hbrm do x-aparth- 1n dioﬁl -
:tu uromiu ontu 1os oonomidcrac? El An(lin ltrginnl perauo for -
‘-inn cicrtu rogln nforcntn 1 3 utn : otrn dechionn -ls npoofﬂau
1_ hpuenhs on :h uigmcwn do‘ rccuuol. L ' ‘

S lnn roclnl -aneionudn- tropiolan con do- ¢rnvo- dificultudo..
: .bou 1) Con 1a diatrlbucwn de ingresos y riquesa. - Bn o1 Anfliais no
”ihqy nada qu- pornitu '-ngurur quo. 6pt1manant., ol individuo A deda roci-'
Rt 1 Tk veces. ol ingrono de . !b ““En la ar‘otiea venos quo s uegurc Que- }
- oasi oullquor dociuidn oeondnic. hubrl dc utbct-t 01 1n¢ro-o roal do ul -”
" gune porsona. 2) la 33ficultad pora conseguir datos, ya quo “las roglll_

'-arcinalo- e voco- roolauan dntos Que no tisnen suficiente’ infotnaoiGn - ,?35“
'1o-tndfsticn y eontahlc. 51 oosto que para la sociondad tiene la produo-'i z

018n de algdn biez puede contonur elementos que nunca ee elpernron'qna -

paracieran en los libros de contabilidad de la enprzsa produciora, es de=
oir, .si por ejemplo, la produccién da algin producto,‘causnloroaién on ol

suslo, o contaminecidn en el agua o ¢l ambiento; todo osto lo debe consi-
derar el sconomista y deberd decidir si ee ha do producir o no un produo=-

t0 y on que cantidad se dedard préduair. D¢ igual manera, el producto -

puede iroporcionar beneficios sociales, tales como una téonica mejoreda,

mas produccifn y mejor calidad de otros recurecs, etoc., que no aparecen

reflejadas en los ingresos de la empresa. Por lo tanto, las cantidades

de costor o ingresos que se necesitan pera ol cflculo de la asignacidn -

Sptima puedan no existir en los datos de laa tablas estadfstices.

v s



o ;uou bun. dadu ln oa tidudu do lo- divor-c- uo‘n qu. n -
han producido .,&n qul fox--a R L podran ropartir -oJor utu urcnnofu ontro_‘
el p\n:nco consumidor? : P.rn podor ontendu- nejor 1la :olueidn nos vlldro
mos de 1la rogll dotnllada on el anilh -arginll llunada uignacidn és»tiu ‘1
de: bio-m ontn los’ oonnuuidoreu tonemou quo pa.n do- produoeon eualquicr
X, y. y pua dos consunidor“ eualquiern ly2, la tun largincl do .u'“-,,‘,“
tuir y con Xy proph dol oon-umidor 1, ¢ 1om ‘que’ nr 1a at-mn qus’ ln del ==
Wﬁdor 2, e docir, _para_loa dos consunidores la rudn entre las utili=

2 lex Preductes: ‘CEWM q..-.t 8@ \ns N‘Smas s

s B oigﬁlongi “je'nplo iolqrix;l‘ lo'ﬁtol diohoo

) aapongalol quo Ul - '1(’1' .71)-“ 1- t\moidn' do utilidnd dol
pumox- ccn-unidor 7 que U, = (2, 7, ). o 1a funcién do uuudad do1 um
do, ahora lo que tonenoo que ver, es. hnta qus punto podono- aumentar ls pl'j_n
mers utindad sin dissinuir la segunda,- ‘valiéndonos de ouulquier fndteo ar -
bitrario de utilidad congruente oon las. pretcunoiu de los dos consunidores.
Aguf x; o8 -la cnntid.d de x en manos del priur oon-unidor. ¥, o8 la o.uua-(
de y que .poses el ugundo consumidro, eto. -

‘ Por lo tanto, debemos maximisar II1 -f ('1’ :1)
sujeto a f, (‘2’ ).

l.ciendo de un sistesa de 2 oouéoionsc con 2 inodgnitas, tensmos ‘
ques : '
| R % xz e X
e S O Y

~

‘Pare encontrar este llxif-o formasos la ox'phildn' de ,ham‘i ¥ eeey



: bupjmﬂo lu oounoioun mtorion- pu-n nlln ,ln
- nrcin.ln, tenemoss e ' :

R I T S . | »
EE Y 'i TR AR S8 rf f, :

la utilidad nrginal de x, pars ol individuq 1. la llnaru.an -

!l‘ . por lo tento sl sustituirla, tondro-ou
1 , -

m -“25 9 - ‘_z_!| ™ e ‘-2 s ™ - -2

p 1 ~ Ty 4o 2
1 ‘2 | 7 1 v R -1-:-
Asf pues por divisién directa tenemos ques
™ ™ ' :
._..’.L. - _._‘..2. - _r‘_z .
[P ] UN
’1 '2 : [}
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,.Mo dnam l. h 'lbu-!c boa‘uu, .

yomuom but- ozom p-no mtﬂohx. on 1Y ounl n utuu- m -u m e
o1 proeess do ls toms & deoisionss ojcm.do por las empresss . ‘los sujstos -
‘individuales, divieiéa éata que eonstituye la materis propis de la nu-mono-i;_:l
‘afe y 4ol otro lado & la divisién, mos encontramos & la Nacroecononfs, ls eusl
1'.. rofim al utulio dc lu nluim- outu mdu oonjutoo ° Wu - f{,l'_.

lno -cundo- 6 ucnitudu globeles unojodoo on la Ioommf.
son de doo tipos, unos -on los 1lamados "Stooks", existencias en wn -o-outo -
dotonincdo. entre ln qu. podriamos oinr o las oxinomiu do upiul K o0 :
trats de moptoo ‘que upoetﬂoui una centided dinponiblo on un lo-nto oon-;f .
cl‘oto. - ‘Otros agregados scn 1lamados “Corrientes”, rlu:loo. tales. oolo ol eon
sumo y 1a i.mnién. la nnh 7l w«luosh. ‘Cada variadble do corrients - ;
tiene wa umn&n omol‘gtu t. y o:mou una e.nﬁdsd por mld-d do tiol-

A.'l estudiar. o m‘u-i- l-cmeouuuo do ‘un modelo do wn oé’lo ‘seg
tor, nos onoontr-os ‘@on que la teonologfs que utilise la Teorfa BoonSmics, se
expresa en funoién de tres faotores, s saber, tierra, trabajo y capital; y .n-f
pecifica la oantidad de producto que se puéden obtonﬁr oon diversas oonbinacig ‘
nes de esos factores, ' Oenerslaente supondremos que la tierrs es un factor -
fijJo, y por lo tanto serf frecuente la produccién realisads oon rendimientos -
decrecientes a esoala, y por tanto existird oierta desigualdad al aplicar wn -
sumento de "tx_-bnjo 7 oapital a una cuntidad fija de tierra.

Por otra parte cabe considerar al capital ocomo un -toc;k, K, dispo~
nidle para su empleoc en’ lu produceidn. Abhora dien, dedberemos suponer, para -
fecilitar el desarrollo do este problema (dist. de la prod.), que sélo exiete
un bien homogéneo y utilisable, tanto oomo bien de oconsumo, como bien de capi~
tal) edenés ol stook ds oapital 1o podrfamos utilisar en forsa desagregada, sl
tratar los modelos en los que el eapite]l tome la forma de afquinas no homogé -



u-.'- os mu. oou-tdour los -odnlo. pars -ur 2 lto& Mul 'gh ...
1‘ diltribuoiﬁ! d. las -aquiu.. por leﬂno”' Ll . :

: l: 02 ouo M.potluoo do qm lo- fntorn oapstcl. l, s tubqa _
L, -nn divi-tblu y -mtituiblu ontre l!, 4 -uponundo quo e Oldl oonbi-
nutdn (t, ‘L) qno oornnpondo s un volumen do mduooidu dnico, Q. podom'
ueribu la funci&n do produoeidn como luun :

“ _a - r(x. 1.) pu-- K2 o, :'.'51.‘0.77

R lqu! Q u cont(mu y posee - .1 unu lu dos yruoru dnlnduo -
of ?é - P y l - ’I. son las derivades pu-ohlu. v ln(locuonto cupg s

nemsos qutl‘~"

n o 'n, ° "x.°'u.°

; i Ma' doriv.du pnrenl,' que es & sU ves wma funoida de K 7y Ly n-
entiende como. le productividad m¢1m1 do wn t-otor. - Asf, la productivie -
dad marginel de los factores serds : B S R

a o P ;ol ". ")ro"c'o‘o .'.'.". .‘(1)-
gomce v foome . -

B us anflisis a corto plaso, K puede iupomrn ion-ﬂnh (x), do=

jando & L como variasble 1ndop¢ndlonto. entonoces, la funoidn de produocida, =

l.r‘l .

. o e-ﬁ(n) donde Hn)-ﬂﬂzL
y lu oondiciones de produeuvtdul umnnl de (2 ), se reduoen as

hoduoouu urgtnnl del tradajo ﬁ(l.) 5 o 9,. l L (L) & 0. oo
deotr, la produceila marginal es positiva y decreciente sl sumsatar L. :




: el u'muu do mduoci&n unul yvho.og‘nu (uuiuntu mnn-
, tn ), oquivnh ‘a wms mua do um vuhblc oxmud. on “uim por olptuff
ngﬁ cm. tmm quu ’

TR ey gy

.-r(k). -um q.__g y g.{rj;_

htmnl F

l-n roru n poouuu- do ‘1a tmoida unul b 4 honodmn, o dooir, a: em do ' :
loo roudnnntoo eonnunto-. i : t
u md\nnvtm nmmz sl upuu o g g . r' (k). y [ ,'
lu oonueionn ’l EY o, : ‘ O. oo eonvux-ton on f'(k) 3 o y -
f"(k)éo. B T o
: - Adenés, o8 oonnnunto tolu- 1. fores de t de manera quo f'(k) -
-om, ngdn k ~>0 (aumento de 1s produottvidad hacia infinito segin se va
dinhmndo “al oapital per oépita). 31 1) ouplon todas estas . oondio:onu,
e dioe que ls funcidn do produee:l&l q e k), pars q e QL Y koKl
os 1d8nes, y su forma es la que se representa en el plano (k, q) de la figure
A+ Cuando el capitu per cipits es oomo k = OM, la produccién per ofpita o~
MP y la productividad marginal del capital es igual a la pendiente de la tan—
gente tratads por el pumto P. la produqtividad sarginal disminuye segin ore-

ce ¥, alcansando el valor infinito en k « O y tendiendo a ocero segin k —e Q0,
Asf, pues, la funcién q = £{k) serf 1d46nea, on el sentido descrito, ei

(k) 3 0 £(k) 3 03 £'(k) -+ G0 segin k —» 0
£'(k) =~e 0 megin k = 00

Nota.~ & = T¥raimo por olpitu « R hotor L medido por dh de tubnjo o bien, =
por hora de trabajo.



T le vonnjn de ‘uu hmoiﬂn do produoetdn quo‘ reuns ls mictm
mtu -onoicnldn, oon-i-to on quo 1. pondunto do su tcmntc. quo no .
otrs cosa que la produouvid-d sarginal del capual, £'(k) toma todo- loo
valorc- poauivo- dudo ooro hnu otro 1ndct1nidnonto pmdo pln k .u.ﬂ
ountonuto muoilo‘ : o i 5

‘Suponeano- uhor- quo 1. producoidn o-t‘ bmndn on ol dono do h.-
sor l‘xlno ol bonotioio, oxi-tiondo conpotonch portoctn tmto on el uorocdo”’”v ’
do producto- oono on el de tuba.!o. o b- productorn oonudoran cono ando- g
el moio del produoto, 01 ulario v, y 1- tnn de bonafioio p, prrel‘ndo“ i :
todo- los pucio- on cantidtdn do produoto. o le tn, de. bonctioio Py oatd
r.foridu al cnpttal o-plndo. ST - e\f N BT I TRt

: co-o ouo pri-to y nprophdo ‘al oorto pluo, touuo- k . K co-o;f,,
dulo. y h funcian de produccién es Q = g (L), n 1n¢nlo neto Lol
T II-Q--L-’(L)-IL .
y IZ ur‘ l(n-o ol ; R PRI [
e m i(x.)---o,,i,:*'%‘-#(L)lwf"

la umdn condioion ostd ntitfocho (docrcoilionto de lc produo-
tivldu sarginal), y la primera dds

“L) oV,

o docii-. n' lieva 1a produocunﬁhuu el punto en que 1a ‘productividad mar-
~ginal del trabajo se iguals con el salario, w. '

S

. Con nds generalided, i la funoién de producaién Q « KK, L) ontd
sujeta uUniocamente ‘s las restricoiones detallsdas anteriorsente, donds Q debe.
sep oontfmu y pouar sl menos lae dos prlloru derivadas, el ingreso noto -
YR ' :

!

II = KK, L) ~ pK = vk

$ A las oondiciones necesariss para que II sea nfximo, dados w y p son?



C _}_ e ;
ll h\m-o mto llxi-o oss A R ~ B A
LT miny x.)-r‘- r,,n. L

hn oonliotonn nuﬂciontu ss n-phn - virtud dol -u”uo “1 umofniq_
to do s relsoiéa serginal de: m-tumtdn (isccuantes eonvexas haois e ot~
; m). . Pow 1o t-nto, h w-oduoci& u ‘1leva Dasta o1 mto on que. mn-

iundn lnclmln n icuahn n, nn nopouvco prooloo (nlol)l S

e ! E \
3 TR T T e %

& -uno do 1! dopondo do quc lo- nnduionto- sean enoiontn o doenalonﬁu. :
11 eserd un 1} lo- ronduunto- ‘constantes a ‘escals lo -on. ol 4 1610 ot la

Nmi@ulid«ome FKX+PL-pK¢vL.

- . N s
B P .

,!1 ouo s los nndinionto- conatnntn pusde exaainarse ool sayor
doullo Y ivmaontu-u .r!flcnnonu -in nés quo oxpronr 1- funosan h no-v—
duootén on uninoc por c‘pinl T o ,

- ¥

qe f(k), 'iindo Q- Q/L iy ke K/L . -
honitnlo-, on priur lugar, unn oxpre-ino- oxplfoitu para las
produotividades sarginales, oxpruionu que” -e obtlanon derivando Q= Lr(k),
donde k = l/l. ' .
: 43 . L__d_ £(k) 3k -"u"'(k) 1/1 -"_'!‘(k')’.A
ax - dk [1 S o .

- - - -

i~

T o o ‘ - 2(k) ¢ x.__g_ z(x)_g .“ £(x) « Lee (k) (-x/x. Yo 2(x) = kf'(k).

~

Asbas produetivuun nrcin.lu quodun nmudn- on. f\moun do £(k) y oy ==
dorlndu

g5 - r'(x) T ﬁ . f.(k)\dlk'{’(k)."‘



_ A.‘I. tntor do Bacer. llxno- lc- bonoﬁoioo o r‘a-u« colpotonchf S
portocto, ln producuvidndn -luinnlu utortonl quodm uuahdn con la. - B
tesa de bomficto, Py ¥ von ol nhuo, v, n-pootiuuntu - 34, siendo cone= =
tantes los rendisientos , designasos por q = f£{(k) la m:éu de producoidn’ ox-,’
presadu en. t‘nino- per clpiu y sila tasa de benefiocio p, : ‘el salario w, == .

ontln dsdo- a los groduotoru por la conpotonch portoon. ontoncn el volu-aﬁ. _
Gpuso de produoolén nti-faco lu oondioionu ulnuvu [ l. m-oductivim - A’,"' :
n'r’l.].l v . o IR A - T e
petix) 7 we f(k)-kkt'(k).' ol e e ‘(1);'

LI

|
|
|
|
L

Re X

0 - n

Estas ocondiciones Aro-uolvon 1la divieidn del producto total, y asf
tenencs ques. :

p o woke(k) o (k)= ke(k) e £(k)eq.

Por 10 tanto, on términcs pn: cfpits, ol produato.se divide ssf




Xaltiplicando por L, esta distribuoidn revierts s la oonooids forms

ughndo la cos petonoh porfootn cn nbo- uroudo.. la tns do ho-
nd'iuo p. J ol nlario v, vienen dados a los productoru dudo 01 ntorior. g_’
Quds por. .ver oduo se determinan esas do- vuhblu o ‘108. dos uroadoc pu'l
alcangar el.equilibrio.  La sola funoian de producoi&n nos quduri. S fcl-f e
ta de oonoroewn de una oferta de mano de obra que vongc n conjugarse con e
duendn ejercida por Ios productorss, ouponolo- dado w. Entorces, k qmd- -f,v
dotonin-do en. virtud de la llg\lndl condicidn de (1), de dondo o atcuo que =  ?
Qe t(k) y p = £°(k) estién tasbién dotorunadol. ‘Por nnto. h tass 4o bom -
nefioio p. la yroduoctdn por ofpita q, y ol capital per ofpites k. quedan ﬁj; '
dos en funoién de w. los pasos restantes consisten en detersminar v'en ol n=
*marcado de trabajo y ls escala de produccidn (Q, K y L por separado) en ol -
ssroado de productos. - Bste resultado p-u’l}a interesante y puede expresarse
asfls ' E e ' e
En competencia perfecta y con rendimientos constantes, la tasa de
) benefioio p, queda determinada en funcidén del salerio w, exsclusivamente en ==
virtud de las gondiciones tdonicas, es dooir. por la selecoién de k (oapltll
gor e!pin) on funoldn de la produccién q = f(k).

Lo ronultndoo quedan represantados naficunonto en ol plano (k.q)
de la figura B. Donde P @s la situacidn Sptims en cuanto a produccién en ls
ourva q = f(k). La pendiente de la tangente en P es f'(k), que e igual ey
on ol Sptimo. Por lo tanto,

o pe

W -
™ R

ds



|t. y u.o .- C,mmn S.lrio por o‘pu. -

bl A B e T e et - -

g K==

R CRE

3

1a situacién Sptima en régimen de competencis perfeota y con rend) :
sientos sonstantes, la podenoce dueribir en “rnino- de 1a ﬂgura B, como = '
lmt

la tesa de denefieio p. os le pendients de la tangente tresada en
ol punto Sptimo Py el salerio w, ¢o la ordénade OV, determinads por la tan—
gonte oobre el ¢je 4, ¥ la relsciéa jor ecoiente entre el salario y la nu
‘do hnoﬂoio os la absoisa en el origen O, do ése nisme tangente.



S hum ahon .l wouu u cuoubh lu msm u pdmlh,
}iqu oon afs frecuescis son wtilisidss, la nmd. Motda 3 m&h -
eobb-mlu. um u -uuiuu forass. pnonlo Qe Al'l. » -um Awm uo- e
»’ﬂounto oon-tuu. yayh, dos mlutroo positivos. la mmm Asee
pusde lbmbot por les unidades elegidas pera’ sedir ol prodwto, Q, lo’ qu o
‘npou oioﬂl ulpuﬂenoidn a.m-u.. : M mto. h fo:- lo Oo»- - ;"‘- 5
mm e wuo omlbu- coso ulgul R e

0-:‘& Vﬁ (- 3 0. b 3 o) (,)

.ﬁt. Moidn do produuigﬂ. P(t, ” o I.L .' t.l “. ; oo
r(u. u.) . a"‘p(x, ;,),
ﬁtg-ﬁutou «ou- que, si b3 1, loo undtuontol son u-ooloatu ™ lo hr-

o de toda la Mo“u, -hntrn Qno siash & l. los nnﬂlhnto‘ son -h.-vk o
cintou : k

l1a funei‘n ’(1) os mia fhoil do lunoju- tomando logaritmoss
I"Q. .1“‘0‘10‘&. t!o s s e o s 0‘2)

Ds esta expresifn se deduce qus lar isocuantas son Q constante del plane « .
L, K vienen dadas por '

log K = constante = b/a log L
o8 decir, ’ :
) K = sonstante x L"/ ..

i.m ourvas son seintStices o [* b+ § ojn' J. convexas hacia 01 oﬂ- )
gon do soordensdes.  les productividades marginales o hallan derivendo (2)



ss lo- tnetoru lon ro-umndoo de- uurdo oon -u- rupocuvuv- -
produeuvidndu sarginales, 1la susms dn snbas rouuncraoionu luporu-h u Q
u.obll, poro urh 1nfortoraQo£.0l‘lo Sy

h hmoun do ccbb-nw‘lu oon rondi.lulnoo m-tutu oonn.n. .
adlo ul nrhotroc L AN , .

e, o:- .¢ 1 ;;7. . m E

yaque ashel, y ontoneu, ve le- . (o gtk 1), W 'grg“‘"“"(3)' las
productividades larginnlol sons kS S : SN

g - .i . .,“ N ﬁ. (1;0)%.0’;, 0000-(5’
vyl pi-odnoto -; divido asfs o |

Qe K é * loi%
oxprondo on “r-inoo per eipuu :
(4) oo M\nl . ST
| T qeddy
'“M"!'V" ' k-‘/l-.o.oooooooon.ooo.t.oo(‘)‘



E qu o 'dc 'h tom iddnn romnnud. n h ﬂguu c. y. qn f(k) - t‘ ‘

r-(k) -b oo; | nnh r—s0y : .r(x) -—-0 LB -ovc\h‘k’ -—4°°

-proudu on rmcwn do k. ln prodnotivlhdu urginnln (5) - -  5

_ t'k oy -fk-f't-l- t.v..1.'}:
ll ulncidn -srclnnl do -uotuueidn o1 R FNEEEI R




o h u.-.a- hn -

e Ahorn Moa, 1. otu Moun colﬁ\unto undl.,
oién. dc olnuomad constante d sustituoidn (s, Co S.)y on ‘18 qué' las va =
, s ~b (siendo b una oon-tanto ), o-tln ulnotomdu con Q

riables Q
de: foru upn-ad. y sditivas’

Q" -l!_-' . nL"‘ © . para®30,n30 p‘,‘““‘““' cee (1)

Tenemos das pardsetross b 4 O, y 1a relacién por coolente lﬁ, quo
deteraina la distribucién entre los facténo.‘ 1l wagnitud de m 0 de. a por

separado oarsce de interés, ya que en (1) se 1s puede adsorber en la unided =

clcgida pars medir el producto Q. Los reandinientos son -lompro connunen.;;f

y de¢ la expresién (1), podom escribir tanbi‘n lo siguienter
v ‘ . . L
q ek +n, siendo q-Q/L- y k-l/bt.,o....(z).,,

Para tener Qogq onA'foru expliaits, podnoni esoribir (1) y (2) - -

oomo ¢

Qe (a® “n)-xlb ’ e (. o1/ |

Bl pnrkptro b se interprets en t“cwn de 1a elasticidad oonstante de sus -

tuuewn; 'Y ) ]
- sa_1 , obdblen bse_] -1,
' 3o *b [ )

" Como . 3 0, los valores poclitido- a b aon b 2.1 (v £ o) Pusden

prnonnru todo- los valores de l. salve 1 3 » 1 (b = 0), que queda ex= =

elufdo.
Derivando (1) con respscto s K, podremocs encontrar otras propieds- ,

du de 1a funcién dn producoién B. C. 3. , tenssos:

- v , (-b)ﬂ'““’ ﬁ . (;-b)-f(l")



. tm uwulonu ou\uontou R

aa --m"' a a;"'

eon oolpotonch porfoatn. 1s nluib mgiul o omtltuudn, au. m (3);52
: on funoién de k = K/L (capital per o‘ptn ) u uul sl mtonto v/y Onta -
[} ulnrlo ’ la tuc de bomﬂolo. - doeu'. V A

tl/,'.

quo peao ae uniﬂuco ol mr‘um do dutnmoldl n/- qno fuuu on 1. fun-
- 01én de producoide. v e b

o luohu mphdudn dopoudon de que s > l 6 s < 1. ; mitinguiro;v.""
Ros por muchos ossos! S
- N
Por ejesplo, cuando s 3 1. Aquf, =1°4 b < 0. Bacemos & e ~1/d

y1/8 3 1, siendo las isoouantass -
: ‘1/5 1/&
¢ nl = gonstante,

convexas hacia el origen y cortado a satos ejes del plano (L, K). Al va -
“riar ol cspitsl per odpitas k. la producoién per cdpita en:s : :

[ T O :  & -'-&g"(‘/f) 30 @ (2) 5 ) |

la variabdle dopon“onto q aumenta ocon k, y @ =9 QD cuando k -o 0. Segin
asciende ol oapunl o-pxndo (em comparaciéa al trsb..)o), la produceiln per
odpita va oreciendo indefinidamente. Al oontrario, "segin aumenta la ocant}



au nuo-dn dn tubnjo (h —o 0). 1- poduoo“u por dpuo n doonnudo :
llut. ol l.futo l P

R

st l - 0, ol prhor -mando un-onn tudofiniduonto .vo ml mtonor cou—
t-nto 1a om. se tiende .4 cero al _segundo susmando, ‘es decir, L b @, ht i
nluo, ! 4 -—0 oo ugﬁn L= 0. las ioocumtu SOA convexas haou ol oruou

y onntaueu a ambos’ an. = h producoldn por cipit. u v

Q- -&) - do (2) 7 (3)
(-/x'. .)‘/' @ :

!cu.l qm antu. q orece oon k, pero uhou qQq—-—9pn 1/' umh k —» 00, u
eontrario, cuando k —p 0, la mduectdn por oipu. ' uondo Y 00 k y q -
descienden Juntu a osro. : :
Ia olaﬂicldu rlo mutucidn entre los tnctorn de cads una do -
las tmctonn mtoriorn de produccidn,.queda mguf oonﬁrudn, al deducir e}
valor de s, y su correspondients significado seqin sea mayor msenor o igual
a cero. ‘
Supongasos que oxhto la lig_uhniq funcidn de producoién Q = '("

L), la relacidn marginal de sustitucién R = « dK = 5 (para Q constante ) — .

.. 4L 't
8o eupous decrecients segin avansa lg sustitueidn, L decir, que R disainue
segdn deorece !/L. Ia elastioided de -u-utuud- ontn los factores se ‘o—

fine oomos



"-‘y s . 0. n,quo l [} utnwo m t/!.. Suponicndo conpo onou porfoetn y eon
‘ot yﬂnoiplo ds. haeor -lxho- loo bonoﬂeio-, pars 01 oapunl Opti-o por ol—
‘pun. l/l.. uno-oo quo h rolacidn nrginnl de -u-utucldn, l. n 1. ”1.— -
s ,_usn por miento mtn el sslario y ‘1a tase do ‘benefioio. hro. cu pnoul
k, '.-.fl 4 n 'u-hu oon h oolhin.cwn do footou- (x, !.) uplndoc. T
e h o1 eno do lo-~rom!1-into- conlnntn. um-uol por \ - f(k);l
:h fmoi&n de yroduecwn on- Mninoa ;cr olpin y deducimos  como lu\n 2 7 l"
en funcién e f(k) 7 deo sus -derivades. lopruontuo- por f, £ ; S o) h -

.

; mﬂn 3 ous dcrivndn. - lb 1a oxpuciéal »

y ,
: 4 logRe =kf" = f" oo _ 0"
_ & Pkt - 7 P f-kf’)
De (2)4 ' . ‘

Y ."!"f‘kf'! 20 * o e & ‘& 8 ¢ e e 0(3) ’
k - .“ N

“Como £ y £~kf"' son productividades ur‘inulo‘o son anbas positivas,
sientras que f™ es negativa, ya que represents la produotivided ur;inal. N
Designamos por v la expresidn (f-kf'), funoién 46 k. % Anter~
pretarf w com> salario, suponiendo régimen ds cospetencia perfects y el prig
oipic de beneficio méxiwo. Segln varfe w, podremos odbservar el sonsiguien=




te einﬁi'o-{ ‘40 ky, por tnifd‘,v deq ;"‘g(k

Dl'-f-kf'tonolou S SR
X ; : d'-f'—kf"-f'--kf"

h Q - f(k) temm-. s ST

sor tentod, PR
y entoncess . o a T LS AT s e E e
dg o £ kf ‘i'- _k__;:; - g"]f-kf'['_-v IS

dv - £ 37 %l

o\t

R-‘d‘oeir‘,:u qsfk)ywa f(t)—kt'(ﬁ),’l .1.? volﬁtiold_udjqq con respecto &
v o8t B o ' . e T

dA ..".,o o‘--._“c;oo.’oa¢.>‘.o-o-<(“),
"'-'."7 7 — .

o

En situasién Cptim, soa II ls fraccidn del producto repartida en forma de
bensficions o

ITapk =k'(k
q £k

Segin w va creciendo, asf lo hace k, y la consiguiente variacién
variacién de II ess ) :

411 = _4 (x 1 'f(P' ke") = k") « kt* " (£ r-kf; 1).‘
a (T;;( ot '?'i Yol ’;)-

De (S) tensnoa? ' ‘
) -% (-1~ )(s-1)s

-



S : 1s fﬂooidn dol produoto uurtid-nn tor-l
’ vdo bonoﬂclon auunn con. k y oon n .!,, - ‘ 1, la mru do loc boncﬂoio-
- uolia\vo. B ol cuo pu-ueulu- on qno s ‘- 1, 1s mno do los. benoﬂeuo, -
:-,y do loo ' nhﬂoo pomnooo con-unto‘ cn w-lu tmnn lu nrhoion -,“ :




-uulontu ojo-plo:. nos l;lu-tnrlu mouim pu-. \mu..,
lu mtono- de’ prodmi&n mvutu.

' : ljolplo" 1.- A conunuanidn, tnnralo- do onoontrn- ol valor dol. ninl ':
do tubcjo.l.. oxproudo en tuncldn del salario v, elerdo K = 4, Y toundo -;
eo-o Moidn do m-oduooidn Qe ﬁl.- dobox-anoi eonaidour ndu‘. quo oxi-tl 5y
ol r‘cinn de co-potoncu portoctu oon’ rendiaientos oonctlntn. ' Dade la o o

forta de tubaJo I. - 16 12, ‘culculu-eno- ol uln-io y J.- producoidn on oqui-,"; :
nbrio. L T ' . s

e b-puntu

: Snbono- quo cl hlcor l&xuo- loc bonoﬂolon on. rdgilon do ooj

potonch perfecta, la produotividud uugiml _g - t(k) - kf'(k\ L igunh -
~oon. ol ulnlo ¥, por 1o tmtol ~ ’- N

- 49 . r(u) X u-(x) . o/x. s x(_g)

-q/z o‘gg”- 22 gt -LQ (g 2 . (g "g 1
LT REEY '%?'%r.'""-&

e *e al deapejar a L tencnost v «¥KL _ = ml/? LI_.)I/2 (J,):z/z
; 2L : 2 .

B i SEEN (x.)‘/’ Y2 oy e x
2’4— 2 ; 4v2

ont,, L-l/'- s Por tmto. "-l‘ --§ '-Nlh& T oo owulf2,

» poro como- K » 4,

8l sustituir el valor de wen _1_ = L, tenemsos L = 4, y finslmente, coss



tjo-plo 2.— 1_ lhor. oncontrmuoc 1. -uuhnto hnctdmu u-oduoeidn -‘

Qe k. -dels forn l.c.s., ol nlor del whotro u, dn p y dol uluto
. i) ) : S i
w, luponiondo r‘giun de co-potonoin nrfocn. e LR i

‘lﬂ;ﬂlilu G PR

. ~ s.bo-o- qno Pe s_g ._!... 7o qu‘v ﬂ &
o »“ wf T
. I .ntown. ' ’ "' —1—- “ !

brctn pnru, ) L S A

‘ 'l‘ k(!g),port.nto.' e 'k : :

: , e (&P ;
- kX -k = _k ', ent., we Kk :
(k). ()P e .

Pinalmente,

R R R R R 2

ﬂok% ks ent.,, a = 1k o (1+k)} -__L_,‘

(1ek) (m)’ (uxm) (1ex)
' por tanto, a zni_r 7

'b‘vAhon nbouo‘qm u;-”nlou- -on!‘p- - "_.L.
U T T GaR Gw

T



RS A Iiuoqlo 3.- bloctrm-u que li h tnnoilu lo producoun a eohb-{f:
,-bwln o nno.l y lmg‘nn, sy, olutio“d do -n-ntneuu -pr‘ ‘s e’
- 'touo ‘sus mtoo, ot 8 ] -610 -1. 1. Nneicu L do e fma *ia“-?l- L“ '

.lpuntu e
R ".:u‘f*fu!}

: ontonou. L
B e |

: _-:-,-iao._ ‘,r(t)'- ‘t.‘,-" o

4 '(f*f:'v)i- Ca k -k Y ; l-nbl TR

K l

_t’ﬁ“'(x-.x"" £ u(-r) .n' ! =s)

' a .(ch) kz.'l

f'por unto, r'(r-xr') - s(l-ukz.'x y.... kr(-f") . -kff" - n(l-nlz.'l RS .
- 1o ousl upua- 8o =2 fkt)) o -a(l-a N L
' kfr*’ -a 1 X?"!"

por ‘-‘“':. el G¢ Qo Qv




i e : h nru de dlo-. M muoudn . ,urur do! alo 1930. fooh ‘h';
| 'fh muuumuu ol ptr‘l«. luu 01 llo mxau mdo 1978. o

T ll uouulo pare. la mtmt& do h m“n do noduoot&n M
"lnmcnodo o 10 siguiente manera: . la mu&n dopondf. do las ventss lg -
vnn-, ‘nés 1s ventas el extranjero, ll- las existesnciss nl final del ejer~
. olale oonnbln tanto para el volumne coso para el capital se oonsiderarca o
flu fndioces on -lo uu 1938 7 wma ves quo se tuvo este mmeidn [ oon- '
siderd el coclente dol fndioce de velor’ nntro o1 fndioe del volusen un u! s
obtener ol fmuoo de mo:u, ol cusl & su ves sirvié para elsborsr la se - , ‘
rie de datos qm forad h ooh-n del oapinl s precios oomhntn ‘susada’ ' S
1s ooln-u del fndiu do h lan laboral. on -ﬂo base 1936. Vtoniondo ls oi=
wm nwidm :

» : . -EN K 3-'1 : :
doudo Q n 1s prodvonién a mcioo comtnnu-, l.i os el cnpitnl a meiu o
oonstantes, L’ es 61 1mlsco de la -an laboral, tomando en emnt-, que la -+ :
letra o es uns oon-t-nto. , ' R

Pera determiner ol valor de los pni-‘utrol i, J, fuf necesario -
utilisar un prograss de rogruidn linul, para nf saber si se trataba de -
una funeidn oon rendinientos oonateatn. doouoiontu o orecisntes, ys que
oomo hcma vuto ss trata de una funaidén de pmduuidn del tipo Cobb~Douglas
do'ulo i. J 20n mayores que oero, ’

Bs importante hacer la aclaracién de que al no contar oon la homo
geneided del volumen de la produnoién, fuf necesario utilisar los faotnres
de conversién pars los produotos petrogufsicos, ya gue la mayorfs estin ox-
presados en foneladas mftrioas y pin’ohoto- de este trabajo ss sunsiders
al volumen en barriles de los petroliferca y del orudo, por ser 4o Bayor




su volunn oon. u-mto . lo. antoriom., » o
vonuu oe dnvinﬂ. ls in!br-.eid’. voalulon, yu quo uhto ’&udn do ‘_
onouf- on diobo Pro0es0} empero M 1- e jor nltomuv. vm lhgn e

loe nonltulo- u- ututaotoria, por la nnoul. reséa do nr ads uoqug' S
ble 1. oomrudu do toneladas sétricas a toneladas odbicas o eomo en uu F o

ouo [ ¥ hn-tln, qu- 1- opor.oid’n 1mru o- dootr d' bmilo- u tomlm
- sftricas. il L T

l oonunuqun lintm-oo lu oolu-nu que niruoron pan obto-
ner la 1ntox-no16n procesads, la cual “a su ves oontrﬂm:‘ s dotoninnr 01 G
ulor de los pc.r&om. dt 1. -omian. e

= Aflo LR . 4 L
1938 100.0 - 10,0 100,0  100,0 .
1939 ° 126.4 100 124.7  14.2
11940 121.3 - 10,0 126.6  124.7
T 1941 1M.6 10,0  152.4 112.)
1942 11,7 10,0 126.6  116.0 -
1943 122.6 10,0 6.8 120.6
194¢  123.6 10.0 160.7  129.9
1945 a4l 10,0 196.3  145.7.
1946 162.3 10,0 254.7 - 165.8
1947  190.2 10.0  3%.6  163.8
1948  203.4 10,0  488,3  165.)
1949  221.7 10,0  509.3  165.3
1950  240.0 10,0  671.2 193.8
1951 256.8 10.0  T46.4  207.7
1952 266.9 - 10,0 752.4  2%3.3

1953 '271.8 10,0  T767.4  209.8
195  34.1 10,0 9539  226.9



.

2 1,” ot

1966 - 60R.1

191 M6.0°
1972 . 888.9

1973 . 947.8

1974 1061.8
1975 1283.7

1976  1372.5
2977 1551.0
1978 1921.9

03324300 204
T M5
ST _
100
e
" 10.0
10,0

2960 403.d -

1961 4564
.-1962 ' 481.9
1963 . 501.6
164 499
1965 575.4

1967 644.8
. 2968 683.5
. 2‘1969}7‘ : T44.3
1970 - 818.1°

10.0 -
10,0

10,0
10,0
10,0
10,0
10,0
10,0

10,0
"10.0
10.0
10,0
0.0 -
10.0 -
10.0

10,0

10,0
10.0

3760.3

‘4131.8

4645.8

5478.3

. 600,643
6941.9
-12092.9
14398.5

17034.8
28541.6
371582,0

© 1055.4 4
_2157.3 .2
‘412,0
- 2461.0 2
2696.3

L 2979.4

6.8 -
3387.3

Como esta funcién se desca linealigar, tomando logsx:u.-o- lo 7.

oonseguinos; por tento la nueva funcidn, serf la siguiente:

log Qe 1 log K+ 3 log L

el eiguiente:

B1 resultado, despuls @6 haber corrido la n;i-nun'k lineal,

o



o .u.oun ltudud ao 1.. nuuu I3 1 oolu-u' 1, M,a
1.605, do lu urhblu do la colunm 2, M a 0.484 y d ,
dopondionto M de 0.810. lo ml do-uutrn quo “los datos m n oxtonﬂo“
ron domhdo ‘slrededor do ™ valor. -dio. 1. 04y 1a dhpouwu hn ““,-
nula. La do-vhoi&n nézime do 1. muestrs fu‘ do .93. oiondo lu duvh' ;
ot&u m-odio do 0.820 ;

, Por otu pu-to oxhto una oortolno*&n. t.nto -i-plo oolo l\!ltbfv .
plo cni portoon, ya que. ‘1a correlacion de las varhblu 1y 2 M a0
0.986, de las variables 2, 3 de 0.990, y deo las’ nx-xablu 3, 1 do 0.996. L
.undo su oonolnoidn n\iltiplo do 0.996. R '

l‘lnalnnto, vemos que 01 valor de low oo.fioiontu de ro(ruiénf s
desoriben ol valor de los par&utro- 1, J» por lo tanto of 1= 0,375
[ 0-432. esto -1¢n1f1u que ln funoién de produoo:wn de ptoduooidn un S
ol cuo PB!EX. tuuo 1. ugutonto nonnclntunt : = o

: , Q .0 l LJ h eul se desea unuunr, por »
tanto, - AP ER : . : -
. log.Q = 1 log t. + 3§ log L, ¥y que al lustituir no-' dés

log Q= 0.8222 & 0,375 X + 0.432 L, ,
1o ousl inplica que al eliminar el logaritmo, queda de 1la siguiente maners,

"qe 2,321 g%373 10432,

0.8222 . 2.321.

donde o

For tanto, como { + J € 0, en este caso podremos sfirmar que la
funcién de produ'eoidn para el caso PEMZX es, de acusrdo s la definicidn de
las pAginas anteriores a una funoidn con rendimientos decrecientes pars ol -
psrfodo de obeerveoifdn. " ’



b- pobhm dol A.nluoi- loondlloo, on h mundnd,u ruuol-
vem 'Y tnvh ‘de nétodos nto-luoo- oads veg nds' onuou. diohos l‘to‘u °
;“oaton e ban donrron-do on ‘poeu nhummo reoientes; ¥y hen nopog"‘f_.v
~ “elonndo resultados uu.r.ctorioc. - anf vemos que, la Programacién ‘l4nesl,
>'m ojo-plo. lorrnionn -y podorou de 1a Investigacién de Opersciocnes, -
fom ‘parte de todn m. utodolo‘h utu‘tiot mduponubh p-u 01 tnu -L: s
-unto uéﬂeo do 1. o-puu. : Sl A R

' ll cllculo mm-.mu, uom un oripn poco -6- rc-oto, p-ro o -"
. um.a.bu ‘que_hasta hace pooo unpo, y de mn ‘manera l!- dlroou tuvo su !.g e
mudn o muuu dol Ln(lhh loondlioo. DR ‘ SR

M unuunbln 1.. .plioaoionu quo dol cdloulo muunoul po -
' 'dom oneontru- pers la solucidn de ‘los_problemas del Anauu- Eooncmico. - k, i
&: el presente trabajo, -610 tuvinos la oportunidad as obnrvu- de una sane=

re pncral, ls upucacidn do este instrumento a un contado ndmero.de ejenm ~ "

‘ plos sencillos y préotices , que alguna ver llegara e encontrar al estudiar

- 1a mnteria de Economfa Matemdtica, impurtidavon €sta feoultad.

Aay todnvh sucho por hecer en este vasto campo, ¥ uporo Que.en -
un futuro préximo se lleguan a desarrollar los afs posibles sétodos de Js =~
'borfj Natemftica, aplicables a modelos de la tradioional Economfa Tedrica.
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